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NOTE RELATIVE A LA THEORIE MATHEMATIQUE
DE L'ELASTICITE;

Par M. L. BOSSUT,

Capitaine du Génie.

1. Un ellipsoide rapporté a ses axes ayant pour équa-

tion
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on sait que les coordonnées d’un point M de sa surface
peuvent étre représentées par les expressions
(2) x=acosk, y=~bcosy, % =ccosv,

les angles ), u, v étant ceux qu'une droite convenable-
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ment choisie fait avec les axes de coordonnées, ce qui
entraine la relation connue

(3) COS2X — COS% 1 + COS?ZV =1.

Les quantités A, @, v sont appelées ordinairement
coordonnées angulaires ou paramétres circulaires du
point M; elles ont, comme on va le voir, une interpré-
tation mécanique remarquable.

2. On sait, d’autre part, que, si a partir d’'un point
d’un solide et sur les différentes directions qui en éma-
nent on porte des longueurs proportionnelles aux va-
leurs de la force élastique suivant chacune de ces direc-
tions, le lieu des extrémités des droites ainsi obtenues
est un ellipsoide connu sous le nom d’ellipsoide d’élas-
fictte, ct qui a pour equallor:
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ses axes €tant les axes de coordonnées et les quantités N,
N., N, étant les valcurs des tensions principales; ces
tensions sout les scules forces élastiques qui soient nor-
males aux éléments-plans sur lesquels elles agissent et
qui produisent des déplacements suivant leur propre
direction.

Or on sait que les équations qui donnent les valeurs
des composantes de la force élastique qui s’exerce sur
un plan dont I'axe fait avec trois axes de coordonnées
rectangulaires quelconques des angles %, ., v sont

X = N cosX + Tj cosp + T, cosv,
(3) Y = T} cosX + N, cos . + T cosv,

Z =T, cosk + T cosp + Nj cosv,
T, T,, T, étantles composantes tangenticlles des forces
élastiques qui s’exercent sur les trois plans coordonnés
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et Ny N,, Nj les composantes normales des mémes
forces.
Si les axes de coordonnées se confondent avec les di-
rections des tensions principales, T',, T',, T}, s’annulent

et les équations précédentes deviennent
(6) X = N; cos A, Y = N, cosp, Z = N; cosv.

Si I'on compare ces relations aux relations (2), on
voit qu’elles deviennent identiques en posant

X =ux, Y=y, Z =3,

- S
(7) ( 1= a, N, =0, N;=c.

Z

Donc :

Les paramétres circulaires d’un point M d’un ellip-
soide peuvent dtre regardés comme ctant les angles
que fait avec les directions des tensions principales
l'axe d’un élément-plan sur lequel agit une force élas-
tigue dont les composantes suivant les mémes directions
sont précisément les coordonnées cartésiennes du

méme point.

De ce rapprochement résulte une série de démons-
trations trés simples des propriétés connues des forces
élastiques autour d’un point; nous en ferons connaitre

sculement quelques-unes.
3. Au plan
(8) Z COSA =+ ¥ COS@ —+ 5 C0SV = 0

correspond une force élastique dont I'intensité est

(9) T=y/a?cos?\ + £2 cos? . —+ c2 cos?v;
mais on sait que l’équation du plan tangent a I'ellip-
soide paralléle au plan (8) est

. ( rcosk—+ycosp+ 3c08v
10) )

=yazco?h 5 b2costy 4 c2cos?y;
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donc :

La longueur de la perpendiculaire abaissée du centre
8
i . 2, . . ’
de Uellipsoide d’élasticité sur un plan tangent paral-
lele & un élément-plan passant par son centre est, en
valeur absolue, égale a Uintensité de la force élas-
tique qui s'exerce sur cet élément.

4. Imaginons par le centre de ellipsoide trois élé-
ments-plans rectangulaires ; les angles que font leurs axes
avece les directions des tensions principales sont don-
nés par le Tableau suivant :

Oz. Oy. Oz.
OM......oovviiive. A n v
OM'......... e N @' v
OM”.......ccvvvv. N W’ v

Cela posé, faisons la somme des carrés des tensions sur
ces trois éléments-plans; il vient

T2+ T,+Ty=  a2(cos?A + cos?A' + cos2)")
-+ 02(cos? . + cos?p’+ cos? ')
~+ ¢2(cos?v —+ cos?v’ + cos?v’) =a?+ b+ c?,

la réduction s’opérant parce que les axes ox, oy, 0z
sont rectangulaires deux & deux; donc :

La somme des carrés des tensions qui s exercent sur
trois éléments-plans quelconques formant un triédre
trirectangle est constante et égale & la somme des car-
rés des tensions principales.

5. Sikyu, vy ¥,/ v W, ', V' sont les paramétres
circulaires de trois points d’un ellipsoide, les diamétres
qui passent par ces points forment un systéme de dia-
métres conjugués si les paramétres satisfont a la condi-
tion connue de perpendicularité de deux droites. Mais
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cette condition,
cosA cos '+ cos . cos '+ cosv cosv' = o,

exprime que les axes des plans et, par suite, ces plans
sont perpendiculaires deux a deux; donc :

Les directions des forces élastiques qui s’exercent sur
trois éléments-plans formant un triédre trirectangle
forment un systéeme de trois diamétres conjugudés dans
Uellipsoide d’élasticité.

6. Appelons p l'intensité de la force élastique qui
agit sur un élément-plan dont I’axe fait avec les axes de
coordonnées des angles A, i, v et «, B, v les angles que
sa direction fait avec les mémes axes; on aura

acosk bcosp ¢ cosv
) cosfB = ’ cosy = .

cosa = Y
P P

Cela posé, exprimons que sa direction est paralléle a
celle d’un plan dont I’axe faitavec les axes de coordon-
nées des angles ), u/, v/, ce qui revient a écrire qu’elle
est normale & I'axe du plan; on aura

@ cosA cosA' —+ b cosp cos ' + ¢ cosv cosy' = 0;

mais cette relation est symétrique en X, 1, vet X, ', v';
donc :

Si la force qui s'exerce sur un élément-planP est
paralléle a un autre élément P', réciproquement, la
force élastique qui s’exerce sur U'élément P' est paral-
lele a P.

Les forces élastiques qui satisfont a cette condition
sont dites conjuguées.



