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NOUYELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

SUR LA DEFINITION DES MASSES ET DES FORCES (*):
Par M. VASCHY.

I. — PRINCIPES FONDAMENTAUX ACTUELS
pE LA DYNAMIQUE.

Dans I'enscignement actuel de la Mécanique ration-
nelle, la Dynamique est fondée sur les principes sui-
vants :

1° Principe de I'inertic;

2° Principe de 'indépendance du mouvement acquis
et des effets simultanés des forces;

3° Principe de I’égalité de I’action et de la réaction.

L’énoncé de ces principes n’est précédé d’aucune dé-
finition précise de la force. En réalité, ce sont ces prin-
cipes mémes qui, traduits sous une forme mathéma-
lique, lui servent purement et simplement de définition.

Cette maniére d’introduire lanotion de force a priori
nous semble offrir le danger de suggérer aux éléves

(') M. Fouret, & qui j’ai montré cette Note, m’a dit que, dans une
Communication orale faite il y a quelques années a la Société phi-
lomathique, il a émis des idées analogues A celles que je présente.
N’ayant point I'intention de reprendre cette question actuellement,
il m’a engagé a lexposer moi-méme aux lecteurs des Nouvelles
Annales.
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I'idée que ce que 'on définit, c’est la cause réelle du
mouvement dont ’étude au contraire n’intéresse nulle-
ment la Mécanique rationnelle. Mais un autre inconvé-
nient bien plus grave est la lacune que nous allons si-
gnaler et qui existe dans les meilleurs traités.

Tout ce que 'on déduit des deux premiers principes
se résume dans la définition de la force f qui imprime
une accélération & a un point matériel A, toujours le
méme; on a, en grandeur et en direction, I'égalité

f=mw,
le cocfficient m étant choisi arbitrairement une fois

pour toutes. Pour définir la force f” qui imprime a un
autre point A’ une accélération w', on écrirait de méme

f=mw,

m' désignant un nouveau cocflicient aussi arbitraire
que m. Tant qu’on s’en tient aux deux premiers prin-
cipes, les coeflicients m et m' étant arbitraires, le rap-
port des deux forces précédentes fet f' n’a donc aucun
sens.

Pour définir par la formule

¥ m

FTom W

le rapport des masses m et ! des points A et A, comme
oun le fait ordinairement, il serait donc nécessaire de
définir préalablement le rapport des deux forces f et f7,
appliquées a deux points matériels différents, avec
autant de précision que 'on en a mis a définir le rap-
port de deux forces appliquées 4 un méme point. C’est
ce que l'on ne fait pas; on suppose sans doute implici-

tement, sans aucune explication, que le rapport % ci-
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dessus est bien défini en lui-méme, ce qui est insuffi-
sant,

Cette lacune, il est vrai, se trouve comblée plus tard,
dans I'étude des systémes de points matériels, par cela
méme que I’on invoque le principe de I'égalité de 1'ac-
tion et de la réaction. Elle n’en subsiste pas moins, au
début, dans la définition des forces et des masses; et,
pour la faire disparaitre, il y aurait lieu de modifier
P’exposé des principes de la Dynamique.

Nous nous proposons de montrer qu’il serait bien
plus naturel de commencer par définir la notion de
masse, qui nous est fournie par I'expérience d'une ma-
niére trés nette. La définition de la force ne souléverait
ensuite aucune difficulté.

II. — Lor ne NEwron.

Rappelons d’abord les résultats d’une étude plus im-
portante que I'on fait généralement comme application
de la Cinématique. On sait comment Newton a déduit
des lois approchées de Kepler cette conséquence que
I'accélération & d’une planéte est dirigée vers le centre
du Soleil, et est inversement proportionnelle au carré
de sa distance 7 a ce centre :

La constante M a la méme valeur pour toutes les pla-
nétes.

Attribuant cette action a la présence du Soleil,
Newton a été conduit & généraliser la loi précédente et
a admettre que la présence de chaque planéte P, a pour
effet de contribuer a P'accélération d’une autre planéte

quelconque P, par une composante w,, dirigée de P,
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vers P, et ayant une grandeur égale a

my , .
r%z; ry2 désigne

la distance de P, a P, et m; un coeflicient qui dépend de
la planéte influencante P,, mais non de la planéte in-
{luencée P,. Pour la méme raison, P, doit subir, sous
I'influence de P,, une accélération w,, opposée a la pré-
my

2
i

Cette loi a subil’épreuve de nombreuses vérifications

cédente et égale a

cxpérimentales, consistant a comparer les résultats de
la théorie fondée sur elle aux résultats de I’observation
du mouvement des astres; et on la considére comme
parfaitement établie.

Des formules de wy s etde wy,, on déduit

mym,

nMyWig = Mo Wy = ———»
P

12

ou bien, en tenant compte des sens opposés des deux

accélérations, et désignant par la notation v unc accé-
lération considérée comme vecteur

My Wyg— My Wy = 0.

Ce résultat, indépendant de la loi de I'inverse du
carré de la distance, peut s’énoncer ainsi : « L’accélé-
ration d’une planéte Py sous I’action d'une planéte P,
et I'accélération de P, sous Vaction de P, sont dirigées
suivant la méme droite en sens opposés; cn outre, elles

ns . .
ont entre (!“(,‘S un rapport constant ;ITZ ’ (lul est l’mverse
1

du rapport des coeflicients d’influence de Py ct de Py. »

Cette loi astronomique a ¢été ¢tendue par Newton a
'action réciproque de deux corps quelconques agissant
I'un sur autre, soit & distance (cas de deux astres),
soit au contact (cas de deux corps liés I'un a I'autre, cas
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de deux corps qui se choquent). Elle n’a jamais été
mise en défaut et parait étre d’une rigueur absolue.

Ces résultats étant acquis, il suffira, pour entrer dans
le domaine de la Dynamique, de poser le principe ct
les définitions qui suivent.

III. — PRINCIPE FONDAMENTAL ET DEFINITIONS
pE LA DyNAMIQUE.

On admet, comme principe fondamental de la Dyna-
mique, la loi de Newton qui, dans le cas d’un couple
de deux points matériels, s’énonce de la maniére sui-
vante :

Si un point matériel A, acquiert, sous l’action d’un
point A,, une accélération w,,, réciproquement A, ac-
quiert, sous l’action de A,, une accélération w,, ; ces
deux accélérations sont opposées suivant une méme
droite (joignant A, et A,) et lies par la relation

(1) my Wi+ MaWwey = O,
m, et m, désignant deux coefficients d’influence pro-
pres aux points A, et A, respectivement.

Définition des masses. — Ainsi les divers points ma-
tériels Ay, A,y A, ... ont des coeflicients propres my,
My, my, ..., dont les rapports deux a deux sont par-
faitement déterminés en vertu de cette loi, 'un deux,
my par exemple, pouvant étre choisi arbitrairement.
On donne a ces coeflicients le nom de masses. Les
masses des divers points matériels sont donc leurs coef-
ficients d’influence respectifs au point de vue des actions
qu'ils exercent sur d’autres points matériels.

L’application directe du principe de Newton, résumé
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par la formule (1), ne saurait fournir un procédé pra-
tique de comparaison des masses entre elles (sauf en
Asironomie). Mais ce principe, qui est la base de la
théorie des systémes de points matériels soumis a des
liaisons, notamment de la statique et de la dynamique
des corps solides, permet d’établir les propriétés des
instruments destinés a la mesure des poids ou des masses
(levier, etc).

Définition des forces. — Définissons maintenant la
grandeur et la direction d'une force f, qui imprime une

accélération v & un point matériel A de masse m, par
la formule
f=mw.

On pourra alors exprimer la relation (1) en disant
que la force m,w,, = f,; exercée par le point maté-
riel A, surle point A, est égale et opposée a la force
My s, :-f_'_.—, exercée par le point A, sur le point A,-
Clest la I’énoncé ordinaire du principe de I'égalité de
I’action et de la réaction,

REMARQUE SUR LA SURFACE DONT TOUS LES POINTS
SONT DES OMBILICS;

Pan M. C. BOURLET,

Doctewr és Sciences mathématiques.

En désignant, comme de coutume, par p, g, r, s, tles
dérivées partielles de la fonction z de x et y, on sait que
la surface dont tous les points sont des ombilics satis-
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fait le systéme d’équations simultanées

r s t

T+pt pg 1+ gq

(1) :

On démontre, ordinairement, que la sphére est la
seule surface vérifiant ce systéme par un procédé trés
simple mais peu naturel (voir, par exemple, le Cours
de Serret). Il est facile de voir que cette proposition
importante s’établit directement sans difticulté en s’ap-
puyant sur une propriété générale des systémes d’équa-
tions aux dérivées partielles simultanées que j’ai établie
ailleurs. J’ai montré en effct (voir Annales scientifiques
de I’fcole Normale supérieure, 1891, Supp.) que
lorsque, d’'un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles, on peut tirer, par dérivations, toutes les dérivées "
d’un certain ordre de la fonction inconnue en fonction
des dérivées d’ordre inférieur, I'intégrale générale de ce
systéme ne contient qu’un nombre fini de constantes
arbitraires dont on peut déterminer le nombre a I’'avance
et que, de plus, on peut ramener l'intégration de ce sys-
téme a I'intégration d’un systéme d’équations différen-
tielles ordinaires. Or, sil’on écrit le systéme (1) sous la
forme équivalente

‘l._|+p?,
(2) ( 1+q?
§ = rq [4
Ta+qr’

on en tire, facilement, par dérivations, ¢t en tenant
compte de la condition

Jar os

ay oz’

toutes les dérivées du troisiéme ordre de z en fonction
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de p,qett:
@z _or _3pG+p?),
d0x3 ~ Jdz (1+g¢g2) '’
0z oJr d_s=_q+3qp2t!
dx?dy  dy  Or (14 q*)?

)

#z d_s_ Jat ~p+3pq2t,_,

0Zdy? — dy  dx  (1+ q°)°
3z J¢ 3q

Ty e

)

2

Cela nous prouve, d’aprés les propositions que j’ai
rappelées, que l'intégrale générale du systéme (1) ou
(2) ne dépend que d’un nombre fini de constantes arbi-
traires et le nombre de ces constantes est quatre, car on
peut prendre, arbitrairement, les valeurs inidales de z,
P, q ett. Or la sphére

s=c+yR:—(z—a)—(y—0b)

est, manifestement, une surface répondant a la question,
qui contient quatre constantes arbitraires a, b, ¢ et R;
donc c’est la seule.

Remarque. — En suivant la marche que j’ai indiquée
(loc. cit.), on voit qu’on est ramené A intégrer le systéme
complétement intégrable suivant :

{05 95
op 1+ p? ap rq
o= - b ol
(3) |9z v g2 dy 1+ q?
' % _ _PT_ 99 _
dr 1+ gq2’ oy ’
9t _p3per,, 9t 3q
dr (14 g2 dy 1+ ¢?

qui donné z, p, ¢ et t. r ct s sont fournis, ensuite, par
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les relations (2). En faisant le changement de variables

de Du Bois-Reymond
r=u, y=up,

on est ramené a intégrer le systéme d’équations diffé-
rentielles ordinaires

03

5’12 =p-+.99
o _1+p*+pgy,
du~ T 1+ g2 ’
(4) {
99 _pg+(0O+gq)y,
Ju 1+ g2 ’
9 _p+3pgr+30+49h)9v
Ju (1+gq2%)? ’

ou u est la variable et ¢ un paramétre arbitraire. L'in-
tégrale générale de ce systéme (4) est, alors,

s=c+yVR2—(u—a)—(uw—>b),

_ —(u—a)
P R T w—ap —(w—by
(5) g= — (uv — b) )
VRE=(u—a)—(uww—>0)
‘= (u—a)?—R2 ,

[R2 —(u—a)? — (uv—b)2]2

ou a, b, ¢, R sont quatre constantes d’'intégration.
En remontant aux anciennes variables x et y, on
trouve bien pour z

z=ct+VRI—(@—a)y— (y =)

ce qui donne la spheére.
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NOTE ECLAIRCISSANT LA DEFINITION
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES D'APRES G.-H. HALPHEN (');
Par M. Viapimir VARICAK,

Professeur & 'cole réale, a Osijek (Esseg), en Croatie.

1. La représentation des arguments des fonctions el-
liptiques par les ares de lellipse, de I'hyperbole ou de
certaines autres courbes est bien connue, mais on peut
les représenter aussi par les secteurs d’'une courbe dont
la génération est, d’aprés Halphen, la suivante : soient
un cercle et un point C intérieur a ce cercle. Par le

My — TU~M
//

M2

point C, on méne la corde MM’ du cercle et I'on porte
sur elle a partir du point €, de part et d’autre, une lon-
gueur inversement proportionnelle 4 la racine carrée
de la corde, c’est-a-dire on fait

_ 2(R~+29)
CN = l‘/———w—l, .

(') Traité des fonctions elliptiques, Paris, 1886, t. I, p. 1.
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Quand on effectue cela sur chaque corde qu’on peut
faire passer par le point C, onobtient la courbe en ques-
tion, comme le lieu des extrémités des rayons vecteurs
ainsi obtenus. Dans I'expression précédente, R est le
rayon du cercle, & la distance du point C au centre de
ce cercle et /une longueur arbitraire qui n’affecte pasla
nature dela courbe. Pour fixer les idées, on peut prendre
le rayon du cercle pour unité linéaire et 'on a alors

) zR(R+o)
(1) CN—\/ "

La valeur de la fraction sous le signe du radical peut
étre construite comme la quatriéme proportionnelle a
trois droites et 'on obtient enfin CN comme la moyenne
géométrique. Par ce procédé, on obtiendrait une courbe
convexe, de symétrie bilatérale. C’est une courbe du
quatriéme degré, dont nous allons trouver I'équation.

2. Soit C lorigine des coordonnées. Les abscisses des
points M et M/, dans lesquelles la corde 3 = ax coupe le
cercle

(#—8)2-+y? =R,
sont données par I'équation
3+ VR2(1+ a?)— a23?

Xy 9=
t 1+ a?

En posant o =arc tanga on a, pour les segments CM
et CM’ de la corde MM/,

CM = o, séca = 2,/ 1+ a?,

CM' =z, séc(w + a)=— 22/ 1+ a2,
ou
S 2 2)__ @202
CM=0+\/R(1+a) ao,
Vi+a
o — 2 2) — g2 02
oM —_ S VR +at)— atd?

Vi+ a?
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Si I'on additionne ces deux expressions, on a

a?
MM = 2 R2— o2
1+ a?

MM’ = 2 /R — g% sin%a.

ou

Apres avoir déterminé la longueur de la corde MM/,
on a pour le rayon vecteur

cN=Ry /B .
vRz— 31 sin%a
Posons CN = o, il s’ensuit I'équation polaire de la

courbe (C),

R2(R + )

2 ot
(2) v VR 3%sin%a

ou, dans le systéme des coordonnées rectangulaires,
(3) (m2+.}/2)2_.8_2_(x2+}/2)y2=R5 I+’§' 2.
R2 R

3. Dans I’Ouvrage déja cité de Halphen, on désigne
par « le rapport de aire d’un secteur de la courbe (C)
au carré [2 resp. R2. FEifectuant la quadrature de la
courbe dans le systéme des coordonnées polaires, on a,
pour la mesure du double sceteur,

* (R+28)da

Jo VRT=32sin2a

(4) =2
La valeur de cette intégrale dépend de la limite supé-
rieure; « et o sont fonctions 'un de 'autre : « est
I’amplitude de u. Halphen nomme ainsi un autre angle,
mais nous croyons que la dépendance de ces deux gran-
deurs estplus directe. Nous avons pris d’ailleurs pour u
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la mesure de I'aire du double secteur, parce que cela
répond a la définition de I'argument des fonctions cir-
culaires et hyperboliques, dans le systéme absolu.

Le sinus et le cosinus de I'angle o, ou de I'amplitude
de u sont les fonctions elliptiques principales. Géomé-
triquement on les peut représenter par I'ordonnée et
I'abscisse du point N situé sur la courbe (C) et dont
le rayon vecteur fait ’angle « avec 'axe des x.

4. Quant au module, Halphen le représente par
I'excentricité de la courbe (C), et dit que sa valeur
numérique est

W/
TR+6

Mais on chercherait en vain la déduction de cette
formule selon la définition citée. En effet, par I'excen-
tricité de la courbe (C) on ne peut entendre autre
chose que le rapport 3: R et ¢’est précisément le mo-
dule qu’on doit supposer renfermé dans les expres-
sions snu et cn u quand u est donné par (4). Du reste,
il est facile de ramener ces modules 1’'un a lautre.

Module = est le premier et 2 R§ le second terme dans
R R+¢
I'échelle des modules, qui sont liés entre eux par la rela-

tion connue

o

1+ k;

ki—H =

On voit donc que le module cité 'par Halphen est dé-

duit du module primitif %, qui correspond a I'excen-
tricité de la courbe (C).
Le changement du module entraine nécessairement
le changement de ’amplitude d’une maniére bien con-
Ann.de Mathémat., 3°série, t. XIV. (Janvier 1895.) 2
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nue ('). L’équation (4) peut étre écrite

- 2(R+o)
‘/x——sm %

ct elle prend, quand on change convenablement (') le
module et ’amplitude, la forme nouvelle

2
da
u = —_—,
o V1 — k2sin?a

ou k signific le module de Halphen ;ﬁ{;

Le résultat

obtenu établit 'harmonie parfaite entre le procédé de
Halphen ct celui des autres géometres.

5. Pour les arguments purement imaginaires, on peut
établir une représentation géométrique analogue.

La conjuguée imaginaire (C’) & abscisses réelles de la
courbe (C) est

2__ 4-2)2 —_ 2 ___ 42 2 — R* §2'
(z J)+W(T =y R<l+“

Cette équation se déduit de (3) en y remplacant y par
yy/—1. On peut la réduire, au moyen des fonctions

hyperboliques, a la forme

R2(R + 3)

(5) Pz= —_——>
VR2Z- 32 sh2y

en posant x =p cha, y=psha. L’équation (2) se trans-
forme aussi en (5) par la substitution de ay/—1 & «,
ct ¢’est, comme ’on sait, la maniére de trouver la con-
juguée imaginaire de la courbe réelle, quand son équa-

(*) Voir J.-A. SERRET, Cours de Calcul differentiel, etc., 1886,
L. 11, p. 245.
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tion est donnée en coordonnées polaires (!). Par les
secteurs de cette courbe, qui a le type d’une hyper-
bole, seront représentés les arguments imaginaires des
fonctions elliptiques. On a pour la mesure du double
secteur, qui est limité par le rayon vecteur tracé sous
I'angle 2, 'arc de la courbe (C') et 'axe des x,

, * (R+38)da
u =2 r—————1J
, VR2+2sh2a

Evidemment il est

Y% (R+8)da * (R+3)dia
—————_ i ———————
VR2+ 82 sh2e VR 32sh2ia

et, comme shia = isina,

13

(R +8) da ; * (R+28)da
—_— = [ ————
2 2 2 — 32 sin2
N vVR24-82shzz o VR 8% sin%a
c’est-a-dire
amiu' = lamu
et réciproquement
Zam ¢’ = amiu.
Avec 1'argument imaginaire, il faut lier le module
complémentaire. Pour la troisiéme fonction elliptique,
on a

dniu' = y/R*+ 82? sh*a = (/R2+ 62 tang?ia

__/Pﬁ—(R" )smiloc

- cosia

ou
dnu’
cnu

dniu' = ’
ta étant amu’.
Il faut se rappeler encore les relations qui existent

entre les fonctions hyperboliques et circulaires, et I'on

(*) Voir M. MaRIE, Théorie des fonctions de variables imagi-
naires, t. 1, p. 268, Paris, 1874.
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pourra aussitot écrire les équations suivantes
sn(iu, k) = sinam(iu, k) = siniam(«', k') =isham(u’, k')
= itangam(u, k') =1 z———*—LI;:::EZ: ]Ii’;’
en(iu, k) = cosam(iu, k) = cosiam(u’, k') = cham(u', &)
1
= cosam (u, &’

ou enfin
- .sn(u, k')
sn(tu,/\)-—tm;
1
u, hy= ——— .
cn(iu, k) o (w
Remarque. — L'interprétation de la dégénérescence

des fonctions elliptiques est maintenant trés facile.
Pour & = o0, la courbe (C) se réduit au cercle et la
courbe (C') & une hyperbole équilatére. Alors le mo-
dule % se réduit a zéro, et le module A" 4 I'unité.

DEMONSTRATION NOUVELLE DES EQUATIONS FONDAMENTALES
DE LA GEOMETRIE DE L'ESPACE DE COURBURE CON-
STANTE NEGATIVE;

Par M. H. KAGAN, a Saint-Pétersbourg.

La démonstration des formules trigonométriques et
de I'équation fondamentale de la Géométirie de Lobat-
cheflsky, que j’ai ’honneur de présenter, comparée aux
autres qui me sont connues, me parait avoir l'avantage
de déduire toute la théorie avec beaucoup de simpli-
cité d'un seul théoréme fondamental. Cette démonstra-
tion est fondée sur les principes suivants, qui se trouvent
énoncés et démontrés dans toute exposition de la Géo-
métrie de I'espace hyperbolique.
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1. Une droite paralléele 2 une autre fait en chaque
point, avec la perpendiculaire abaissée de ce point sur
Pautre droite du c6té du parallélisme, un angle aigu (v),
variable avec la distance (x) de ce point & 'autre pa-
ralléle. Nous allons exprimer cette dépendance par
I’équation
w = T(%) ou x=>P(w)

(selon Lobatcheffsky). Tout angle aigu peut étre consi-
déré comme un angle de parallélisme.

2. Les deux cotés BA et BC d’un angle ABC étant
paralléles aux cotés B'A’ et B'C’ d’un autre angle A’'B'(V/,
qui est placé dans un autre plan, les deux plans se cou-
pent et la droite d’intersection est paralléle aux droites
BA et B’A’ dans une direction et aux deux autres BC
et B'C’ dans la direction opposée.

3. La trajectoire orthogonale d’un systéme de pa-
ralléles, qui se trouvent dans un méme plan, est une
ligne courbe, que 'on appelle cercle limite. Elle jouit

8 | PP i J
de la propriété fondamentale que chaque axe (c’est-a-dire
I'une des paralléles qui coupent la courbe orthogona-

I q I} 8
lement), qui passe par le milieu d’une corde, est per-
y quip P s P
pendiculaire a cette droite ct divise aussi I'arc en
parties égales. La longueur d’un arc limite est parfai-
tement définie par sa corde.

4. La trajectoire orthogonale d’un systéme de paral-
léles dans ’espace est une surface courbe, nommée
sphére limite, qui peut &tre produite par la révolution
du cercle limite autour d’un de ses axes. L'intersection
de cette surface avec un plan, qui contient un axe, est
un cercle limite, avec tout autre plan, un cercle.

5. La Géométrie de la sphére limite est celle d’Eu-
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clide. Les lignes géodésiques de cette surface sont des
cercles limites.
Nous allons maintenant démontrer le théoréme fon-
damental dont nous avons fait mention ci-dessus.
Soient AA’ et BB’ (fig. 1) deux axes d'une sphére

Iy

r

E

limite et AB un arc d'un cercle limite, qui est posé sur
cette surface. Par le point B, menons un plan perpendi-
culaire a la droite AA’. Le cercle d’intersection de ce
plan avec la sphére limite donnée peut étre considéré
comme un cercle plan, dont le centre est en E, ou bien
comme un cercle géodésique, dont le rayon est BA et
le centre se trouve en A. Menons la tangente rectiligne
ace cercle BG et la tangente géodésique BC. Toutes les
deux se trouvent dans le méme plan, qui contient
I’axe BB' et qui est perpendiculaire au plan des axes AA’
et BB'. Soit EF paralléle a BG. L'intersection de la sur-
face avec le plan FEA’ est un cercle limite AC. Nous
allons démontrer que les arcs AC et BC se coupent en
un point C et que la longueur de 'arc BC est con-
stante, ¢’est-a-dire qu’elle ne dépend pas de la lon-
gueur AB.

En effet, comme EF || BG et EA’]| BB, les plans B'BG
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et AEF se coupent (voir u° 2) et la droite d’intersec-
tion CC’ est paralléle a BB’ et 4 BG. Le point C, ou
P’axe CC’ rencontre la surface, appartient aux deux cer-
cles limites AC et BC. En outre, la perpendiculaire,
abaissée de B sur ia droite CC/, divise I’angle droit BBG
par moitié. Donc (voir n° 1)
<GBD =45 et BD = d(45)

Si nous prolongeons la droite BD jusqu’a la seconde
rencontre avec le cercle limite en E, la corde BE'= 2BD
aura une longueur constante; donc, I'arc BC =3 BE' a
aussi une longueur constante, que nous désignons par
L (voir n° 3). Le triangle géodésique ABC étant rectan-
gle, on trouve, selon le n° 5,

AB = lcotA.

Or, l'angle géodésique A a la méme mesure que
Vangle rectiligne BEF. D’autre part, BG étant perpen-
diculaire 4 BE, << BEF = I1 (BE). Donc, désignant la
longueur de ’arc AB par s et le rayon BE par p, on
trouve
H s={dcotll(p).
Cette équation détermine la longueur d'un arc de
cercle limite en fonction de la perpendiculaire abaissée
d’une extrémité de cet arc sur I’axe qui passe par I'autre
extrémité.

En posant encore arc BAH =25 =5 et BH =), on
trouve I’équation .

(11 3:‘zlcotll<£>,

qui constitue la dépendance entre la longueur d'un are
limite (o) et la corde ().

Pour développer la trigonométric plane de ces for-
mules, considérons un triangle rectangle ( fig. 2) ABC,
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dont I'hypoténuse soit désignée par c, et les calhétes
par @ et b. Prolongeons AC 4 une distance CD = AC et
menons la droite BD. Prenons ensuite la perpendicu-
laire EB au plan du triangle pour axe et construisons la

Fig. 2.

sphére limite qui passe par le point A. Le point D se
trouvera aussi sur cette surface, parce que la révolution
autour de 'axe EB y améne le point A.

Soit E le point de rencontre de la surface avec
Paxe EB. Le triangle géodésique AED étant équilatére,
I’arc limite EF, qui passe par le milieu I' de AD, fait
un angle droit avec AF. Donc

AF = AEsing,

¢ désignant 'angle géodésique AEF dont la mesure est

3

égale a celle de ’angle rectiligne ABC.
Or, selon les équations (I) et (II),

AE =T7cotlli(¢), AF =JAD="{7cotll(b);
donc

(1) cotll (&) = cotll(c)sinB,
et, par analogie,
(IV) cotll(a) = cotll(c)sinA.

Pour trouver la troisiéme équation, construisons de
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nouveau une sphére limite, mais qui passe maintenant
par le sommet C ( fig. 3) de 'angle droit; pour axe

Fig. 3.

.

nous conservons la perpendiculaire BB’ au plan du
triangle. Le triangle géodésique DEC est rectangle, parce
que le plan ACC/, contenant la droite AC, est perpen-
diculaire au plan C'CB; donc
DC = CE tangE.
Mais, 'angle géodésique E ayant la méme mesure que
I'angle rectiligne B, 'équation précédente devient, selon
la formule (1),
cotll( p)= cotll(a) tangB,
ot p signifiela perpendiculaire CI abaissée du sommet C
sur la paralléele AA’. Or, I'angle A’AC étant égal a
1 (4), I'équation (III), appliquée au triangle ACD, nous
donne
cotll( p) =coslI(4),
et, aprés la substitution a ’équation précédente,

(V) cosli(b) = cotll(a)tangB.

Les trois équations (II), (IV) et (V) déterminent
toute la trigonométrie rectiligne. Pour en déduire
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toutes les dix équations du triangle rectangle, il ne faut
qu'un procédé analytique d’élimination, que nous lais-
sons au lecteur. Nous ne ferons mention que d’une seule
équation, dont nous aurons besoin :

(VI) cosIl(a) = cosIl(c) cos B.

On P'obtient trés facilement en éliminant I'angle T1(4)
entre les équations (V) et (III).

Pour passer au triangle obliquangle, menons la hau-
teur BD =/ du triangle ABC ( fig. 4). Selon I’équation
(I11), nous tirons des triangles rectangles ABD et CBD

cotTI(/) = cotll(c)sinA,
cotll(h) = cotll(a)sinC.

En éliminant cotII(%) entre ces équations, mnous
trouvons

cotll(a)  cotll(e) cotTl(b)
l ry 1 —1 r .
(VIn sin A sinG sinB
Fig. 4.
B
| \
A x D&z C

La troisiéme partie de cette équation est adjointe par
analogie bien légitime.

En désignant le segment AD par x, nous tirons des
mémes triangles rectangles (VI)

{ cosIl(x) = cosTl(c) cosA,

(VIHI) | cosTl (b — z) = cosIl(a) cosC.

Pour trouver la troisiéme relation entre les angles et
les cotés d’'un triangle obliquangle, il ne faut qu’élimi-
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ner z entre les équations (VIII). Mais cette élimina-
tion n’est pas si simple, parce que ce n’est plus I'angle
II(x) qui est & éliminer, mais la variable x elle-méme.
La réalisation de cette élimination exige une transfor-
mation de la fonction cosII(4— x). Cette transforma-
tion fourait aussi I'expression analytique de la fonction
M(x).

Pour effectuer la transformation dont il s’agit, con-
sidérons un cercle limite et menons par le milieu H
(fig. 5) d’une corde AC, ainsi que par les points E et E'
-arbitrairement choisis sur cette corde et sur son prolon-
gement, les axes Bb, Dd; D'd'.

Comme nous voyons

(%) arcAC = arcAD +arc DC,

Fig. 5.

AL ct CK étant perpendiculaires 4 Dd, I'équation (1)

nous donne
arcAD = [ cotII(AL), arc DC = [ cotII(CK).

Désignons la demi-corde KC par x et le segment HE
par y. Il est évident que I'angle HEL est égal a I1( y);
donc, selon 1'équation (II1), les triangles rectangles ALE
et CKE nous donnent

cotII(AL) = cotll(z + y) sinll( ),
cotlI(CK) = cotll(z — y)sinll(y).
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Comme, selon I’équation (II),
AC=alcotll(2),

P'équation (2), aprés la substitution des valeurs trouvées,
devient

(8) g acotll(z) = [cotll(z +y) + cotll(z — y)] sinll(y),
. [z5r]

D’autre part,

(o) arc AC = arc AD'—arcCD'.

Désignons maintenant HC par y et HE' par x. L’angle
CE'DY étant égal a II(z), nous transformons I'équa-
tion («’) par un procédé parfaitement analogue en

. | 2cotll(y) = [cotll(x + y) — cotU(z — y)]sin (=),
| 251,
Comme les quantités x et y dans les équations () et
(f) ne sont soumises qu’a la seule condition x S y, nous
pourrons leur attribuer la méme valeur dans les deux
équations, ce qui nous donne par élimination les for-
mules bien connues

cosll(v) 4+ cosll(x)
sinll(y ) sinll (z)

cosIi(x)— cosTI( y)
sinll( y) sinll(2)

cotll(z + y) =

cotll(z —y) =

d’ol nous trouvons sans peine

coslI(z) + cosII( y)
1+ cosll(x) cosII(y)’
cosII(z) — cosII( y)
1—cosll(z) cosl](y)’

€9 cosll(z +y) =

(3) cosli(z — y) =

sans ambiguité, parce que toutes les quantités qui y
figurent sont positives.

En éliminant cosII(x) des équations (VIII) au moyen
de 1'équation (3), nous trouvons la troisiéme équation



(29)

trigonométrique du triangle obliquangle

cosll(b)[1+cosli(a)cosl(c)cosA cosC]
= cosll(a) cos C + cosII(c) cosA.

En outre, I’équation (y) nous donne

1+cosll(z~+y)  1+4cosll(z) 1+ cosll(y)
t—cosTl(z—y) 1—cosll(x) x—cos[](y)’

ou bien
(IX) cotill(z+ y) = cot1l(x) cot1 M( y).

Comme la seule fonction qui satisfait a I'équation
fonctionnelle
e(z+y)=¢(@)e(y),

x et y étant parfaitement arbitraires, est o(x)= a7,
nous trouvons

cotill(z) = ek.

>3

C'est I'équation fondamentale de la Géométrie de Lo-
batcheffsky. Pour compléter la théorie, il ne reste qu’a
déterminer la constante k.

Soient AEB ( fig. 6) un arcde cercle, C son centre, C/

Fig. 6.

c’

son centre géodésique sur la sphére limite a laquelle il
appartient. Le triangle rectiligne ACB et le triangle
géodésique AC'B sont équilatéres. D et F étant les
milieux de ’arc ADB et de la corde AB, nous désignons
AF par ), AD par 5. Soient r le rayon plan AC du cercle,
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o le rayon géodésique AC/'. 11 est évident que
w w
= i —_— = l i -
s =psin_ cotH(r)st,
cotTl () = cotTI(r)sin g s

o désignant la mesure commune des angles AC'B et
ACB. Si cet angle devient infiniment petit, la corde 2
le devient aussi et le rapport

A
ek_ e K
cotl(A): A = )
tend vers /'—c Donc
26 e
lim i?t :-l—c (w:O)

Or, cette limite est égale a 1; donc k=, et
x
cotil (=) = e¥,
2/ désignant la longueur d’un arc limite dont les axes
extrémes font des angles de 45° avec sa corde.
Remarquons encore que la formule (1) détermine bien
simplement la longueur de la circonférence de cercle.
En cffet, ¢ étant son rayon géodésique et r son rayon

plan,

C=a2mp=2nlcotll(r).

SUR LE THEOREME DE CARNOT:
- Par M. AnprE CAZAMIAN.

I. — SuR LE THEOREME CORRELATIF DE cELUI DE CARrnoOT.

Nous partirons de la proposition suivante :

(A) Considérons sur chaque coté d’un polygone
ABC.. .HKL un méme nombre de points a,3, v, ..., k;
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2y By e N5 o5 %y By Yuy - - oy M liés par la rela-
tion segmentaire :

AaAB  AMBa BE BN LunLlBy Ll _
Ba BB Bl Coa CB' " CN " Aa, AB, TAX,

que nous appellerons relation de Carnot.

Prenons la figure polaire réciproque relativement a
un cercle de ce polygone et des points situés sur ses
cotés. Nous obtenons ainsi un nouveau polygone
A, B,C,...H KL, et des droites issues en nombre
égal de chaque sommet de ce nouveau polygone, et cor-
respondant aux points a, 3, ..., o/, §/, .... Ces droites
rencontrent chaque coté du polygone ne passant pas par
le sommet d’ou elles sont issues en un certain nombre
de points.

Entre tous les points ainsi obtenus et les sommets du
polygone il existe une relation de Carnot.

Remarquons d’abord que, si 'on joint un point O a

tous les sommets d’un polygone ABCDEF, on a la rela-
tion

( sin OAB sinOBC . sinOFA

2 smOBA sinOCB ~~ SmOAF — "

On a en effet

sinOAB _ OB sinOBC _ OC
sinOBA ~— OA’ sinOCB — OB’
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En muliipliant membre 4 membre, le second membre
devient égal a I'unité.
En particulier, si I’on joint un sommet A du polygone
i tous les autres sommets, on a

- sinABC sinACD sin AEF _
2) SinACB sinADC ' sinAFE

Joignons maintenantle point O 4 un certain nombre 2 de
points a, 8,7, ..., Asitués sur le coté AB. On peut écrire

sinAOu« sin BOa

Aa:Oam, Bazoam

donc
f\_a sinOBA sinAQa

sin OAB sinBOa

Fig. 2.

On aura, par suite,

Az AB A
BB B
3) sin OBA\” sinAOa sinAOB sinAOA
=(sinOAB> sinBOa sinBOB ~ " sinBOX

En joignant de méme le point O a n points o, @, ...,
N5 eeus ons Bay -5, Ag pris sur chaque coté du polygone,
onaura
A«AB  AXBo Bf  La, LB, L),

Ba B T BACa CF " Aan AP, AR,
sin OAB sinOBC sin OLA\ »
(sinOBA sinOCB sinOAL)
sinAOa sinAOB sinBO2' sinBO @' sinLOR,
> SnBOz snBOB ~ sinCO4 sinCOF ~ sinAOX,
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La premiére partie du second membre est égale a l'unité

d’aprés (2). Donc, si les points considérés sont liés par

une relation de Carnot, le premier membre étant égal a

I'unité, il en est de méme, alors, de la seconde partie du
second membre, et ’on a la relation

‘ sinAOa sinAOf sinAOX sinBO«'

sinBOa sinBO8 ~ sinBOX sinGOa
(4 sinBOX  sinLOx,  sinLOX, _

X Gmcow T sinAOua,  sinAOX,

I.

Prenons maintenant la polaire réciproque du poly-
gone P et des points situés sur ses cOtés par rapport a
un cercle de centre O. Au coté ABcorrespond le point A,
et aux points 2, 3, ..., A situés sur AB, des droites A
issues de A,. Appelons «,, 8, ..., 4, les points ou ces
droites rencontrent le coté B, C, du polygone P'. On a
[relation (3)]

Byay % Bl_)\l

Ciay Ctﬁ: Cihy
_ (sinA,B,C,)” s?nC,A,a, s?nC,A,ﬁ, sinC,Ai)\,‘
\sinA; G, B, sinBjAja; sinByA; sinByAj A,

-

Appelant de méme oy, Bayovny has oo %y Bay oony Ma
les points ou les droites A rencontrent les cotés G, Dy, ...,
KL, du polygone, on a

Ciay C:§2 Cids
Dy, Dlpz Do
_ sinA,C,D,)'l sinDyAya, sinDyA B, sinD A2
SinAll)[C] sinC,A112 sinUlA, {32 sinClAﬂ\
................................................... cersy

Kia, K;Br Kihn _ /sinAK, L,)'L sinLyAya,

sinA; L K, sinL; Ay,

cete

Lya, Ll?n o Ly, -

Multiplions membre 4 membre, la premiére partie
du second membre est égale a I'unité [d’aprés la rela-
tion (2)]; dans la seconde partie, les angles tels que
C,A,a, et C, A, a, étant les mémes, il reste finalement

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIV. (Janvier 18g5.) 3 -



(34)

la relation

Bia;  Bik Gy Cide Ky Kidn
Cyay Cihy Dy, Dids Lya,  Lik,
sinL.A1a, SinL1A1 Bi Sil’)LjA,)\l
SinBIA,a, SiﬂBiAipi o sinBlA,)\l.

Ainsi, en formant pour les points d’intersection avec
les cotés du polygone P’ des droites A issues de A, le
produit que représentc le premier membre, ce produit
est égal au produit des rapports des sinus des angles
que chaque droite A fait avec les cotés du polygone issus
du sommet A, d’ou elles partent; de méme, en formant
pour les droites A" issues de B, le produit analogue; ce
produit sera égal au produit des rapports des sinus des
angles que chaque droite A’ fait avec les cotés By A, et
B, G, etc.

En multipliant membre 4 membre toutes les égalités
ainsi obtenues, dans le premier membre on obtiendra
le produit des rapports des distances de tous les points
d’intersection sur chaque coté aux deux sommets du
polygone limitant ce c6té; quant au second membre, il
sera égal (en valeur absolue) & 'unité d’aprés la rela-
tion (4), car I'angle L, A e par exemple est égal (ou
supplémentaire) a Pangle AOu, dans le premier poly-
gone, les cotés de ces deux angles étant perpendiculaires.

Donc la proposition se trouve démontrée.

Conséquences du théoreme préceédent. — 'I'rois points
étant pris en ligne droite sur les cotés d’un triangle, il
existe entre ces points une relation de Carnot(théoréme
de Ménélaiis).

Transformons par polaires réciproques et appliquons
le théoréme (A ). On voit que trois droites concourantes,
issues des trois sommets d’un triangle, rencontrent les
cotés opposés en trois points entre lesquels existe une
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relation de Carnot. C’est le théoréme de Jean de Céva.

Plus généralement, les six points d’intersection d’une
conique et des cotés d'un triangle sont liés par une rela-
tionde Carnot. Corrélativement, d’apreés le théoréme(A),
si I'on méne par les sommets d’un triangle les tangentes
a une conique, elles rencontrent les cotés du triangle en
six points liés par une relation de Carnot.

Plus généralement encore, on est conduit, dans le
cas d’un polygone quelconque et d'une courbe algé-
brique quelconque, a un théoréme énoncé et démontré
algébriquement par M. L. Ravier ( Nouvelles Annales,
aotl 1892) et relatif aux poiuts d’intersection avec les
cotés d’un polygone des tangentes menées par chaque
sommet a unc courbe algébrique. Ces points sont liés
par une relation de Carnot.

On sait que, dans le cas d'une conique et d’un triangle,
la réciproque du théoréme de Carnot est vraie. La réci-
proque de son corrélatif I’est également, de sorte que
Pon peut énoncer la proposition suivante :

Six points étant pris sur les cétés d’un triangle, deux
sur chaque cété, et liés par une relation de Carnot :

1° Ces six points sont sur une méme conigue;

2° Les droites joignant chaque sommet du triangle
auzx deux points situés sur le coté opposé touchent une
méme conique.

En d’autres termes, les points d’intersection avec
chaque coté d’un triangle des tangentes menées par
chaque sommet a une conique.sont sur une méme co-
nique, et inversement les droites joignant chaque som-
met aux points d’intersection d'une conique avec les
cOLés touchent une méme conique.

Cas particuliers :

En joignant les points d’intersection de deux trans-
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versales avec les cotés d’un triangle aux sommets, on
obtient six droites tangentes & une méme conique.

En joignant chaque sommet d’un triangle & deux
points du plan, les droites ainsi obtenues rencontrent
les cotés du triangle en six points situés sur une
méme conique.

Cette derniére proposition, bien connue, est due
a Steiner.

II. — APpPLICATIONS (TRIANGLES HOMOLOGIQUES).

(B) Tutorkme. — Lorsque deux triangles sont ho-
mologiques :

1° Les points ot chague c6té de U'un sont rencontrés
par les deux cotés non correspondants de I’ autre sont
sur une méme conique;

2° Les droites joignant chaque sommet de I'un aux
deux sommets non correspondants de [’autre touchent
une méme conique;

30 Les droites joignant chaque sommet de 'un aux
points ol le coté opposé & ce sommet rencontre les
deux cotés non correspondants de ’autre touchent une
méme conique;

4° Les points d’intersection de chaque cété de l'un
avec les droites joignant le sommet opposé a ce cole
aux deux sommets non correspondants de l’autre sont
sur une méme conique.

Soient ABC, abc deux triangles homologiques. Les
sommets correspondants (A, e), (B,bd), (C,c) sont
situés sur trois droites concourantes et les cotés cor-
respondants (AB, ab), (AC, ac), (BC, b¢) se rencon-
trent en trois points situés sur une méme droite 1FJ.

Ces six points H, K, L, G, D, E ou chaque c6té d'un

lriangle-cst renconlré par les cOlés non correspondants
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de I’autre sont sur une méme conique. En effet, le théo-
réme de Ménélaiis appliqué au triangle ABC coupé par

Fig. 3.

les transversales bc, ac, ab, IFJ, donne successivement

les relations

AD x BF x CG = AG x CF x BD,
AE x BH x CI = AI x CH x BE,
AJ =< BK x CL = AL x CK x BJ,
Al x BJ < CF =AJ x BF x CI.

Multiplions membre 4 membre ces quatre relations,
il vient, aprés simplifications,
0 AD x AE x BH < BK x CL x CG

=AG x AL x CK x CH x BE x BD.

1° Donc (réciproque du théoréme de Carnot) les
points H, K, L, G, D, E sont sur une méme conique.

2° Transformons par dualité : &4 deux triangles ho-
mologiques correspondent deux triangles homologiques;
on obtient la proposition énoncée.
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3° La troisiéme partie résulte de la relation (1) et
de la réciproque du théoréme corrélatif de celui de
Carnot.

4° La quatriéme partie s’obtient en appliquant a la
troisieme le principe de dualité.

Recreroques. — 1° Une conique quelcongue coupant
les cotés d’un triangle en six points, si I’on numé-
rote ces points en partant d’un sommet du ll'z’angle
1,2,3,4,5,6, lesdroites 23, 45,61 forment un trian-
gle homologique du triangle donné.

En eflet, en appliquant le théoréme de Carnot, on a
la relation
AD x AE x BH x Bk x CL < CG
=AG x AL x CK x CH x BE x BD,

et, en appliquant le théoréme de Ménélaiis au trian-
gle ABC coupé par les wransversales be, ac, ab,

AD x BF x GG = AG x< CF x BD,
AE < BH < CI = Al = CH x BE,
AJ =< BK x CL = AL x CK x BJ.
Multipliant membre 4 membre les trois derniéres
relations et tenant compte de la premiére, il vient

Douc (réciproque du théoreme de Ménélaiis) les trois
points I, I, J sont en ligne droite et les deux triangles
ABG, abc sont homologiques.

2° Si par les' sommets d’un triangle on méne les
tangentes & une conique quelconque, et si I’on numeé-
rote successivement ces tangentes a partir d un som-
met1,2,3,4,5,6,les points de rencontre des tangentes
(2, 3), (4,5), (6, 1) forment un triangle homologique
du premier.
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Ce théoréme est corrélatif du précédent.

On peut encore énoncer ainsi les deux réciproques
précédentes :

I. Lorsqu’un hexagone est inscrit dans une conique,
si 'on numérote successivement les cotés 1, 2, 3, 4,
5, 6, les cotés (1,3,5) et (2,4, 6) forment deux trian-
gles homologiques ().

Donc :

1° Les points de rencontre des cotés (1 el 4), (2 et5),
(3 et 6)sont en ligne droite (théoréme de Pascal);

2° Les droites joignant les points (1, 3) (2) et (4, 6);
(2,4) et (5,1);(3,5) et (6, 2) sont concourantes.

Fig. 4.

Corollaires. — Les droites joignant le sommet (1, 3)
aux points (2, 4) et (2, 6) et les droites analogues
(droites joignantchaque sommet d’un triangle aux som-

(*) 11 nous parait préférable d’énoncer ainsi le théoréme de
Pascal, car cet énoncé implique, outre la propriété si connue de
I’hexagone inscrit, d’autres propriétés intéressantes.

(*) On a appelé point (1,3) le point situé a Vintersection des
cotés numérotés 1 et 3.
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mets non correspondants de l'autre) touchent une

méme conique.
Fig. 5.

4

On obtiendra deux autres corollaires en appliquant
les deux derniéres parties du théoréme fondamental (B).

II. Lorsqu’un hexagone est circonscrit 4 une conique,
si 'on numérote successivement les sommets 1, 2, 3,
4y 5, 6, en joignant les sommets (1, 3, 5) et (2, 4, 6),
on forme deux triangles homologiques.

Donc :

1° Les droites joignant les sommets correspondants
(tetq), (2 et 5), (3 et 6)sont concourantes (théoréme
de Brianchon). -

2° Les points de rencontre des cotés correspondants
(1, 3) et (4,6); (2,4) et (5,1);(3,5) e (6,2) sont
en ligne droite.

En appliquant le théoréme (B), on obtiendra trois
autres propriétés intéressantes de la figure.
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THEOREMES SUR LES TRANSVERSALES;

Par M. LE pPROFESSEUR Francesco FERRARI.

M. L. Ravier démontra ( Nouvelles Annales de Ma-
thématiques, t. XI, 3° série) un théoréme analogue a
un théoréme de Carnol et qui est une généralisation
du théoréme de Ceva. Ce théoréme, si un point d’un
cOté d’'un polygone A A, ... A, signific un point de la
droite a laquelle appartient le coté, et si le rapport dans
lequel un point M divise un coté A;Agyy du polygone

- ifie To U vositif oasif AM _—
signifie le rappor POSlll ou negau ﬁ_A—:i, peul etre

énoncé ainsi :

I. &, par tout sommet d’un polygone plan, on méne
toutes les tangentes a une courbe algébrique de son
plan, leurs points d’intersection avec les cétés du po-
lygone non adjacents a ce sommet divisent ces cotés

dans des rapports dont le produit est +1.

Sur cet intéressant argument, je veux faire remarquer
les autres théorémes suivants :

Il. i, par tout sommet d’un polygone plan de n cé-
tés, on mene m droites dont les points d’intersection
avec les cotés non adjacents & ce sommet divisent ces
cotés dans des rapporis dont le produit est 41 et
mn—1 deces droites sont tangentes & une méme courbe
de mni¢me classe, la mni¢™e droite sera aussi tangente
a la méme courbe.

En effet, si la mni»® droite (soit A, T,) n’était pas
tangente a la courbe, la mi®® tangente a la courbe pas-
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sant par A, serait une autre droite A, T’, et en appelant
respectivement p,, p’ les produits des rapports dans
lesquels les cotés du polygone non adjacents a A, sont
divisés par leurs points d’intersection avec les droites
A, T,, A, T, devrait ¢étre, a cause de I’hypothése et du
théoréme I, p, = p'. Mais si M, N sont respectivement
les points o les A, Ty, A, T'coupent la diagonale A, A,
le polygonc Ay Ay ... A, coupé par A\ T,, A, T' donne

AM . AN
]’tm—(—‘)" ) PNAQ—(—I)‘ )

el de la il s’ensuivrait que

AM AN
MA,  NA,'
ce (qui est absurde.
Par
nm =1 | m=2
n =3 [ n =3 ’

on obtient les deux propriétés :

1. Si trois points divisent les cotes d’'un triangle
dans des rapports dont le produit est +1, les droites
qui les joignent aux sommets opposés passent par un
méme point (situé au fini ou a infini).

2. 8i sur les cotés d’un triangle sont situés six
points (deux sur chacun), qui divisent ces cités dans
des rapports dont le produit est +1, les droites qui
les joignent aux sommets opposés sont tangentes &
une méme conique.

IIL. 8., par-les sommets d’un polygone plan d’un
nombre impair de cétés, on méne toutes les tangentes
a une courbe algébriyue de son plan, leurs points
d’intersection avec les cités respectivement opposés
divisent ces cotes dans des rapports dont le produit
est 4.
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Réciproquement : 8% sur tout cété d'un polygone
plan d’unnombre impair n de cités, existent m points
qui divisent ces cotés dans des rapports dont le pro-
duit est 41, et mn — v des droites, qui les joignent
aux sommels respectivement opposes, sonl tangentes &
une méme courbe de mitme classe, la mni¢me droite
sera ausst tangente & la méme courbe.

1V. Si, par tout sommet (A,) d’un polygone plan
A A, ... A,, on méne toutes les tangentes & une courbe
algébrique de son plan a rencontrer deux cétés quel-
conques équidistants de ce sommet (AgAc y, Ap_gpy,
An_sy0), ensuite par le sommet successif (A,) les tan-
gentes & la méme courbe a rencontrer les deux cotés
successifs auzx précédents (Ag yAgpoy Anu_sioyAn_sps), €t
ainst de suite par chacun des autres sommets, tous ces
points d’intersection divisent les cdtés du polygone
dans des rapports dont le produit est 1.

Ces deux théorémes III, IV se démontrent i 'aide des
formules mémes établies par M. Ravier.

V. 8i, partout cété d’un polygone gauche, on méne
tous les plans tangents & une surface algébrique, leurs
points d’intersection avec les cétes du polygone non
adjacents & ce coté divisent ces cotés dans des rapports
dont le produit est + 1.

Réciproquement : Si, par tout cété d’un polygone
gauche de n cétés, passent m plans, dont les points
d’intersection avec les cétés non adjacents & ce cote
divisent ces cités dans des rapports dont le produit est
—+1, et mn —1 de ces plans sont tangents & la méme
surface de classe m, le mniém¢ plan sera aussi tangent
@ la méme surpace.
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Le théoréme direct peut étre démontré suivant un
procédé analogue a celui de M. Ravier par le théorémel.

Soit, en effet,

S(u, o, w,w)y=0

I'équation en coordonnées de plans de la surface de
classe m. La condition, pour qu'un plan passant par
trois points (X, ¥i, 24, 1), (L2, ¥z, 22, t2), (¥, ', 2, )
soit tangent a la surface, sera

! \

Y1 Bt xy 31 ty |
Y2 B2 ly |, —| Ty 32 U }7
o ) P
w s AL S
ry Y1 4O ST ST
ry Y2 by |, —| Ty Y2 5 k
oyt z y 3

Si &', y', 5/, t' sont variables, la (1) représente le
faisccau de plans tangents 4 la surface et passant
par la droite (xy, ...) (s, ...). Si (2ry ¥ry 2y 1r),
(@5, sy sy ts) sont deux points quelconques, en met-
tant dans la (1)

Tp4 AZs, Yr+ANYs, Zp+ hEg, o+ Mg

au lieu de &', y/, 2/, ¢/, on a une équation de m*™ degré
en )., dout les solutions sont les m rapports dans les-
quels le segment (x,, ...) (x5, ...) vient d’étre divisé
par les plans du faisceau. Le produit de ces rapports,
cn désignant par f, ., et fi s ce que devient le pre-
mier membre de la (1) si, au lieude &', 5/, 2', ¢, on met
Zry ¥ry Ery Ly OU Xy Y5y 35y L, sera dela égal a

Srar,

1,2,s

(—1)m

Si les sommets d’un polygone gauche AjA, ... A,
sont (&, YiyZ15ti )y (Zay...)s oovy (Eny -..), le produit P
de tous les rapports, dont on parle dans I'énoncé du
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théoréme, sera de la donné par la formule

P = (_ l)"‘ f1,2,3 (_ l)”‘ fi,z.b .. (___ l)’" fl‘z,n—i

1,2, 12 J1,2,n
> (__ m ‘f:2‘3"* (—1)mn fl.?‘_r: e (—1)m M
2,3,5 2,3, Jasn
> (— ,)mfiﬁ’: (—1)m Sas N Gl L .'f::f’b_‘i_
J3.4,6 3,47 3,5,2
Xoeeeoeooosasosesonansssanas

Lmt2 cei(—=1)m _fﬂﬁj
n,1,3 n,1,k fn,l,n—-i
ﬁ( ,)mn(n—s) fl.‘z,s f‘z.a.g fa‘k,s . f't.l,i .
Sion fas1 Saue Snan—1 ’
et puisque n(n — 3) est nombre pair, et

f1,2,3: f2,3,1, ceey

P=-1.

on a

La réciproque sc démontre comme le théoréme 1I.
De la, ayant égard aux théorémes de Carnot, déri-
vent les corollaires :

1. Les p]an's, qui passent par les cotés d’un quadrila-
tére gauche et par un méme point, rencontrent les
cOlés opposés en points situés dans un méme plan;
réciproguement, si quatre poinls sont les intersections
d’un plan avee un quadrilatére gauche, les plans pas-
sant par chacun d’eux ct par les cotés opposés passent
par un ménie point.

2. Si par tout coté d’un pentagone gauche et par un
méme point passe un plan, les points d'intersection de
ces plans avec les cotés du pentagone non adjacents a
ce cOLé sont situés sur une méme surface de second ordre.

3. Si, par tout coté d'un pentagone gauche passent
deux plans qui coupent les c6tés non adjacents en points
qui divisent ces colés dans des rapports dont le produit
est + 1, les dix plans sont tangents i la méme surface
de deuxiéme classe.
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4. Si, par les cotés d’un quadrilatére gauche, passent
les plans tangents a une surface de deuxiéme classe, et
si quatre de leurs points d’intersection avec les cotés
non adjacents sont les points d’intersection d’un plan
avec les cotés du quadrilatére, les autres quatre sont
situés aussi dans un méme plan; ou, si quatre de ces
plans (deux quelconques ne passant pas par le méme
cOlé) passent par un méme point, les autres passent
aussit par un ll]élll(? ])Oil][.

5. Si, parles cotés d’un pentagone gauche passent les
plans tangents & une méme surface de deuxiéme classe,
etsidix de leurs points d’intersection avec les cotés non
adjacents sont les points d’intersection d’'une surface de
sccond ordre avec les cotés du pentagone, les autres dix
sont aussi situés sur une méme surface de second ordre.

Si la surface du théoréme V est de deuxiéme classe,
ct le polygone a les cotés tangents a la surface méme,
les deux plans tangents qui passent par toat coté coin-
cident, et le produit des rapports, cte., pourra étre +1
ou—1. Pourn-z4,n=>5, onadonc:

6. Les planstangents a une méme surface de deuxiéme
classe, qui passent par les cotés d’un quadrilatére gauche
circonscrit a elle-méme, coupent les cotés opposés en
(quatre points, qui sont dans le méme plan ou tels que
trois quelconques d’eux et le conjugué harmonique de
l'autre, par rapport aux sommets du coté sur lequel il
est situd, sont dans le méme plan.

7. Les plans tangents a une méme surface de
deuxi¢me classe, qui passent par les cotés d’un pentagone
gauche circonscrit a elle-méme, coupent les cotés non
adjacents en dix points, qui sont situés sur une méme
surface de second ordre ou tels que neuf quelconques
d’eux etle conjugué harmonique de 'autre. par rapport
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aux sommets du coté sur lequel il est situé, sont sur
une méme surface de second ordre.

Le polygone du théoréme V direct peut étre aussi
plan; s’il est plan, le théoréme devient le suivant :

8. Dans un polygone plan, les points d’intersection
de tout c6té avec les cités non adjacents a lui divisent
ces cotés dans des rapports dont le produit est 1.

VI. St A\A,... A, estun polygone plan, en faisant
AAgy = ay (s=1,2,...,n; n+1=1),

et désignant par t/,t/, ..., t™ les m tangentes con-
duites par Ag & une courbe de clusse m, on ala rela-
tion '

s=n
(2‘) Sln(a& * tfH—( ) 5'"(“.9 . [.c”.\«.j ) Siﬂ( (223 t}i’_‘l)
I l sIn(8gyy . yry) SID(ES . Asaer) sin( ¢, ageq)

s=1

En effet, si t,,, est une droite passant par un sommet
’ + P I
A;., du polygone et M le point ou £;,, coupe la diago-
+ polyg P ) + P 8
nale A;Ag.s, le produit des rapports, dans lesquels les
points d’intersection det;,, avee les cotés non adjacents
a Agy, divisent ces cotés, est

AcraM
MA,
ct pour cela
Aoy SIN( Aoy tory)
as  sin(lgpy.as)’

et donc le produit de tous les rapports analogues corres-
pondant aux mn tangentes Z;, Ly, ..., t{"’ est égal a
I'inverse du premier membre de la (2).

p

VII. Si AjA,...A, est un polygone gauche, et si

Uon désigne par as le cité

AsA (s=1,2,...,0; n+1=1; n+ 2= 2),
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. . N ’
par p; le triangle AcAcy Agyo ou son plan, et par t/,
1], ooy les m plans tangents conduils par a; & une

surface de classe m, on a les relations

s=n . , . , . ,
[[ sm(ac. tio))  sin(as.tiy) sin(as. ti) —
... 0 7 y bt Al

SIN( Loy - Wspg) SIN( Ly . Qra) sin( £ . asya)

s=1

Sf?l . ' . . ” . ( t{'n)

l[ Sin(pe.tey) sin(pe.tiey) sin(py . t {3 ——
SIN( g por) Sin(Ly . Pset) sin( ¢ . ps+1)

s=1

En effet, si #,,, est un plan passant par asy, et M le
point ou 7o, coupe la diagonale A;A; s, le produit des
rapports dans lesquels les points d’intersection de #;y,
avee les cotés non adjacents a agy, divisent ces colés est

dgal A

by

Mais on a
AsraM agio sin(@si0. f-“”,)

MA, ~ Ta, sin(feei.ag)
el aussi

i\*' M téraddre A gz Agra Ay M _ P Sin( Pyry. torr) )
MA;  tétracdre MAg Agg Ay — ps sin(Lerrops)

et pour cela le produit de tous les rapports corres-
pondant & tous les plans tangents, comme au théo-
réme 'V, est égal soit a I'inverse du premier membre

N

de la (3), soit @ I'inverse du premier membre de la (4).

VIIL. Jobserverai encore que 'on peut formuler des
théorémes analogues aux théorémes 1, 11, I, IV, VI et
relativement au polygone sphérique, et relativement au
polygone gauche, par les sommets duquel passent les
plans tangents 2 une surface algébrique et paralléles a
une méme droite PQ. Ces théorémes se démontrent en
ayant recours, dans le premier cas, a la projection de
la figure du centre de la sphére sur un plan, dans le
second cas, ala pl‘opcllon sur un plan parallélement a

la droite PQ.
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SUR UN PROBLEME DE GEOMETRIE PLANE (*)
Par M. Romuarp BLAZEIEVSKI.

Nous avons les équations de trois hyperboles
myzrsys = u

mx, Yy = u, Moy ¥y = U,
dont les coordonnées sont liées par la relation

. y(rx—1)=2(1—2x).
Le paramétre u dépend de V'inconnue D, diamétre du
cercle inscrit dans le triangle, dont les bissectrices w,,
w,, wy sont données. En effet, nous avons posé

1T
u = 1278,
D

Pour fixer les idées, nous avons supposé que x,, xs, X3

[}
1
!
I
1
'
1

sont des quantités positives, mais y; et u peuvent avoir
un signe quelconque. Pour u négatif, nous aurons I'hyper-
bole tracée par points sur la figure; les intersections

4

(1) Voir 3¢ série, t. XIII, p. 28.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIV. (Février 1895.)
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i, p' de cette courbe avec la courbe en trait continu
y(z—1)=z(1—2x)

peuvent étre au dela des ordonnées AC, aT. Il est facile
de justifier cette méthode : comme nous savons, ily a
dans le triangle des cercles exinscrits; si nous prenons
le rayon d’un tel cercle avec le signe négatif, on peut,
en conservant pour x; les signes positifs, continuer la
représentation géométrique du probléme avec le para-
métre négatif u.
Nous avions établi les équations

) m Dz (1 — 1) = 22122 23— 29 T3,
1

maDzy(1—23) = 221 Ty w3 — 21 235
la soustraction donne
my Dz (t—xy)— my Do (1 — 29) = (1 — 22) 235

la relation d'Euler xy = 2 — x, — x, permet de faire la
séparation de variables

my Do (v — )+ x? — 22y = my Doy (1— 20) + 23 — 229,
ct de méme nous avons cetle expression égale a
myDyxs (1 — 23) + 2} —223.
Ajoutant l'unité et chassant
m;Dix; (1 — z;)

a Paide des équations (1), désignons la valeur com-
munc de

] mi V(1 — x;) + (2, —1)2
par I,

F=ormzyzr;+(x,— 1) — 273

=1 [(Sx,¢r2m3+2(z1-—— 1)2—29?2@‘3]»

quanuté par rapport aux racines de I'équation en ¢ qui
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peut etre écrite

=y —ne—L(y—u);

le coefficient y est donné par la relation

r?—q + 32
(2g—3)(y—n=T"2T%,
mais
1— a2 = ;;
ainsi
(z—g7

(g —=2)(y—v=—""03

De I'équation en ¢ nous avons
d@—3r—n-Lo-nY ==
mais ¥ £ (y —1)7 =,
E(x — )2 3(y—n—y=o.
Ainsi, en se reportant aux relations

L1 XT3 = —?—('}/—-l), E oz =y,
z
nous avons

z—q
42’

F=2L(y—n—(y—n=

Nous obtenons I'équation

X —
myDzy (1 — @)+ (2 — 1)t = 4x37.
1
Comme x=——, k= my my + ms my + my m,,
D vk

l , .
l=m,myms, g = —5>Péquation pour x, sera

&

(2) mDz (1 — 2y )+ (@1 —1)2— D2 (k — ID) = o.
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Pour x., x; nous aurons
my Dxy(1— 9)+ (22 —1)2— + D2(k — ID).
Ordonnant (2) par rapport a x,, nous avons
(1— myD)z?+(mD —2) 2y +1— ;D2 (k — ID).
Introduisons a la place de x,, 3, x3,
z,—1= Dy, zy—1=Dy,, x3—1= Dys3,
nous aurons
—my D2y (14 Dy )+ D2y} = D2(k—1ID);
en divisant par D2, nous aurons
(1t —m D)y} —myy1 = (k—1ID),
[(1—=mD)y;—im 2=t [m?}+(k—ID)(1—mD)];
il est facile de constater que
m} -+ k—(kmy + 1) D + Im, D2
= (my~+ mg— mymyD) (my+ mz— mym3D).

Introduisant pour un moment

| I 1 1 1 1

= —— — Hh = — — c =

-+ ’
ms my my ms my me

nous aurons

(1—myD)Vy — s my =3 my Vmams /(D —56) (D —c¢),
= ”121)).)’2—; iy = & mo Vmyms ‘/(D-—c)(D —a),
1 1

(t—=my D)y — myVmyna (D —a)(D—b);

y Mg =

les inconnues y; sont exprimées par les radicaux dans
lesquels entrent trois facteurs D—a, D— 6, D —c.
Les quantités @, b, ¢ ne peuvent étre égales, sinon que
deux quantités m,, m,, my sont égales; et ces derniéres
sout différentes toujours si les données du probléme w,,
W2, ¥y e sont pas égales; par exemple si my = m,,
on a

WeWs g

= —F, w
W W'y

I
g
P\?t@
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Ainsi, le probléme améne 4 la considération du poly-
nome du troisiéme degré \/(D—a) (D — ) (D —¢).
Posons

dD
dy = )
V(D—a)(D—28)(D—c¢)
nous aurons

P T dD dy/D—=a
V(D =b)(D—c¢) = o 2 ‘/dv 2.
Ainsi, nous aurons
(1—myD)y1 — L my = myymymg ﬂ?,
() | (= maD)ya— & my = ma Vi YO8,
(1= myD)ys — g my = myVmim, id—\/-g,i

Silon fait D — a = A%, A étant une constante que
nous déterminerons aprés, on a

D—b=a—0b+ A D—c=a—c+ A2

Supposons a>b>>c, nous aurons l'avantage de

, . a o
prendre A =105 —a, et désignant ¢ par k2, nous

aurons
VD “a=/b—al,

VD—b=(a—b)y/1—2z,
VD —c=Va—cyi— k2.

Les équations (3) donnent y; et D comme fonctions
elliptiques de la variable ¢. Faisons cettesremarque, que
les équations

(1—mD)y}— miy1— } (k—1ID)=o,
sont unicursales; et s’il fallait considérer une seule de

ces équations, il n’y aurait aucune nécessité d’introduire
des transcendantes. La résolution de la premiére améne
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un radical portant sur un trinome du second degré.
Mais si l'on considére I'ensemble de trois équations, on
est contraint de recourir aux transcendantes elliptiques.

On voit une réciprocité entre y, et /D —a. La pre-
miére est fonction de D — a et de sa dérivée; on peut

constater qu’il en est de méme de VD — a. Différen-
tions I’éguation

(1—m D)yt —myy1—+(k—I{D)=0o

par rapport a u, comme

2(1—myD)y - -my
- dyD —
fmx\/mwns\/(l)—b)(l)—w=2m:\/mzms—%&
on a
-dyD —a d dD
)m"/m“m‘l&_{—- ‘yi—i-(:'l—mh}’?)cﬁ:o

. o N
ou bien, en éliminant 57,

- d k—1ID)

m”/momgjf' 3“ mt[mi_}lfﬁ—”:(D ]{ /D—a=o,
- 1

réduisant le coefficient de \/])———a et divisant par le

terme constant m,,

‘/"—1;"—% % - % r%) (mq—+ m3+y1)s/D——Z=

En général, »; dépendent d’une équation différen-
tielle du second ordre, mais cette équation, compliquée,
ne nous apprend pas grand’chose sur le mode d’exis-
tence des 1. On a I’habitude, en discutant les cubiques
planes (Havenen, t. 11, p. 413), de prendre Vorigine
de coordonnées sur la courbe; rien de plus facile que
de changer la variable D en a 1ié 4 D par la relation

A—1ID = x.



nous aurons

mais les formules sont plus compliquées.
Pour compléter la discussion des formules, remar-
quons que les points donnés par les équations
(r—mD)y2— mDy —F =o,
(1—myD)y2— myDy — F = o,
(1— m3D)y2—m;Dy —F =o,
si 'on représente les racines par les abscisses
Y Xy Yo ¥y Yu X
d’une ligne droite, sont en involution. En effet, nous
avons
my(mg — m3)+ my(mg— my )+ ms(my— my) = o.
Désignant les premiers membres des équations par
A, B, C,
(my— m3) A +(m3 — my)=+ my(my— my) C = o.
Supposant C = o, nous aurons
(my—ms) (1 —my D) (ys— 1) (¥s—x1)
+(my—my) (01— maD) (y2—y2) (¥s—rye) =0,
mais la présence de I'inconnue D empéche d’appliquer
cette théorie : s’il n’y entrait pas la variable D, alors
cette équation permetirait de la prendre arbitraire sans
que l'involution cessat d’exister. Et alors, de la nature
des valeurs quelconques y;, on pourrait conclure sur le
mode d’existence de celles qui résolvent le probléme,
par exemple si I’équation donnant D, qui est d’un degré
élevé, est irréductible ou non.
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UNE NOUVELLE DEFINITION DU PLAN;
Par M. E. BALLUE,

Professeur au lycée de Lorient.

On définit ordinairement le plan : une surface telle
que la droite qui passe par deux quelconques de ses
points est tout entiére située sur ceite surface.

Cette définition présente le grand inconvénient
d’assujettir le plan a unc infinité de conditions.

Ne pourrait-on définir le plan par une propriété ca-
ractéristique plus simple que la précédente, et déduire
celle-ci de la nouvelle définition?

Tel est 'objet de cette étude.

Nous commencerons par rappeler la définition de la
ligne droite ct une de ses propriétés fondamentales.

Ligne droite. — On appelle ligne droite une ligne
possédant la propriété suivante : Par deux points on
peut faire passer une ligne droite et I'on n’en peut
Saire passer qi’une.

On déduit de cette définition la propriété suivante :
Si U'on fixe deux points A et B d’un corps, et qu’on
imprime un mouvement a ce corps, tous les points du
corps situés sur la droite AB restent immobiles.

Plan. — Par analogie avec la ligne droite, nous
appellerons plan une surface possédantla propriété sui-
vante : Par trois points on peut faire passer un plan,
et Uonn'en peut faire passer qu’un si les trois points
ne sont pas en ligne droite.
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Tatorime. — Deux plans quelconques P et P’ sont
superposables dans toute leur étendue.

Prenons trois points A, B, C, non en ligne droite,
dans le plan P’. Transportons le plan P’ de maniére
que A et B viennent s’appliquer sur le plan P, et faisons
tourner P’ autour des deux points A et B supposés fixes
jusqu’a ce que le point G vienne s’appliquer sur le
plan P. Les deux plans P et P’, passant par les trois
mémes points A, B, C, non en ligne droite, coincident
par définitien.

Cororraire I. — Un plan est une surface qui s'étend
a Uinfini dans tous les sens.

En effet, un plan est déterminé par trois points A,
B, C non en ligne droite, et ces trois points peuvent s’é-
loigner dans tous les sens aussi loin qu’on le désire.

Cororrare II. — Un plan coincide encore avec lui-
méme lorsqu’il a subi un déplacement.

Cororratre III. — Un plan coincide encore avec
lui-méme aprés gi’on U'a retourne (1).

Cororratze IV. — Une JSigure plane peut étre
transportée dans son plan sans altération.

Trueorkme. — Par trois points en ligne droite A,
B, Con peut faire passer une infinité de plans.

(*) Il conviendrait peut-étre de définir exactement le sens du mot
retournée. On y parvient de la facon suivante : Un plan étant une
surface qui s’étend & Pinfini dans tous les sens partage l’espace en
deux régions distinctes. On peut considérer un plan comme ayant
deux faces, la premiére adjacente a la premiére région, la deuxiéme
adjacente 4 la seconde. Retourner un plan, c’est le déplacer dans
P’espace de maniére que sa seconde face devienne adjacente a la
premiére région et, par suite, la premiére face adjacente a la se-
conde région.
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Par définition, on peut faire passer un plan P par
les trois points en ligne droite A, B, C. Faisons tourner
ce plan autour des deux points A et B supposés fixes.
D’aprés la propriété de la ligne droite, le point C reste
immobile. Le plan P passe done constamment par le
point C. Autrement dit, il passe une infinité de plans
par les trois points A, B, C.

Tutoreme. — Un plan contient la ligne droite qui
passe par deux de ses points.

Soient A ¢t B deux points d'un plan P, C un point
quelconque situé sur la droite AB. Il suffit de démon-
trer que le plan P passe par C.

Par les trois points A, B, C en ligne droite, faisons
passer un plan quelconque P’ et faisons-le tourner au-
tour des deux points A et B supposés fixes jusqu’a ce
qu’un autre de ses points, D, non situé sur la droite AB,
vienne rencontrer P. Les deux plans P et P’ passant
par les trois mémes points A, B, D, non ¢n ligne droite,
coincident. Le point C n’a pas bougé pendant le mou-
vement de P'. Donc le plan P contient le point C.

c. Q. F. D.

NOTE SUR L'EQUATION DIFFERENTIELLE DES SURFACES
REGLEES ;

Par M. D. SINTSOF,
Agrégé de I'Université, a Kasan.

Al . ’ - .
C’est unc forme nouvelle de ladite équation que je
veux établir dans ce qui suit. Sous forme fixée une sur-
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face réglée peut étre déterminée par deux équations

(8 =axr+ a,

(0 ?y::b.z'—i—ﬁ,

dont les coefficients sont des fonctions quelconques d’un
paramétre varidble 6. La seconde de ces équations en
donne la valeur en fonction de x et de y, que 'on porte
dans la premiére et recoit ainsi 1’équation explicite de
la surface. On peut donc différentier les équations (1)
en y comptant § fonction de x et de y, ce qui donne

p=as i (apray), g = (vapr o),
0 =b+ 0 (xby+ Bp), 1 = (zby+ %)0'3,

d’ou, en éliminant xay + g et xby + By,

(2") p=a~+ g—fq,
y
" 0
(2 ) 0:[1—4—-—,;
0,
et enfin
(3) p=a—bg.

Différentions (3) encore une fois par rapportaxety,

T . . 03
et posons comme a ’ordinaire — =, ...
ox? ’ ’

bs +r = (ay— qby) b7,
bt + s = (ag— qbg) by,

bs+r 0

T =g = b
bt +s 0
d’aprés (2”), c'est-a-dire
(%) tb2+- 25b 4+ r = o.

Différentions de nouveau (4), et posons pour abréger
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=h gy =

3
I’écriture g—;i [, ..., nous aurons
2(bt + s)bybl, =—(b*m + 2bl + k),
2(bt—‘.—s)b§6’y:~(b?n+2bm+l),
brm +—2bl+k (& -
b*n+26m—+1{ 8, ’
c’est-a-dire
(%) nbd+ 3mb2+ 316 + k = o.

C’est i I'aide de ces équations (4) et (5) que I'on dé-
finit ordinairement, depuis Monge, I’équation difiéren-
ticlle des surfaces réglées.

Remarquons d’abord que, symboliquement, on peut
éerire (4) et (5) ainsi :

9 +bi = 9 bd i
<II’ 0}/ S = 0, ().Z‘+ b} 3 =0

Jd\3_ _ &z
or) " oz’

Formons les combinaisons

ou

(6) %[1'(5)—/;(4)]=o=(3rl-—2sl.')~:—(3rm——tl:)b—l—rnb?,
(7) t(5)— nb(4)=o0=th-+(3tl—rn)b+(3tm—asn)fr.

En éliminant des équations (4), (6) et (7), linéaires
en b et b2, ces quantités, nous avons l’équation sous
forme d’un déterminant :

r 25 t
(8) o=1|3rl—ask 3rm—tk rn
tk 3tl—rn 3tm—2sn
ou
( BR+ qre2 2+ gqritm2 + r3n?
(8" —6s(2kl+3rtim—+r2mn)+ 6s2(thm—+rin)
) —283kn — 6(rt —s2)(rln — 3nk + thkm)=o.
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Pour lui donner une forme plus symétrique, remar-
quons que les surfaces développables sont un cas parti-
culier des surfaces réglées; I'équation différentielle de
ces'derniéres doit donc étre satisfaite en vertu de ’équa-
tion 7t — 25 = o et de ses dérivées par rapport 3 x ety :

(9") kt —2sl +~rm=o,
(9") tl—a2sm—+rn =o.

Le premier membre de I'équation (8') doit donc s’an-

0A

R A .
nuler avec A=rt—s?, — et =, ce qui nous donne
or oy

I'idée de le présenter a I'aide de ces trois quantités. En
remarquant que nous avons un terme t3.x2 qui peut

. 0A\2 .
provenir de r((%) et un autre r*n?=r(rn)?, qui

. OA\ 2 .
vient de 1((;;) » nous recevons par un calcul facile la

forme suivante de I'équation considérée :

(B () () ()

r s t

(10) ' o os ot
=A| 0xr Jx Jx |.

or Js dt

oy Iy

Le déterminant
| r s t

or ?ﬁ ot
dz oz oz
or 0os ﬁ
or day oy

. 0A JA
s’annule aussi en vertu de A = 0, — = o0, —
oxr oy

I’équation (10) que nous avons voulu donner dans cette
Note.

=o0. Clest
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SUR LES DETERMINANTS DONT LES ELEMENTS PRINCIPAUX
VARIENT EN PROGRESSION ARITHMETIQUE;

Par M. Avrrepo CAPELLI, a Naples.

Les déterminants dont les éléments principaux va-
rient en progression arithmétique sont de la forme

ang—+3 @2 a3 N 2

Qagy QAo+ 2+ Y [2 2% ‘e Qap

F(z,y)= aszy A3 Ag3+5-+2) ... asn
Any Ans QAp3 a,m+z—|_(n_.|)},

1ls dépendent de deux variables z et y 5 mais ils peu-
vent toujours s¢ développer, d’'une fagon trés simple, a
'aide de déterminants qui jouissent de la méme pro-
priété et ne dépendent que de la variable y. On a, en
eftet, 'identité suivante

PG5y =s5(s+y)(s+2y).. . [s+(n—1)y]

i=n
|

f&-:.(;~+-y)(zﬁ-:z)')...[:—t—(n—z)y]Zau
i=1
@i ai;
+z(:-+—y)(z—+—?.y)...[:+(n—3)y]2 H v
-1 ajf‘*‘.)’l
(l) 1</Zn
Vs ey [+ (r— )y
) aiji aij Ain
~ Z Qji Aj;+y 427 ...
Eg<hTn | apg anj App + 2y
| an (2% asn i
. A2y Ao+ ... Ay,

b @y dna a,,"+(11—|)y !
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Dans le second membre de cette identité, chaque
somme doit s'étendre a tous les systémes de valeurs des
indices i, j, A, ... qui satisfont a I'inégalité qu’on voit
au-dessous du signe 2

Ainsi, par exemple, on aura, pour n =3 :

a+2 Q3 g3
Ay Qa2+ 3 +Y Qa3
Qasy (223 azz + 3+ 2y
=5(3+y)(5+2y)+3(5+¥) (A1 + Qe+ az3)
ay g2 | it ay3 (221 (221}
-+ z _ -+
az QA+ Y azy Azz-— Y A3y Q33+ )
g a2 g3
| @1 Q-+ Y Qa3
as, 3o azz+ 2y

L’identité (1) se déduit facilement d’une identité que
J'aiétablie par des considérations empruntées a la théorie
des opérations invariantes (voir Rendiconti dell’ Ac-
cademia delle Scienze di Napoli; marzo 1889). Ce ne
serait donc pas sans intérét si I'on pouvait donner une
démonstration directe de cette formule.

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS
D'ADMISSION A I’ECOLE NORMALE SUPERIEURE EN 1894;

Par M. J. LEMAIRE.

On considére les coniques représentées par U’ équa-
tion
224+ 2hzy — 20 bz — 4(a—b)y = o,

oit a, b sont deux constantes et A un paramétre va-
riable :
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1° Prouver que, si  varie, les polaires d’un point
fixe M par rapport a ces coniques passent par un point
fixe P, dont on calculera les coordonnées, au moyen
des coordonndes du point M

2° On fait décrire au point M une droite arbi-
traire A,

UT + 0y + w = 0;

prouver que le point P décrit alors une conique S et
que, lorsque A se déplace dans le plan, la conique S
se déforme en passant par trois points fixes A, A’, A".
Inversement, quand le point P décrit la conique S, le
point M décrit la droite A; que devient-il quand le
point P vient en 'un des trois points A, A’, A"?

3° Oi doit étre pris le point M pour que le point P
soit rejeté @ Uinfini? Quelle position doit avoir la
droite A pour que la conique S qui lui correspond soit
une ellipse, une hyperbole, ou une parabole?

4° On considére toutes les coniques S qui sont des
paraboles et, en particulier, les axes de ces courbes.
Prouver que par tout point du plan il passe trois de
ces axes; distinguer les points du plan pour lesquels
ces trois axes sont réels et ceux pour lesquels un seul
axe est réel;

3" Trouver le lieu des points pour lesquels deux de
ces axes se coupent a angle droit.

L. Les coniques C représentées par I'équation
(1) 22+ 2 xy —2hbx — 4(a—b)y =o

passent par les quatre points fixes communs a la para-
bole

(2) r*— f(a—b)y=o0
et aux deux droites

(3) r(y—0)=o.
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On sait (théoréme de Lamé) que les polaires d'un
point fixe M(z,, y,) par rapport a ces coniques ont un
point commun P : la polaire de M est

oz —2(a—b)(yo+y)+ Moy + 2y — b (z + 2)] = 0.

Si donc x,,y, sont les coordonnées de P, elles sont
lides a celles de M par les relations

2yxy—2(a—Db) (yo+y1)=o,
Zoy1+ T1Yo— b(wo+ 24) = 0,

(4)

d’ou l'on tire

‘ _ 2(@a—0)zo(yo+b)
VT gt 2(a—8) (re—8)’
( yy = bri—2(a—6)yo(yo—0)

x3+2(a—0b)(yo—0>b)

Les équations (4) sont symétriques par rapport aux
coordonnées des points M et P; donc o aurait les va-
leurs de x, ct y, en fonction de x,, y, par une simple

. e qs . .
permutation d’indices : la transformation, qui change
Men P et réciproquement, est une transformation uni-
forme du second ordre.

II. Si M décrit la droite
(4) uUr—+ oy w = o,

P décrira une courbe dont nous aurons I’équation en
éliminant x,, y, entre les équations (4) et la suivante

UZy+9yo+ w = 0.

Nous obtenons ainsi la conique

z —2(a—b) —2(a—0b)y
(8) y—b z —bx =o.
w v w

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. XIV. (Février 1895.) 5
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Cette équation peut s’écrire
2(a—bluz(y + b))+ v{bzr—2(a—0)y(y —b)]
+w[z2+2(a —b)(y —b)]=o.
Elle est de la forme

uCy+9Cy+ w C3 =o0.

Quand A varie, les coniques (S) forment un réseau;
on voit sans peine que les trois coniques C,=o,
C, = 0, C; = o ont trois peints communs

Ao, b),
A [+2V8(@=7), — ],
A'[—2y/8(a=0b), —b].
Donc, quand A se déplace, S se déforme en passant
par ces trois points fixes.
Remarquons que, si nous désignons par C}, C}, C}
ce que deviennent C,, C;, C; quand on y remplace

x et y par les coordonnées de M, celles de P peuvent
s’écrire

1'1=9—’17
(o1
_G

J’l-’c—g’

ct c’est parce que les trois coniques ont trois points
communs que la transformation définie par les équa-
tions (4) est uniforme.

SiP vienten A, on a

les expressions de xy, y, en fonction de x, et ¥ se pré-

o ,
sentent sous la forme = Remarquons que les équa-
tions (4) se réduisent alors A

Yo+ b = o.
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Le point M correspondant 2 A est donc sur la droite
A’A”, et par conséquent au point de rencontre de cette
droite avec A. "

De méme si P vient en A’ ou en A¥, le point M cor-
respondant se trouve au point de rencontre de A avec
A”A ou avec AA'.

Ce résultat s’explique si 'on observe que AA’A" est
le triangle conjugué commun aux coniques (C).

IIl. Le point P sera rejeté a I'infini si les valeurs
de z,, y, sont infinies, c’est-a-dire si le point M est sur
la parabole ,
Ci=z2+2(a—b)(y—b)=o.

Toutefois si M est en A, point de cette parabole, les
coordonnées de P ne sont plus infinies, mais indéter-
minées, les équations (4) se réduisent a

y.—+—b=o-

P est indéterminé sur A’ A”; cette droite est en effet la
polaire de A, quelle que soit la conique S.
De méme si M vient en A’ ou A”, points situés aussi

sur la parabole C; = o, le point P est indéterminé sur
A”A ou sur AA'.

La conique S est une ellipse, une pal:abole, ou une
hyperbole selon que I'on a

(a—b)ur+2(a—>0)(bv+ w’)v%o,
ou, si nous supposons a > b, selon que
(a—b)u+ 2(bv+w)v§=o,

c’est-a-dire selon que la droite A a o, 1 ou 2 points
communs avec la conique

(5) (a—b)u+2(bv+w)e = o,
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qui est précisément la parabole C; = o déja obtenue;
conclusions inverses si @ << b.

IV. Supposons que S soit une parabole; son axe est
(6) (ut+492)(uxr —20y)— 2aulv = o.

Cette équation, qui exprime que l'axe passe au point
(x,y), détermine, avec la condition (5), les coordon-
nées tangentielles des droites A correspondant aux pa-
raboles dont les axes passent au point (x, y).

Le coeflicient angulaire de la droite (6) a pour va-

u u , . s .
leur —-. Posons — =y, I’équation (6) devient

(7) rzpdi—(y +a)pi+axp—y =o.

C’est 'équation aux coefficients angulaires des axes des
paraboles qui passent au point (x, y).

Par le point (x, y) passeront un ou trois axes réels,
selon que I'équation (7) aura une ou trois racines
réelles distinctes. Le lieu des points (x,y), pour
lesquels elle aura une racine double, séparera donc les
points du plan pour lesquels un seul ou trois axes
serout réels. Ce dernier lieu s’obtient en écrivant que
les dérivées de (7) par rapport a p,

Bpi+nNzr—apy—2ap =o,
et par rapport au parameétre t d’homogénisation,
2p2 —(pi+3)y —ap=o,

ont unc solution commune en p, ce qui donne, en ré-
solvant ces deux équations par rapport a x et a y, la
courbe sous forme unicursale

__2ap _ ap?(1—p?)
r—(l'*l—(ﬂ)’, r= (1 p2)? ’
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u
ou, en posant B = cot ;,

2a a
zr=— sinu(1— cosu), y=—;cosu(1+cosu).
On reconnait immédiatement les coordonnées d’un
point de I’hypocycloide engendrée par un cercle de
a N . y . .
rayon - roulant i I'intérieur d’un cercle de rayon triple
dont le centre, situé sur 'axe des y, a pour ordon-
a
4
sur ’axe des y, a pour ordounée, au départ, — a.
Cette courbe partage le plan en deux régions : pour
les points de la région intérieure, pour le point x = o,

née — —; le point de contact du cercle qui roule, situé

a - . .
y =— > par exemple, I'équation (7) a ses racines

réelles, et par conséquent par chacun de ces points pas-
sent trois axes de paraboles réels; pour les points de
la région extérieure, pour le point x =0, y = o, par
exemple, I'équation (7) a deux racines imaginaires, et
par chacun de ces points passe un seul axe réel; quant
aux points de la courbe, par chacun d’eux passent deux
axes.

V. Le lieu des points pour lesquels deux des axes
se coupent a angle droit s’obtient sans peine : soit
(x,y) un pareil point; ', u, " les coefficients angu-
laires des axes passant par ce point. On a, par exemple,

R =—1
4 2duit o — L.
Comme p'u/p" = = on en déduit p' = =

Ecrivons que — -‘;—’ est racine de I’équation (), nous

obtenons
y(2z*42y*+ay)=o.
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Le lieu est donc un cercle, car si y = o, comme

P = —, nous ne tenons pas compte, en somme, de

la condition p” p"” =

Nota. — Solution analogue par M. Barisien.

SUR LES REDUITES DES FRACTIONS CONTINUES
SYMETRIQUES:;

Par M. G. MUSSO, a Génes.

A la page 453 de sa Théorie des nombres, Edouard
Lucas a donné la proposition suivante :

Quand une fraction continue est symétrique, on
peut calculer les deux derniéres réduites, si ’on con-
natt les deux derniéres réduites qui correspondent &
la premiére moitié de son développement.

Il a distingué deux cas, selon que la fraction est
symétrique paire, ou impaire, c’est-a-dire de l'un des
types

(h 4”:70—&——!——
&n q1+~,.+ ¥
1
+
qv v . .
g1+ —>
o
&n Q. 1
t -t
qv-+ —

EAR I 1

g1+ 5;7
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et a trouvé, dans le premier cas,
Ju=L3+Fiy
(1) &n =JSv8v+Sv-18v—1 = fu-1,
En—1= &+ &y
et, dans le second,

Sn=2 fu-1,s
(2) &n =Jv&v—1+fvo18v = fn-1,
En—1=28vEv-1.

Cependant, tandis que le premier systéme de rela-
tion subsiste réellement, le second est erroné. Cela,
on le pourrait vérifier sur des exemples numériques;
mais nous le déduirons moyennant la considération
d’une fraction continue plus générale que celle des
types (I), laquelle nous accorde de trouver des rela-
tions analogues aux (1)<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>