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NOUVELLES ANNALES 
DE 

MATHÉMATIQUES. 
SUR LA DÉFINITION DES MASSES ET DES FORCES H ; 

PAR M. V A S C H Y . 

I . — PRINCIPES FONDAMENTAUX ACTUELS 

DE LA DYNAMIQUE. 

Dans renseignement actuel de la Mécanique ration-
nelle, la Dynamique est fondée sur les principes sui-
vants : 

i° Principe de l'inertie; 
2° Principe de l'indépendance du mouvement acquis 

et des effets simultanés des forces; 
3° Principe de l'égalité de l'action et de la réaction. 
L'énoncé de ces principes n'est précédé d'aucune dé-

finition précise de la force. En réalité, ce sont ces prin-
cipes mômes qui, traduits sous une forme mathéma-
tique, lui servent purement et simplement de définition. 

Cette manière d'introduire la notion de force a priori 
nous semble offrir le danger de suggérer aux élèves 

( ' ) M. Fouret, à qui j'ai montré cette Note, m'a dit que, dans une 
Communication orale faite il y a quelques années à la Société phi-
lomathique, il a émis des idées analogues à celles que je présente. 
N'ayant point l'intention de reprendre cette question actuellement, 
il m'a engagé à l'exposer moi-même aux lecteurs des Nouvelles 

Annales. 
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l'idée que ce que l'on définit, c'est la cause réelle du 
mouvement dont l'étude au contraire n'intéresse nulle-
ment la Mécanique rationnelle. Mais un autre inconvé-
nient bien plus grave est la lacune que nous allons si-
gnaler et qui existe dans les meilleurs traités. 

Tout ce que Ton déduit des deux premiers principes 
se résume dans la définition de la force /qui imprime 
une accélération w à un point matériel A, toujours le 
même ; on a, en grandeur et en direction, l'égalité 

y — m w, 

le coefficient m étant choisi arbitrairement une fois 
pour toutes. Pour définir la force f qui imprime à un 
autre point A' une accélération w', 011 écrirait de même 

f = m'w', 

m' désignant un nouveau coefficient aussi arbitraire 
que m. Tant qu'on s'en tient aux deux premiers prin-
cipes, les coefficients m et m' étant arbitraires, le rap-
port des deux forces précédentes y et f ri a donc aucun 
sens. 

Pour définir par la formule 

f ni w 

f ~~ ni' w' 

le rapport des masses m et mf des points A et A', comme 
ou le fait ordinairement, il serait donc nécessaire de 
définir préalablemenr le rapport des deux forces/et /7, 
appliquées à deux points matériels différents, avec 
autant de précision que l'on en a mis à définir le rap-
port de deux forces appliquées à un même point. C'est 
ce que Von ne fait pas ; on suppose sans doute implici-

f tement, sans aucune explication, que le rapport ci-
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dessus est bien défini en lui-même, ce qui est insuffi-
sant. 

Cette lacune, il est vrai, se trouve comblée plus tard, 
dans l'étude des systèmes de points matériels, par cela 
même que Ton invoque le principe de l'égalité de l'ac-
tion et de la réaction. Elle n'en subsiste pas moins, au 
début, dans la définition des forces et des masses-, et, 
pour la faire disparaître, il y aurait lieu de modifier 
l'exposé des principes de la Dynamique. 

Nous nous proposons de montrer qu'il serait bien 
plus naturel de commencer par définir la notion de 
masse, qui nous est fournie par l'expérience d'une ma-
nière très nette. La définition de la force ne soulèverait 
ensuite aucune difficulté. 

I I . — L o i DE N E W T O N . 

Rappelons d'abord les résultats d'une étude plus im-
portante que l'on fait généralement comme application 
de la Cinématique. On sait comment Newton a déduit 
des lois approchées de Kepler cette conséquence que 
l'accélération w d'une planète est dirigée vers le centre 
du Soleil, et est inversement proportionnelle au carré 
de sa distance r à ce centre : 

M 

La constante M a la même valeur pour toutes les pla-
nètes. 

Attribuant cette action à la présence du Soleil, 
Newton a été conduit à généraliser la loi précédente et 
à admettre que la présence de chaque planète a pour 
effet de contribuer à l'accélération d'une autre planète 
quelconque P2 par une composante tv2i dirigée de P2 
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vers Pi et ayant une grandeur égale à r { 2 désigne rï 2 
la distance de P2 à P4, et m{ un coefficient qui dépend de 
la planète influençante P f , mais non de la planète in-
fluencée P2. Pour la même raison, P4 doit subir, sous 
rinfluence deP2, uue accélération 2 opposée à la pré-
cédente et égale à • 

r\2 
Cette loi a subi l'épreuve de nombreuses vérifications 

expérimentales, consistant à comparer les résultats de 
la théorie fondée sur elle aux résultats de l'observation 
du mouvement des astres; et on la considère comme 
parfai temelit établie. 

Des formules de w,2 et de w2l, on déduit 

7711 771 * 771{WX* = 7712(P21 = 
r\ 2 

ou bien, en tenant compte des sens opposés des deux 
accélérations, et désignant par la notation w une accé-
lération considérée comme vecteur 

77llWl2-{- 77l.yW2l = O. 

Ce résultat, indépendant de la loi de l'inverse du 
carré de la dislance, peut s'énoncer ainsi : « L'accélé-
ration d'une planète sous l'action d'une planète P2, 
et l'accélération de P2 sous l'action de P, sont dirigées 
suivant la même droite en sens opposés; en outre, elles 

1 -i 7719 . 
ont entre elles un rapport constant > qui est J inverse 

du rapport des coeffî,cie7its d'influence de P< et de P2 . » 
Cette loi astronomique a été étendue par Newton à 

l'action réciproque de deux corps quelconques agissant 
l'un sur l'autre, soit à distance (cas de deux astres), 
soit au contac t (cas de deux corps liés l'un à l'autre, cas 
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de deux corps qui se choquent). Elle n'a jamais été 
mise en défaut et paraît être d'une rigueur absolue. 

Ces résultats étant acquis, il suffira, pour entrer dans 
le domaine de la Dynamique, de poser le principe et 
les définitions qui suivent. 

I I I . — PRINCIPE FONDAMENTAL ET DÉFINITIONS 

DE LA DYNAMIQUE. 

On admet, comme principe fondamental de la Dyna-
mique, la loi de Newton qui, dans le cas d'un couple 
de deux points matériels, s'énonce de la manière sui-
vante : 

Si un point matériel A{ acquiert, sous Vaction d'un 
point Ao, une accélération çvi2, réciproquement A2 ac-
quiert, sous l'action de AM une accélération w2{ ] ces 
deux accélérations sont opposées suivant une même 
droite ( joignant As et A 2 ) et liées par la relation 

( i ) m x m2w2i = 

m^ et m2 désignant deux coefficients d'injluence pro-
pres aux points AK et A 2 respectivement. 

Définition des masses. — Ainsi les divers points ma-
tériels A2, A3, . . . ont des coefficients propres m i f 

m2, 77î3i . . ., dont les rapports deux à deux sont par-
faitement déterminés en vertu de cette loi, l'un deux, 
m{ par exemple, pouvant être choisi arbitrairement. 
On donne à ces coefficients le nom de masses. Les 
masses des divers points matériels sont donc leurs coef-
ficients d'influence respectifs au point de vue des actions 
qu'ils exercent sur d'autres points matériels. 

L'application directe du principe de Newton, résumé 
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par la formule ( i ) , ne saurait fournir un procede pra-
tique de comparaison des masses entre elles (sauf en 
Astronomie). Mais ce principe, qui est la base de la 
théorie des systèmes de points matériels soumis à des 
liaisons, notamment de la statique et de la dynamique 
des corps solides, permet d'établir les propriétés des 
instruments destinés à la mesure des poids ou des masses 
(levier, etc). 

Définition des forces. — Définissons maintenant la 
grandeur et la direction d'une force f qui imprime une 
accélération w à un point matériel A de masse m, par 
la formule 

7= mw. 

On pourra alors exprimer la relation ( i ) en disant 
que la force mK wi2 = f M exercée par le point maté-
riel A* sur Ie point Aj est égale et opposée à la force 
in2w2\ = f i \ exercée par le point A< sur le point A2» 
C'est là l'énoncé ordinaire du principe de l'égalité de 
l'action et de la réaction. 

REMARQUE Sl lR LA SURFACE DONT TOUS LES POINTS 
SONT DES OMBIL ICS ; 

PAR M. C. BOURLET, 

Docteur ès Sciences mathématiques. 

En désignant, comme de coutume, par p., q, r, s, îles 
dérivées partielles de la fonction z de x et y, on sait que 
la surface dont tous les points sont des ombilics satis-
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fait le système d'équations simultanées 

( 0 = ^ 1 l-b p2 pq I -+- q'1 

On démontre, ordinairement, que la splière est la 
seule surface vérifiant ce système par un procédé très 
simple mais peu naturel {voir, par exemple, le Cours 
de Serret). Il est facile de voir que cette proposition 
importante s'établit directement sans difficulté en s'ap-
puyant sur une propriété générale des systèmes d'équa-
tions aux dérivées partielles simultanées que j'ai établie 
ailleurs. J'ai montré en effet (voir Annales scientifiques 
de VEcole Normale supérieure, 1891, Supp. ) que 
lorsque, d'un système d'équations aux dérivées par-
tielles. 011 peut tirer, par dérivations, toutes les dérivées 
d'un certain ordre de la fonction inconnue en fonction 
des dérivées d'ordre inférieur, l'intégrale générale de ce 
système ne contient qu'un nombre fini de constantes 
arbitraires dont on peut déterminer le nombre à l'avance 
et que, de plus, on peut ramener l'intégration de ce sys-
tème à l'intégration d'un système d'équations différen-
tielles ordinaires. Or, si l'on écrit le système (1) sous la 
forme équivalente 

on en tire, facilement, par dérivations, et en tenant 
compte de la condition 

àr _ ds 

dy dx ' 

toutes les dérivées du troisième ordre de z eu fonction 
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de p, q et t : 

d*z _ dr __ 3p(i -4-pi) 
dx~3 ~ dx ~ (i -f- q2)2 

d3z dr ds q -b 3 qp2 

~~ dy ~~ àx ~~ ( i -h ' 

d3 ̂  ds __ dt _p-+-3pq'2 ^ 
dxdy'1 dy ~ àx ~ (n- q2 Y ' 

d*z __ dt __ 3 g r 

dy3 i 4-

Cela nous prouve, d'après les propositions que j'ai 
rappelées, que l'intégrale générale du système ( i ) ou 
(2 ) ne dépend que d'un nombre fini de constantes arbi-
traires et le nombre de ces constantes est quatre, car 011 
peut prendre, arbitrairement, les valeurs initiales de z, 
/>, q et t. Or la sphère 

z = c H- v/R2 — (x — a )2 — (y — b )2 

est, manifestement, une surface répondant à la question, 
qui contient quatre constantes arbitraires ¿z, b, c et R ; 
donc c'est la seule. 

REMARQUE. — En suivant la marche que j'ai indiquée 
(/oc. cit.), on voit qu'on est ramené à intégrer le système 
complètement intêgrable suivant : 

ds 
dJ- = P 

II 
-g l-è* i1» 

ÔP 
dx r-H q* 

il A 1-1-g2 

dq 

dx = M n-<72 

11 t, 

dt 

dx 
_ P -+- 3 pq-

(,i-t-<72)* ' ^I
S

r 
II 3 

I -h <7 2 

qui donné c, p, q et t. r et s sont fournis, ensuite, par 
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les relations (2). En faisant le changement de variables 
de Du Bois-Reymond 

x — u, y — uv, 

on est ramené à intégrer le système d'équations diffé-
rentielles ordinaires 

(4) 

dJL 
du 

dp _ i -f- p* H- pqv ^ 

du ~ i -h q2 ' 
dq = ^ + 

dtt I - + - 9 2 

¿a (H-?*)* 

où est la variable et v un paramètre arbitraire. L'in-
tégrale générale de ce système (4 ) est, alors. 

(5 ) 

I P = 

t = 

C -F- V/R2 — ( « — A . ) * — 

-(11-

S/R 2 • — (u — a)2 — (¿¿F - 6 ) 2 

— ( — • 6 ) 

Y/R 2 — (u—a) 2 -

(u — a) 2 

— -
— R 2 

- 6 ) 2 

A 
[R2 — O — a)2 — (wp — 6)2]2 

où a, è, c, R sont quatre constantes d'intégration. 
En remontant aux anciennes variables x et y, on 

trouve bien pour z 

* = c -h s/R2 — ( X — AF — (y — 

ce qui donne la sphère. 
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NOTE ÉCLAIRCISSANT LA DÉFINITION 
DES FONCTIONS ELLIPTIQUES D ' A P R È S G. II. HALPHEN ( ' ) ; 

PAR M. VLADIMIR V A R I C A K , 

Professeur à l'École réale, à Osijek (Esseg), en Croatie. 

1. La représentation des arguments des fonctions el-
liptiques par les arcs de l'ellipse, de l'hyperbole ou de 
certaines autres courbes est bien connue, mais on peut 
les représenter aussi par les secteurs d'une courbe dont 
la génération est, d'après Halphen, la suivante : soient 
un cercle et un point C intérieur à ce cercle. Par le 

point C, on mène la corde MM' du cercle et l'on porte 
sur elle à partir du point C, de part et d'autre, une lon-
gueur inversement proportionnelle à la racine carrée 
de la corde, c'est-à-dire on fait 

( ' ) Tràité des fonctions elliptiques, Paris, 1886, t. I, p. T. 
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Quand on effectue cela sur chaque corde qu'on peut 
faire passer par le point C, on obtient la courbe en ques-
tion, comme le lieu des extrémités des rayons vecteurs 
ainsi obtenus. Dans l'expression précédente, R est le 
rayon du cercle, S la distance du point C au centre de 
ce cercle et / une longueur arbitraire qui n'affecte pas la 
nature delà courbe. Pour fixer les idées, on peut prendre 
le rayon du cercle pour unité linéaire et l'on a alors 

(0 CN = l / R a R ( J M r a ) y i\JM 

La valeur de la fraction sous le signe du radical peut 
être construite comme la quatrième proportionnelle à 
trois droites et l'on obtient enfin CN comme la moyenne 
géométrique. Par ce procédé, on obtiendrait une courbe 
convexe, de symétrie bilatérale. C'est une courbe du 
quatrième degré, dont nous allons trouver l'équation. 

2. Soil C l'origine des coordonnées. Les abscisses des 
points M et M', dans lesquelles la corde y — ax coupe le 
cercle 

(x — o)2-f-JK2 = R, 

sont données par l'équation 
_ 8 ± / R s ( n - a * ) — Xi 2 — • 

i-ha2 

En posant a = arc tan g a on a, pour les segments CM 
et CM' de la corde MM7, 

CM = xt séc ol = Xi[/i -h a2, 

CM' = x2 séc(ir -(- a) — — x2 /1 -h a2, 

™ S -hv/R2(i H- a2)— a2o2 
L»M = : , 

/i + a2 

CM^- 8 - V R » ( i - + - * » ) - a2 o2 
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Si Ton additionne ces deux expressions, on a 

MM' = s i / R 2 — 9 82 
y i H- a2 

ou 
MM' = 2 /R2— 82sîn2a. 

Après avoir déterminé la longueur de la corde MM7, 
on a pour le rayon vecteur 

CN 
8« sin2a 

Posons CN = p, il s'ensuit l'équation polaire de la 
courbe (C ) , 

, x . R2 ( R - f - 8 ) (2) p2 = ——— 
v/R2— 82 sin2a 

ou, dans le système des coordonnées rectangulaires, 

(3) | ) 2 -

3. Dans l'Ouvrage déjà cité de Halphen, on désigne 
par u le rapport de l'aire d'un secteur de la courbe ( C ) 
au carré l- resp. R2 . Effectuant la quadrature de la 
courbe dans le système des coordonnées polaires, on a, 
pour la mesure du double secteur, 

(4) W = 2 f 
(R -+-o)doc 

,'0 y/R2— 82 sin2a 

La valeur de cette intégrale dépend de la limite supé-
rieure; u et a sont fonctions l'un de l'autre : a est 
l'amplitude de u* Halphen nomme ainsi un autre angle, 
mais nous croyons que la dépendance de ces deux gran-
deurs est plus directe. Nous avons pris d'ailleurs pour?* 
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la mesure de l'aire du double secteur, parce que cela 
répond à la définition de l'argument des fonctions cir-
culaires et hyperboliques, dans le système absolu. 

Le sinus et le cosinus de l'angle a, ou de l'amplitude 
de u sont les fonctions elliptiques principales. Géomé-
triquement on les peut représenter par l'ordonnée et 
l'abscisse du point N situé sur la courbe (C ) et dont 
le rayon vecteur fait l'angle a avec l'axe des x . 

4. Quant au module, Halphen le représente par 
l'excentricité de la courbe (C ) , et dit que sa valeur 
numérique est 

k = 
R+- 8 

Mais on chercherait en vain la déduction de cette 
formule selon la définition citée. En effet, par l'excen-
tricité de la courbe (C ) on ne peut entendre autre 
chose que le rapport S : R et c'est précisément le mo-
dule qu'on doit supposer renfermé dans les expres-
sions snu et en u quand u est donné par (4) . Du reste, 
il est facile de ramener ces modules l'un à l'autre. 

Module est le premier et le second terme dans 

l'échelle des modules, qui sont liés entre eux par la rela-
tion connue 

isjki 
¿¿-M = -kt 

On voit donc que le module cité par Halphen est dé-

duit du module primitif qui correspond à l'excen-

tricité de la courbe (C). 
Le changement du module entraine nécessairement 

le changement de l'amplitude d'une manière bien con-
Ann.de Mathémat3esérie, t. XIV. (Janvier 1895.) 2 
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nue ( ! ) . L'équation ( 4 ) peut être écrite 

2 ( R + 0 ) da. 
R 

R2 s,n 'a 

et elle prend, quand on change convenablement ( 1 ) le 
module et l'amplitude, la forme nouvelle X A 

dot 

/1 — ¿2 sin2 a 

i/fT§ 
où k signifie le module de Halphen j- j• Le résultat 

obtenu établit l'harmonie parfaite entre le procédé de 
Halphen et celui des autres géomètres. 

5. Pour les arguments purement imaginaires, on peut 
établir une représentation géométrique analogue. 

La conjuguée imaginaire (C ; ) à abscisses réelles de la 
courbe ( C ) est 

o2 / ô\2 

Cette équation se déduit de (3 ) en y remplaçant y par 

y\J—i. On peut la réduire, 'au moyen des fonctions 

hyperboliques, à la forme 

R»(Rh- 3) 
( 5 ) = 

y/R2 -h S2 sh2 a 

en posant x — p ch a, y' = p sh a. L'équation (2) se trans-
forme aussi en ( 5 ) par la substitution de a y/—1 à. a, 
et c'est, comme l'on sait, la manière de trouver la con-
juguée imaginaire de la courbe réelle, quand son équa-

O ) Voir J.-A. SERRET, Cours de Calcul différentiel, etc., 1886, 
t. II, p. 24! 
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lion est donnée en coordonnées polaires ( * ) . Par les 
secteurs de cette courbe, qui a le type d'une hyper-
bole, seront représentés les arguments imaginaires des 
fonctions elliptiques. On a pour la mesure du double 
secteur, qui est limité par le rayon vecteur tracé sous 
l'angle a, l'are de la courbe ( C ) et l'axe des .r, 

r° 
u = i I 

Jo 

( R -4- 8 ) doc 

y/R 2 -f- 8 2 s h 2 a 
Evidemment il est 

RL'A ( R + 0)DZ R * ( R + 8) ¿¿A 

J0 i / R ^ + l ^ h ® a = JQ / R M - 82 sh2icc ' 

et, comme sliia == i sin a, 

R I A (R-F-Z)DOC _ . R G ( R + 8) ¿FA J0 v/R' + ^sh-^a ~ ' JQ / R 2 — 82 s i n 2 a ' 
c'est-à-dire 

am iu' — i'am u 

et réciproquement 
l'am u' = am iu. 

Avec l'argument imaginaire, il faut lier le module 
complémentaire. Pour la troisième fonction elliptique, 
on a 

dn iu' = sjR2-f- o 2 sh 2A = / R 2 H - O 2 T A N G U A 

— y/R 2 — ( R 2 — 8 2 ) s in 2 ii 
COS ¿CL 

OU 
, . , d n « ' d n i u = y en u 

i a étant am«'. 
Il faut se rappeler encore les relations qui existent 

entre les fonctions hyperboliques et circulaires, et l'on 

(') Voir M. MARIE, Théorie des fonctions de variables imagi-

naires, t. I, p. 268, Paris, 1874. 
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pourra aussitôt écrire les équations suivantes 

sn (m, k) = sinam(iM, k) = sinzam(w', k') = i sh am( w', 

,,N . s inam(u, k') 
= t t angamiw , A ) = i 7 777? 

0 v ' cosam(u, k ) 

cn ( ta , k) — c osam( i u , k) = c o s i a m ( u k ' ) = cham( u\ k') 

1 cos am ( u, k') 

ou enfin 
, . sn ( u, k') 

sn ( lu, A ) — l 7 77- J 
v c n(uyk) 

en (iu,k)= — 1 • 
v y en ( M , K ) 

Remarque. — L'interprétation de la dégénérescence 
des fonctions elliptiques est maintenant très facile. 
Pour 8 = 0, la courbe (C ) se réduit au cercle et la 
courbe (G') à une hyperbole équilatère. Alors le mo-
dule k se réduit à zéro, et le module k' à l'unité. 

DÉMONSTRATION NOUVELLE DES ÉQUATIONS FONDAMENTALES 
DE LA GÉOMÉTRIE DE L 'ESPACE DE COURBURE C O N -
STANTE NÉGATIVE ; 

PAR M. H. K A G A N , à Saint-Pétersbourg. 

La démonstration des formules trigonométriques et 
de l'équation fondamentale de la Géométrie de Lobat-
cheiïsky, que j'ai l'honneur de présenter, comparée aux 
autres qui me sont connues, me paraît avoir l'avantage 
de déduire toute la théorie avec beaucoup de simpli-
cité d'un seul théorème fondamental. Cette démonstra-
tion est fondée sur les principes suivants, qui se trouvent 
énoncés et démontrés dans toute exposition de la Géo-
métrie de l'espace hyperbolique. 
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1. Une droite parallèle à une autre fait en chaque 

point, avec la perpendiculaire abaissée de ce point sur 
l'autre droite du côté du parallélisme, un angle aigu (u>), 
variable avec la distance (x ) de ce point à l'autre pa-
rallèle. Nous allons exprimer cette dépendance par 
l'équation 

O) r = N ( x ) OU X = <Ï>(U>) 

(selon Lobatclieffsky). Tout angle aigu peut être consi-
déré comme un angle de parallélisme. 

2. Les deux côtés BA et BC d'un angle ABC étant 
parallèles aux côtés B'A7 et B'C' d'un autre angle A'B'C, 
qui est placé dans un autre plan, les deux plans se cou-
pent et la droite d'intersection est parallèle aux droites 
BA et B'A' dans une direction et aux deux autres BC 
et B'Cr dans la direction opposée. 

3. La trajectoire orthogonale d'un système de pa-
rallèles, qui se trouvent dans un même plan, est une 
ligne courbe, que l'on appelle cercle limite. Elle jouit 
de la propriété fondamentale que chaque axe (c'est-à-dire 
l'une des parallèles qui coupent la courbe ortliogona-
lement), qui passe par le milieu d'une corde, est per-
pendiculaire à cette droite et divise aussi l'arc en 
parties égales. La longueur d'un arc limite est parfai-
tement définie par sa corde. 

4. La trajectoire orthogonale d'un système de paral-
lèles dans l'espace est une surface courbe, nommée 
sphère limite, qui peut être produite par la révolution 
du cercle limite autour d'un de ses axes. L'intersection 
de cette surface avec un plan, qui contient un axe, est 
un cercle limite, avec tout autre plan, un cercle. 

o. La Géométrie de la sphère limite est celle d'Eu-
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clide* Les lignes géodésiques de cette surface sont des 
cercles limites. 

Nous allons maintenant démontrer le théorème fon-
damental dont nous avons fait mention ci-dessus. 

Soient AA ; et BB' (Jig. 1) deux axes d'une sphère 
Fig. i. 

A 

limite et AB un arc d'un cercle limite, qui est posé sur 
cette surface. Par le point B, menons un plan perpendi-
culaire à la droite AA'. Le cercle d'intersection de ce 
plan avec la sphère limite donnée peut être considéré 
comme un cercle plan, dont le centre est en E, ou bien 
comme un cercle géodésique, dont le rayon est BA et 
le centre se trouve en A. Menons la tangente rectiligne 
à ce cercle BG et la tangente géodésique BC. Toutes les 
deux se trouvent dans le même plan, qui contient 
l'axe BB' et qui est perpendiculaire au plan des axes AA ' 
et BB'. Soit EF parallèle à BG. L'intersection de la sur-
face avec le plan FEA' est un cercle limite AC. Nous 
allons démontrer que les arcs AC et BC se coupent en 
un point C et que la longueur de l'arc BC est con-
stante, c'est-à-dire qu'elle ne dépend pas de la lon-
gueur AB. 

En effet, comme EF 11 BG et EA' 11 BB% les plans B' BG 
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et A'EF se coupent (voir n° 2 ) et la droite d'intersec-
tion CC' est parallèle à BB' et à BG. Le point C, où 
l'axe CC rencontre la surface, appartient aux deux cer-
cles limites AC et BC. En outre, la perpendiculaire, 
abaissée de B sur la droite CC', divise l'angle droit B'BG 
par moitié. Donc (voir n° 1) 

< G B D = : 450 et BD=<ï> (45 0 ) . 

Si nous prolongeons la droite BD jusqu'à la seconde 
rencontre avec le cercle limite en E', la corde BE '= 2BD 
aura une longueur constante; donc, l'arc BC a 
aussi une longueur constante, que nous désignons par 
l (voir n° 3). Le triangle géodésique ABC étant rectan-
gle, on trouve, selon le 110 5, 

Or, l'angle géodésique A a la même mesure que 
l'angle rectiligne BEF. D'autre part, BG étant perpen-
diculaire à BE, << BEF == II (BE). Donc, désignant la 
longueur de l'arc AB par s et le rayon BE par p, on 
trouve 

( I ) .V = ¿ co t l l ( p ) . 

Cette équation détermine la longueur d'un arc de 
cercle limite en fonction de la perpendiculaire abaissée 
d'une extrémité de cet arc sur l'axe qui passe par l'autre 
extrémité. 

En posant encore arc BAH = is = 1 et BH = X, on 
trouve l'équation 

qui constitue la dépendance entre la longueur d'un arc 
limite (<r) et la corde (X). 

Pour développer la trigonométrie plane de ces for-
mules, considérons un triangle rectangle (fig. 2) ABC, 

AB = / cot A. 
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dont l'hypoténuse soit désignée par c, et les catliètes 
par a et b. Prolongeons AC à une distance CD — AC et 
menons la droite BD. Prenons ensuite la perpendicu-
laire EB au plan du triangle pour axe et construisons la 

sphère limite qui passe par le point A. Le point D se 
trouvera aussi sur cette surface, parce que la révolution 
autour de l'axe EB y amène le point A . 

Soit E le point de rencontre de la surface avec 
l'axe EB. Le triangle géodésique AED étant équilatére, 
l'arc limite EF, qui passe par le milieu F de AD, fait 
un angle droit avec AF. Donc 

<p désignant l'angle géodésique AEF dont la mesure est 
égale à celle de l'angle rectiligne ABC. 

Or, selon les équations ( I ) et ( I I ) , 

AE = Icot l l ( c ) , AF = \ AD = l cotll ( b ) ; 
donc 

( I I I ) cotn(&) = cotn(c )s inB, 

et, par analogie, 

( I V ) cotll( a ) = co tn ( c ) sin A. 

Pour trouver la troisième équation, construisons de 

F i g . 2. 

E 

AF = AE sirnp, 
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nouveau une sphère limite, mais qui passe maintenant 
par le sommet C {fig- 3 ) de l'angle droit; pour axe 

Fig. 3. 

nous conservons la perpendiculaire BB' au plan du 
triangle. Le triangle géodésique DEC est rectangle, parce 
que le plan ACC', contenant la droite AC, est perpen-
diculaire au planC'CB; donc 

DC = CE tangE. 

Mais, l'angle géodésique E ayant la même mesure que 
l'angle rectiligneB, l'équation précédente devient, selon 
la formule ( I ) , 

cotn(/>) = c o t l l ( a ) tangB, 

où p signifiela perpendiculaire CF abaissée du sommet C 
sur la parallèle AA'. Or, l'angle A 'AC étant égal à 
FT (6) , l'équation (III), appliquée au triangle ACD, nous 
donne 

cotn(/?) = cos 17(6), 

et, après la substitution à l'équation précédente, 

( V ) cos 11(6) = cotll ( a ) tangB. 

Les trois équations ( I I I ) , ( I V ) et ( V ) déterminent 
toute la trigonométrie rectiligne. Pour en déduire 
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toutes les dix équations du triangle rectangle, il ne faut 
qu'un procédé analytique d'élimination, que nous lais-
sons au lecteur. Nous ne ferons mention que d'une seule 
équation, dont nous aurons besoin : 

( V I ) c o s l l ( a ) = c o s l l ( c ) cosB. 

On l'obtient très facilement en éliminant l'angle H(&) 
entre les équations ( V ) et ( I I I ) . 

Pour passer au triangle obliquangle, menons la hau-
teur BD = h du triangle ABC ( Jig. 4)* Selon l'équation 
( I I I ) , nous tirons des triangles rectangles ABD et CBD 

cotn(/? ) = cotll ( c ) sinÀ, 

cotI l (/i ) = c o t l l ( a ) sinC. 

En éliminant cotII(/?) entre ces équations, nous 
trouvons 

Vif cotlUar) _ cot lT ic ) _ c o t I I ( 6 ) 
^ ^ sin A si 11G sinB 

Fig. 4. 

La troisième partie de cette équation est adjointe par 
analogie bien légitime. 

En désignant le segment AD par x , nous tirons des 
mêmes triangles rectangles ( V I ) 

j ( cos II ( a-) = cos ï l ( c ) cos A, 

^ \ cosll (b — x) = c o s l l ( a ) cos G. 

Pour trouver la troisième relation entre les angles et 
les côtés d'un triangle obliquangle, il ne faut qu'élimi-
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ner x entre les équations (VI I I ) . Mais cette élimina-
tion n'est pas si simple, parce que ce n'est plus l'angle 
n ( x ) qui est à éliminer, mais la variable x elle-même. 
La réalisation de cette élimination exige une transfor-
mation de la fonction cosJT(è— x ) . Cette transforma-
tion fournit aussi l'expression analytique de la fonction 
n O ) -

Pour effectuer la transformation dont il s'agit, con-
sidérons un cercle limite et menons par le milieu H 
( f i g. 5) d'une corde AC, ainsi que par les points E et E' 
•arbitrairement choisis sur cette corde et sur son prolon-
gement, les axes BZ>, Drf-, D'd'. 

Comme nous voyons 

(OL) arc AG = arc A D -h arc DG, 

Fig. 5. 

nous donne 

arc AD = / c o t l I ( A L ) , arcDG = /co t l I (CK ) . 

Désignons la demi-corde RC par x et le segment HE 
par y . Il est évident que l'angle HEL est égal à ï l (y ) - , 
donc, selon l'équation ( I I I ) , les triangles rectangles ALE 
et CKE nous donnent 

c o t l I ( A L ) = c o t I I ( # y ) sinlI ( jK), 

cotn(GK) = cot fi(x —y) sin l\(y). 
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Comme, selon l'équation ( I I ) , 

AG = 3/cotll( x), 

l'équation (a ) , après la substitution des valeurs trouvées, 
devient 

2 C 0 t n ( # ) = [ c o t U ( x -+-/) -f- cotII(¿r — y)] s inl I ( jK) , (P) i r - , 
D'autre part, 

( a ' ) arc AG = arc A D ' — a r c C D ' . 

Désignons maintenant HC par y et HE' par x. L'angle 
CE'D' étant égal à I I ( x ) , nous transformons l'équa-
tion (a' ) par un procédé parfaitement analogue en 

2C0 t I I ( y ) = [cotII(a? - f - y ) — c o t Ï Ï ( # — j ) ] s in l l (^ ) 7 

( ? ' ) i r - ! 

Comme les quantités x et y dans les équations (p ) et 
ne sont soumises qu'à la seule condition nous 

pourrons leur attribuer la même valeur dans les deux 
équations, ce qui nous donne par élimination les for-
mules bien connues 

x cosI I ( r ) -f- cosIl(2?) 
cotï l f x -+- y) = —. J;- . „ , \ 7 , 

v J ) s inn ( jK ) s i n l K » 

. cosl l f^r) — cosII ( y) cotH(x-y) = s i n ^ y ) s i a a {
{ / ^ 

d'où nous trouvons sans peine 

TT/ X COSIIO) -4- c o s I I ( y ) 
( V ) cosII(A7 + R ) = ' . FTT-T> 

v J 7 i -h c o s l l ( ^ ) cosI I ( y) 

. * cosn(^) —cosn(jK) 
( o ) cos t I ( # — y) = —r „ ; •. ? 

y J J j — cos 11(3?) cos II (y ) 

sans ambiguïté, parce que toutes les quantités qui y 
figurent sont positives. 

En éliminant cos II (a:) des équations (V I I I ) au moyen 
de l'équation (3), nous trouvons la troisième équation 
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trigonométrique du triangle obliquangle 

c o s E I ( 6 ) [ n - c o s H ( a ) c o s I I ( c ) cos A cos G] 
= c o s l l ( a ) cos G H- cos 11(c) cos A . 

En outre, l'équation ( y ) nous donne 

i -h cosIÏ(:r -\-y) _ I H - c o s i l y ) i -4- cos I I ( y) 

i — cos II ( — y ) ~~ i — coslï (^r) i — c o s n ( ^ ) ' 

ou bien 

( I X ) c o t | n ( ^ - + - ^ ) = co t {n ( ^ r ) c o t ^ n ( ^ ) . 

Comme la seule fonction qui satisfait à l'équation 

fonctionnelle 

x et y étant parfaitement arbitraires, est ®(x) = aœ, 
nous trouvons 

,r 
cot-|-n(#) = e 

C'est l'équation fondamentale de la Géométrie de Lo-
batcheffskj. Pour compléter la théorie, il ne reste qu'à 
déterminer la constante k. 

Soient AEB ( Jig. 6) un arc de cercle, C son centre, C' 

Fig. 

géodésique ACrB sont équilatères. D et F étant les 
milieux de l'arc ADB et de la corde AB, nous désignons 
AF par X, AD par o\ Soient r le rayon plan AC du cercle, 
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o le rayon géodésique AC . Il est évident que 

. O) , _ , . . a> 
c = p sin - = l cotn ( r) sin — > r 2 2 

cotl l ( X ) = c o t l l ( r ) sin ^ , 

(o désignant la mesure commune des angles AC'B et 
ACB. Si cet angle devient infiniment petit, la corde 
le devient aussi et le rapport 

c o t n ( X ) : X = -

tend vers 7- Donc k 
lim — = — ( w = o ) . i c k 

Or, cette limite est égale à 1 ; donc k = e, et 
X 

co t|n ( a? ) = e « , 

i l désignant la longueur d'un arc limite dont les axes 
extrêmes font des angles de 45° avec sa corde. 

Remarquons encore que la formule ( I ) détermine bien 
simplement la longueur de la circonférence de cercle. 
En effet, p étant son rayon géodésique et r son rayon 
plan, 

G = '2 7Tp = 2 7T / COt l I ( r ) . 

SUR LE THÉORÈME DE CARNOT ; 
PAR M . ANDRÉ G A Z A M I A N . 

I . — SUR LE THÉORÈME CORRÉLATIF DE CELUI DE CARNOT . 

Nous partirons de la proposition suivante : 

( A ) Considérons sur chaque côté d'un polygone 
ABC.. .HKL un même nombre de points a, ¡3, y, ..., A; 
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OL', y', . . . , X' ; . . . -, a«, y,,, . . . , Xw fiés la rela-
tion segmentaire 

A a A £ A X_ B V L a , LX^ _ 
Ba BP " " BX G a' Cp' " ' CX' ' " A « „ A p„ ' " A X„ ~ ~ J ' 
que nous appellerons relation de Carnot. 

Prenons la figure polaire réciproque relativement à 
un cercle de ce polygone et des points situés sur ses 
cotés. ]Nous obtenons ainsi un nouveau polygone 
Ai B4 C { . . .H1 K4 LÌ et des droites issues en nombre 
égal de chaque sommet de ce nouveau polygone, et cor-
respondant aux points a, ¡3, . . . , a/, ¡3', . . . . Ces droites 
rencontrent chaque côté du polygone ne passant pas par 
le sommet d'où elles sont issues en un certain nombre 
de points. 

Entre tous les points ainsi obtenus et les sommets du 
polygone il existe une relation de Carnot. 

Remarquons d'abord que, si l'on joint un point O à 

F i g . i . 

ti on 

s inOAB sinOBG sinOFA _ 
s inOBA sin OGB " ' ' s inOAF ~ 

On a en effet 

s inOAB _ OB sinOBG _ OC 
sinOBA O A ' sin OGB ~ O B ' 
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En multipliant membre à membre, le second membre 
devient égal à l'unité. 

En particulier, si Ton joint un sommet A du polygone 
à tous les autres sommets, on a 

sinABC sinACD sinAEF _ 
( ' 2 ) sinACB sinADC ' "4 sinAFE "" lm 

Joignons maintenant le point O à un certain nombre n de 
points a, ¡3, y, . . . , X situés sur le côté AB. On peut écrire 

Aa = Oa 
sin AOa 

donc 
sinOAB 

B a = O a sin BOa 
sinOBA 

sinOBA sin AO a 

(3) 

On aura, par suite, 

Aa Aj i AX 
l ia B j BX 

_ /sinOBAV* sin AOa sin AO P sin AO X 
~ \smOAB/ sinBOa sinBOp * " sinBOX' 

En joignant de même le point O à n points a', ¡3;, 
V -, . . . j a„, ¡3;i, . . s, \n pris sur chaque côté du polygone, 
on aura 

Aa A p AX Ba' 
Ba Bp ' * BX Ga' c j i ' 

( sinOAB sinOBC 
sinOBA sinOGB ' 
sin AO a sin AO p 

X sinBOa sin BO p 

\si 

* Aart A p « AX„ 
sinOLA V* 
sinOAL/ 
sinBO a' sin BO pf 

" sin GO a' sin GO P' * 
sin LO X„ 
sin AO\n 
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La première partie du second membre est égale à l'unité 

d'après (2 ) . Donc, si les points considérés sont liés par 
une relation de Carnot, le premier membre étant égal à 
l'unité, il en est de même, alors, de la seconde partie du 
second membre, et l'on a la relation 

l s i n A O g s inAOp sinAOX s inBQq 
s inBOa sinBOj3 * ' * sin BOX sin GO a' 

sin BOX' sinLOa,, s i n L O X , t _ _ 1 _ 
sin GO X' s i n A O a ; i sinAOX« 

Prenons maintenant la polaire réciproque du poly-
gone P et des points situés sur ses côtés par rapport à 
un cercle de centre O. Au côté ABcorrespond le point , 
et aux points a, ¡3, . .., À situés sur AB, des droites A 
issues de A i . Appelons a,, .. les points où ces 
droites rencontrent le côté C< du polygone P'. On a 
[relation (3 ) ] 

Bi «1 Bjfr BjX, 
GIAT GI^I C1X1 

/ sin Ai Bt G! \ « s inGtAj«! s i n C i A ^ s i n C j A ^ j 
— '^sinAjCiBi/ sinBjA^i sinBjA^i s i n B ^ ^ 

Appelant de même a2, [32, • • ; X„ 
les points où les droites A rencontrent les côtés Ci D4, ..., 
K Î L Î du polygone, on a 

G, A2 GJ 

__ /s inA^iDA« sinD1A1a2 sinDjAj^ sinDjAtX, 
~~ V s i n A t D j G i / sin G! Ai a 2 sin G! AÏ p 2 s i n G 1 A 1 X 2 ? 

KTCTN. KT _ K T X„ = / s i n A ^ L A » S INL^OC»  
hiOLn Li L i \ n y s i n A t L ^ i / s i n L ^ a * 

Multiplions membre à membre, la première partie 
du second membre est égale à l'unité [d'après la rela-
t i o n ^ ) ] ; dans la seconde partie, les angles tels que 
Ci A4 ai et Ci Ai a2 étant les mêmes, il reste finalement 

Ann. de Mathémat3' série, t. XIV. (Janvier i8g5.) 3 



( 34 ) 
la relation 

BIÛFT BI XT CI 012 C1À2 KJ A,I K IX W 

Ci a! C^t Dja2 DtX2 

__ sinLiAtaj sinLjAjpj sinLjAjXj 
sinB^iaj sinBjAiPi sinB^iXi 

Ainsi, en formant pour les points d'intersection avec 
les côtés du polygone P' des droites A issues de A< le 
produit que représente le premier membre, ce produit 
est égal au produit des rapports des sinus des angles 
que chaque droite A fait avec les côtés du polygone issus 
du sommet d'où elles partent; de même, en formant 
pour les droites A' issues de le produit analogue; ce 
produit sera égal au produit des rapports des sinus des 
angles que chaque droite A' fait avec les côtés A* et 
Bi C4, etc. 

En multipliant membre à membre toutes les égalités 
ainsi obtenues, dans le premier membre on obtiendra 
le produit des rapports des distances de tous les points 
d'intersection sur chaque côté aux deux sommets du 
polygone limitant ce côté} quant au second membre, il 
sera égal (en valeur absolue) à l'unité d'après la rela-
tion (4) , car l'angle L< A4a< par exemple est égal (ou 
supplémentaire) à l'angle AOa , dans le premier poly-
gone, les côtés de ces deux angles étant perpendiculaires. 

Donc la proposition se trouve démontrée. 

Conséquences du théorème précédent. —Trois points 
étant pris en ligne droite sur les côtés d'un triangle, il 
existe entre ces points une relation de Carnot( théorème 
de Ménélaùs). 

Transformons par polaires réciproques et appliquons 
le théorème (A ) . On voit que trois droites concourantes, 
issues des trois sommets d'un triangle, rencontrent les 
côtés opposés en trois points entre lesquels existe une 
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relation de Carnot. C'est le théorème de Jean de Céva. 

Plus généralement, les six points d'intersection d'une 
conique et des côtés d'un triangle sont liés par une rela-
tion de Carnot. Corrélativement, d'après le théorème (A)? 
si l'on mène par les sommets d'un triangle les tangentes 
à une conique, elles rencontrent les côtés du triangle en 
six points liés par une relation de Carnot. 

Plus généralement encore, on est conduit, dans le 
cas d'un polygone quelconque et d'une courbe algé-
brique quelconque, à un théorème énoncé et démontré 
algébriquement par M. L. Ravier (N o u v e l l e s Annales, 
août 1899.) et relatif aux points d'intersection avec les 
côtés d'un polygone des tangentes menées par chaque 
sommet à une courbe algébrique. Ces points sont liés 
par une relation de Carnot. 

On sait que, dans le cas d'une conique et d'un triangle, 
la réciproque du théorème de Carnot est vraie. La réci-
proque de son corrélatif l'est également, de sorte que 
l'on peut énoncer la proposition suivante : 

Six points étant pris sur les côtés d1 un triangle, deux 
sur chaque côté, et liés par une relation de Carnot : 

i° Ces six points sont sur une même conique; 
(2° Les droites joignant chaque sommet du triangle 

aux deux points situés sur le côté opposé touchent une 
même conique. 

En d'autres termes, les points d'intersection avec 
chaque côté d'un triangle des tangentes menées par 
chaque sommet à une conique sont sur une même co-
nique, et inversement les droites joignant chaque som-
met aux points d'intersection d'une conique avec les 
côtés touchent une même conique. 

Cas particuliers : 

En joignant les points d'intersection de deux trans-
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versales avec les côtés d'un triangle aux sommets, on 
obtient six droites tangentes ¿1 une même conique. 

En joignant chaque sommet d'un triangle a deux 
points du plan, les droites ainsi obtenues rencontrent 
les côtés du triangle en six points situés sur une 
même conique. 

Cette dernière proposition, bien connue, est due 
à Steiner. 

I I . — APPLICATIONS (TRIANGLES HOMOLOGIQUES). 

( B ) THÉORÈME. — Lorsque deux triangles sont ho-
mologiques : 

i° Les points ou chaque côté de l'un sont rencontrés 
par les deux côtés non correspondants de l'autre sont 
sur une même conique; 

'2° Les droites joignant chaque sommet de Vun aux 
deux sommets non correspondants de Vautre touchent 
une même conique ; 

3° Les droites joignant chaque sommet de Vun aux 
points ou le côté opposé à ce sommet rencontre les 
deux côtés non correspondants de l'autre touchent une 
même conique ; 

4° Les points d'intersection de chaque côté de l'un 
avec les droites joignant le sommet opposé à ce côté 
aux deux sommets non correspondants de l'autre sont 
sur une même conique. 

Soient ABC, abc deux triangles homologiques. Les 
sommets correspondants ( A ( B , è) , (C, c) sont 
situés sur trois droites concourantes et les côtés cor-
respondants (AB, ab), (AC, « c ) , (BC, bc) se rencon-
trent en trois points situés sur une même droite 1FJ. 

Ces six points H, K , L, G, D, E où chaque côté d'un 
triangle*est rencontré par les côtés non correspondants 
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de l'autre sont sur une même conique. En effet, le théo-
rème de Ménélaus appliqué au triangle ABC coupé par 

Fig. 3. 

les transversales ¿c, ac, IFJ, donne successivement 
les relations 

Â D x B F x G G = Â G X C F X F D , 

Â l x B H x C Î ^ Â Î x G H x B Ë , 

Â J x BK x GL = ÂL x GK x BJ, 

ÂI x BJ x CF = ÂJ x BF x Cl. 

Multiplions membre à membre ces quatre relations, 

il vient, après simplifications, 

i ÂD x Â Ë x B H x B K x G L x GG 
1 j = Â G x Â L x C K x C H x B Ë x B D . 

i° Donc (réciproque du théorème de Carnot) les 
points H, K , L, G, D, E sont sur une même conique. 

2° Transformons par dualité : à deux triangles ho-
mologiques correspondent deux triangles homologiques ; 
on obtient la proposition énoncée. 
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3° La troisième partie résulte de la relation ( i ) et 

de la réciproque du théorème corrélatif de celui de 
Carnot. 

4° La quatrième partie s'obtient en appliquant à la 
troisième le principe de dualité. 

RÉCIPROQUES .— I ° Une conique quelconque coupant 
les côtés d'un triangle en six points, si Von numé-
rote ces points en partant d un sommet du triangle 
i,2, 3, 4? 5, 6, Us droites 2 3, 4 6 i forment un trian-
gle homologique du triangle donné. 

En effet, en appliquant le théorème de Gar not, on a 
la relation 

AI ) x A Ë x B H x B K x a x C G 

= ÂG x ÂL x CK x G H x B l x B D , 

et, en appliquant le théorème de Ménélaiïs au trian-
gle ABC coupé par les transversales ac, ab, 

ÂD x BF x GG = ÂG x CF x BÏK 

ÂE x BH x CÎ = ÂT x Gïl x BË, 

ÂJ x BK x CL = ÂL x GK x BJ. 

Multipliant membre à membre les trois dernières 
relations et tenant compte de la première, il vient 

Aï x BJ x CF = ÂJ x BF x GÏ. 

Donc (réciproque du théorème de Ménélaiis) les trois 
points I, F, J sont en ligne droite et les deux triangles 
ABC, abc sont hoinologiques. 

20 Si par les* sommets d1 un triangle on mène les 
tangentes à une conique quelconque, et si l'on numé-
rote successivement ces tangentes à partir d'un som-
met 1, 2, 3, 4y 5, 6, les points de rencontre des tangentes 
(2, 3), (4, 5), (6, 1) forment un triangle homologique 
du premier. 
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Ce théorème est corrélatif du précédent. 
On peut encore énoncer ainsi les deux réciproques 

précédentes : 
I. Lorsqu'un hexagone est inscrit dans une conique, 

si l'on numérote successivement les côtés i , 2, 3, 4> 
5, 6, les côtés (1, 3, 5) et (2, 4> 6) forment deux trian-
gles homologiques (1 ). 

Donc : 
i° Les points de rencontre des côtés (1 et 4), (2 et 5), 

(3 et 6) sont en ligne droite (théorème de Pascal) ; 
20 Les droites joignant les points (1, 3) ( 2 ) et (4, 6 ) } 

(2 , 4 ) et (5, 1); (3, 5) et (6, 2) sont concourantes. 

Fig. 4. 

Corollaires. —Les droites joignant le sommet (1, 3) 
aux points ( 2 , 4 ) et (2 , 6) et les droites analogues 
(droites joignant chaque sommet d'un triangle aux som-

( ' ) Il nous paraît préférable d'énoncer ainsi le théorème de 
Pascal, car cet énoncé implique, outre la propriété si connue de 
l'hexagone inscrit, d'autres propriétés intéressantes. 

( ' ) On a appelé point ( i , 3 ) le point situé à l'intersection des 
côtés numérotés 1 et 3. 
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mets non correspondants de l'autre) touchent une 
même conique. 

Fig. 5. 

On obtiendra deux autres corollaires en appliquant 
les deux dernières parties du théorème fondamental (B). 

II . Lorsqu'un hexagone est circonscrit à une conique, 
si l'on numérote successivement les sommets i , 2, 3, 
4, 5, 6, en joignant les sommets (1, 3, 5) et (2, 4? 6), 
011 forme deux triangles liomologiques. 

Donc : 
i° Les droites joignant les sommets correspondants 

(i et 4), ( 2 et 5), (3 et 6) sont concourantes (théorème 
de Brianchon). 4 

20 Les points de rencontre des côtés correspondants 
(1, 3) et (4, 6) ; (2, 4) et (5, 1) 5 (3 , 5) et (6, 2 ) sont 
en ligue droite. 

En appliquant le théorème (B), on obtiendra trois 
autres propriétés intéressantes de la figure. 
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THÉORÈMES SUR LES TRANSVERSALES ; 
PAR M . LE PROFESSEUR FRANCESCO F E R R A R I . 

M. L. Ravier démontra (N o u v e l l e s Annales de Ma-
thématiques, t. X I , 3e série) un théorème analogue à 
un théorème de Carnot et qui est une généralisation 
du théorème de Ceva. Ce théorème, si un point d'un 
coté d'un polygone A| A2 - . • A « signifie un point de la 
droite à laquelle appartient le côté, et si le rapport dans 
lequel un point M divise un côté A^A^, du polygone 

signifie le rapport positif ou négatif > peut être 

énoncé ainsi : 

I. Si, par tout sommet d'un polygone plan, on mène 
toutes les tangentes à une courbe algébrique de son 
plan, leurs points d'intersection avec les côtés du po-
lygone non adjacents à ce sommet divisent ces côtés 
dans des rapports dont le produit est -f-1. 

Sur cet intéressant argument, je veux faire remarquer 
les autres théorèmes suivants : 

I I . Si, par tout sommet d-un polygone plan de n cô-
tés, on mène m droites dont les points d'intersection 
avec les côtés non adjacents à ce sommet divisent ces 
côtés dans des rapports dont le produit est -f- i et 
mn — 1 de ces droites sont tangentes à une même courbe 
de mn^me classe, la mnièrrte droite sera aussi tangente 
à la même courbe. 

En effet, si la mn{kme droite (soit A< ) n'était pas 
tangente à la courbe, la micmc tangente à la courbe pas-
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sant par A, serait une autre droite A* T', et en appelant 
respectivement p^ pf les produits des rapports dans 
lesquels les côtés du polygone non adjacents a A i sont 
divisés par leurs points d'intersection avec les droites 
A 4 T 0 A^T', devrait être, à cause de l'hypothèse et du 
théorème I, p{ = //. Mais si M, N sont respectivement 
les points où les A, T t , A j T;coupent la diagonale A « A 
le polygone A2 A3 .. . An coupé par A, , A< T ' donne 

A « M , X , , A „ N , , , 

et de là il s 'ensuivrait que 

A JV! 

M A 2 I \ A 2 ' 

ce qui est absurde. 
Par 

i m = i \ m — 2 
f n =3 ' l n = 3 

on obt ient les deux propr ié tés : 

1. Si trois points divisent les côtés d'un triangle 
dans des rapports dont le produit est -t-i, les droites 
qui les joignent aux sommets opposés passent par un 
même point (situé au fini ou à l'infini). 

2 . Si sur les côtés d'un triangle sont situés six 
points (deux sur chacun), qui divisent ces côtés dans 
des rapports dont le produit est -h i. les droites qui 
les joignent aux sommets opposés sont tangentes à 
une même conique. 

III . Si, par les sommets d'un polygone plan d'un 
nombre impair de côtés, on mène toutes les tangentes 
à une courbe algébrique de son plan, leurs points 
d'intersection avec les côtés respectivement opposés 
divisent ces côtés dans des rapports dont le produit 
est -h t. 
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Réciproquement : sur tout côté d'un polygone 

plan d'un nombre impair n de côtés, existent m points 
qui divisent ces côtés dans des rapports dont le pro-
duit est + i, et mn — i des droites, qui les joignent 
aux sommets respectivement opposés, sont tangentes à 
une même courbe de tnième classe, la mnièm€ droite 
sera aussi tangente à la même courbe. 

IV. Si, par tout sommet (At) d'un polygone plan 
Ai Ao ... A«, on mène toutes les tangentes à une courbe 
algébrique de son plan à rencontrer deux côtés quel-
conques équidistants de ce sommet (A f A i + 4 , A „_ i + I , 

ensuite par le sommet successif (A2) les tan-
gentes à la même courbe à rencontrer les deux côtés 
successifs aux précédents (AJ+1 As+2f An_s+2i An_s+3), et 
ainsi de suite par chacun des autres sommets, tous ces 
points d'intersection divisent les côtés du polygone 
dans des rapports dont le produit est -f-i. 

Ces deux théorèmes III, IV se démontrent à l'aide des 
formules mêmes établies par M. Ravier. 

V. Si, par tout côté d 'un poly gone gauche, on mène 
tous les plans tangents à une surface algébrique, leurs 
points d'intersection avec les côtés du polygone non 
adjacents ci ce côté divisent ces côtés dans des rapports 
dont le produit est -h i. 

Réciproquement : Si, par tout côté d'un polygone 
gauche de n côtés, passent m plans, dont les points 
d'intersection avec les côtés non adjacents à ce côté 
divisent ces côtés dans des rapports dont le produit est 
H- i, et mn — i de ces plans sont tangents à la même 
surface de classe m, le mnième plan sera aussi tangent 
a la même surface. 
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Le théorème direct peut être démontré suivant un 

procédé analogue à celui de M. Ravier par le théorèmeI. 
Soit, en effet, 

f(u, p, w, 10) == o 

l'équation en coordonnées de plans de la surface de 
classe m. La condition, pour qu'un plan passant par 
trois p o i n t s ( x n y < , z n f4 ), (x2, y2, z2l i2), ( « r ' , y , z', t') 
soit tangent à la surface, sera 

( 0 

ri h 1 Xt -1 ti 

y* Z-2 t2 , — x2 z% U 

y s' t' x' z' t' 

Xi y i 11 Xi yi -i 

x2 y 2 ¿2 , — X 2 r-2 -2 

x' r' 3?' y -

Si x', y\ z*, t* sont variables, la ( i ) représente le 
faisceau de plans tangents à la surface et passant 
par la droite . . .). Si (xn yr, zn f r ) , 
(xS9 ysÎ ?'s<> ts) sont deux points quelconques, en met-
tant dans la ( i ) 

xr yr-F- Xys, zr~h A zSy tr H- X £? 

au lieu de x', y7, s', on a une équation de mième degré 
en )., dont les solutions sont les m rapports dans les-
quels le segment ( x n • • •) . . .) vient d'être divisé 
par les plans du faisceau. Le produit de ces rapports, 
en désignant par et ce que devient le pre-
mier membre de l a ( i ) si, au lieu de x', y\ z\ t', on met 
xn yn zn tr ou xSJ ys-> ¿s, tsi sera de là égal à 

( - 0 " 
A * 

Si les sommets d'un polygone gauche A 4 A 2 . . . An 

sont ( x ^ y ^ z ^ t i ), (x2 , ...)> •••)> l e P r o d u i t p 

de toits les rapports, dont on parle dans l'énoncé du 
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théorème, sera de là donné par la formule 

P = ( - . ) " 

x ( — >)" 

X ( -
X . . 

/ M , 3 ^ 

/l,2,4 
— 0 W ~f 

J\,2,5 

^2,3,5 

x f z * 3,5 
— i Vn - • 

«/*2,3,6 y 2,3,1 

/3,4,5 
f ( 3,4,6 

x ^3,4,6 

/ 3,4.7 

X /3,4,1 

J3,4,2 

fn, 1,2 , f (" 
Jn, 1,3 

f n , 1,3 

Jn, 1,4 
x (—I ) " 

J ', . . . . 

/l,2,tt .A,3,1 ^3,4,2 .///,l,rt-l 

et puisque «(/i — 3) est uombre pair, et 

/l,2,3 = /2,3,1> • •• , 
on a 

P — H - I . 

La réciproque se démontre comme le théorème IL 
De là, ayant égard aux théorèmes de Carnot. déri-

vent les corollaires : 

1. Les plans, qui passent par les côtés d'un quadrila-
tère gauche et par un même point, rencontrent les 
côtés opposés en points situés dans un même plan} 
réciproquement, si quatre points sont les intersections 
d'un plan avec un quadrilatère gauche, les plans pas-
sant par chacun d'eux et par les côtés opposés passent 
par un même point. 

2. Si par tout côté d'un pentagone gauche et par un 
même point passe un plan, les points d'intersection de 
ces plans avec les côtés du pentagone non adjacents à 
ce côté sont situés sur une même surface de second ordre. 

3. Si, par tout côté d'un pentagone gauche passent 
deux plans qui coupent les côtés non adjacents en points 
qui divisent ces côtés dans des rapports dont le produit 
est i , les dix plans sont tangents à la même surface 
de deuxième classe. 
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4. Si, par les cotés d'un quadrilatère gauche, passent 

les plans tangents à une surface de deuxième classe, et 
si quatre de leurs points d'intersection avec les côtés 
non adjacents sont les points d'intersection d'un plan 
avec les côtés du quadrilatère, les autres quatre sont 
situés aussi dans un même plan; ou, si quatre de ces 
plans (deux quelconques ne passant pas par le même 
côté) passent par un même point, les autres passent 
aussi par un même point. 

5. Si, par les côtés d'un pentagone gauche passent les 
plans tangents à une même surface de deuxième classe, 
et si dix de leurs points d'intersection avec les côtés non 
adjacents sont les points d'intersection d'une surface de 
second ordre avec les côtés du pentagone, les autres dix 
sont aussi situés sur une même surface de second ordre. 

Si la surface du théorème V est de deuxième classe, 
et le polygone a les côtés tangents à la surface même, 
les deux plans tangents qui passent par tout côté coïn-
cident, et le produit des rapports, etc., pourra être -f- î 
ou — i. Pour n - /j, n 5, on a donc : 

6. Les plans tangents à une même surface de deuxième 
classe, qui passent par les côtés d'un quadrilatère gauche 
circonscrit à elle-même, coupent les côtés opposés en 
quatre points, qui sont dans le même plan ou tels que 
trois quelconques d'eux et le conjugué harmonique de 
l'autre, par rapport aux sommets du côté sur lequel il 
est situé, sont dans le même plan. 

7. Les plans tangents à une même surface de 
deuxième classe, qui passent par les côtés d'un pentagone 
gauche circonscrit à elle-même, coupent les côtés non 
adjacents en dix points, qui sont situés sur une même 
surface de second ordre ou tels que neuf quelconques 
d'eux et le conjugué harmonique de l'autre, par rapport 
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aux sommets du côté sur lequel il est situé, sont sur 
une même surface de second ordre. 

Le polygone du théorème V direct peut être aussi 
plan; s'il est plan, le théorème devient le suivant : 

8. Dans un polygone plan, les points d'intersection 
de tout côté avec les côtés non adjacents ci lui divisent 
ces côtés dans des rapports dont le produit est -+-1. 

n est un polygone plan> en faisant 

A , = AS (S = I, A, . . . , 7I; M + I - I ) , 

et désignant par i/, . . ., t{
s
m] les ni tangentes con-

duites par As à une courbe de classe ni, on a la rela-
tion 

s— n ns in (q y . t's+l) s inQ, y . ) ^ ^ ^ s in (a , . ¿jffi ) ^ ^ 

sin(fs"+i • «¿-M) ~~ ~f~ 
s = i 

En effet, si est une droite passant par un sommet 
AJ+1 du polygone et M le point où coupe la diago-
nale A5A j + 2 , le produit des rapports, dans lesquels les 
points d'intersection de avec les côtés non adjacents 
à As+i divisent ces côtés, est 

A,-H 2 M 
MA, 

et pour cela 
ttj-4-i sin (a,-M ts+1 ) t 

as sin( ts+x .as) ' 

et donc le produit de tous les rapports analogues corres-
pondant aux mn tangentes t'$ , t"s , . . . . t{Jn) est égal à 
l'inverse du premier membre de la (2 ) . 

VII. Si A| A2 . . . An est un polygone gauche, et si 
Von désigne par a$ le côté 

A , A , ( s = I, a, . . n ; ai -h 1 — 1 ; n -1-2 = 2), 
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par ps le triangle A f A i + , AJ+2 ou son plan} et par t^ 
t"s, . . . , t's"l) les m plans tangents conduits par as à une 
surface déclassé m, on a les relations 

nSn s'in(a* - '¿-î ) t;+l ) t # # sin(a?. __ 
sin ( t:+l . ) sin ( C , . as+t ) " ' sin ( t ^ . as+2 ) 

*in(Ps- ) s i n ( P*- > . . . sin (Pg- ts+ïï = 
sin( . s i n ( ^ v ' + 1 .yvn) sin( # # . ps+i) 

s — 1 

En eilet, si est un plan passant par , et M le 
point où /tH_, eoupe la diagonale A ^ A ^ , le produit des 
rapports dans lesquels les points d'intersection de ts+i 

avec les cotés non adjacents à as+l divisent ces côtés «st 
égal à 

A ,v+3 M 
MA, 

Mais on a 
Asm_3 tVI __ sin . 
M A s. as si ii ( ts+.!. as ) 

et aussi 

AA.,.aJM _ t('trac<lroyV.ç+3A,ç+-2 M __ />,+! sin ( . ts-h\ ) 
M A,s- ici raècl re MAÇ+1 A,-_i_2 As ps si N ( t^i .ps ) 

et pour cela le produit de tous les rapports corres-
pondant à tous les plans tangents, comme au théo-
rème \, est égal soit à l'inverse du premier membre 
de la (3), soit à l'inverse du premier membre de la (4)-

VIII. J'observerai encore que l'on peut formuler des 
théorèmes analogues aux théorèmes I, II, III, IV , V I et 
relativement au polygone sphérique, et relativement au 
polygone gauche, par les sommets duquel passent les 
plans tangents à une surface algébrique et parallèles à 
une même droite PQ. Ces théorèmes se démontrent en 
ayant recours, dans le premier cas, à la projection de 
la ligure du centre de la sphère sur un plan, dans le 
second cas, à la projection sur un plan parallèlement à 
la droite PQ. 
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SUR UN PROBLÈME DE GÉOMÉTRIE PLANE 0 ) ; 
PAR M. ROMUALD BLAZE IEVSK I . 

Nous avons les équations de trois hyperboles 

= M, m2x.2y2 — m3x3ys = u 

dont les coordonnées sont liées par la relation 

y(-2x — i) = x(i— x). 

Le paramètre u dépend de l'inconnue D , diamètre du 
cercle inscrit dans le triangle, dont les bissectrices 
w2, sont données. En effet, nous avons posé 

_ xt x2 XZ  

U - D 

Pour fixer les idées, nous avons supposé que xK, .r2, 

un signe quelconque. Pour u négatif, nous aurons l'hyper-
bole tracée par points sur la figure; les intersections 

(1 ) Voir 3e série, t. XIII, p. 28. 
Ann. de Mathémat3e série, t. XIV. (Février 1895.) 4 
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JA, ¡JL' de cette courbe avec la courbe en trait continu 

y(2x — i) — x(i — x) 

peuvent être au delà des ordonnées AC, aT. Il est facile 
de justifier cette méthode : comme nous savons, il y a 
dans le triangle des cercles exinscrits-, si nous prenons 
le rayon d'un tel cercle avec le signe négatif, on peut, 
en conservant pour Xi les signes positifs, continuer la 
représentation géométrique du problème avec le para-
mètre négatif u. 

Nous avions établi les équations 

mi D Xi ( i — Xi) — iXiX2Xz — x2 xz, 

m2X)x2(i — #2) = 2XiX2x3 — 2*1 ; 

la soustraction donne 

nii D-r^t—xi)— m2D#2(i — x2) = (xi — x2)x%; 

la relation d'Euler x:) — 1 — x, — x 2 permet de faire la 
séparation de variables 

///, Da?!(i — xi)-+-x\ — 7. Xi — m2Dx2(i— x2)-t- — 2x2, 

et de même nous avons cette expression égale à 

m3D3j73(i — ¿c3)-t- x\ — ix^. 

Ajoutant l'unité et chassant 

?njDiXi(i — Xi) 

à l'aide des équations (1), désignons la valeur com-
mune de 

7)1 i 'ÙiXi(l — Xi ) - f - (Xi — l )2 

par F, 

F — '?.XiX2x3-±-(Xi — 1)* — x2x3 

- \ JYl Xi X2 xz -h ^ ( Xi — I )2 _ 2 3*2 ̂ 3 J , 

quantité par rapport aux racines de l'équation en t qui 
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peut être écrite 

t ( t - i y + ( y - i ) t - i (JK-I); 

le coefficient y est donné par la relation 

— 9 
4072 

/ w \ qx*—g-hz 
( i q - z ) { y - i ) = 2 ï 

mais 
-s 

I — a?2 = - ; 

z(x — g'y 
(iq-z)Lr-0 = r 3 

uJ 
De l'équation en t nous avons 

Ainsi, en se reportant aux relations 

X \ x% x$ = | (JK —I), 

nous avons 

Nous obtenons l'équation 

x — q m^Xiii — — i)2 = ^ • 

Comme x = ——> £ = mK m2 m2 m3 -f- m3 mt , 
D y * 

/ = mj m2/n3, q = — > l'équation pour sera 
k* 

(2) m j D ^ i — — 1)2 _ { D 2 ( * _ ¿1)) == o. 
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Pour jr2 , #3 nous aurons 

Ordonnant ( 2 ) par rapport à x K , nous avons 

(1 — m i D ) a ? î - f - ( m i D — 2) 1 — * — 

Introduisons à la place de x x 3 , 

X l — l = = l ) y u X-I I :== DJ2, 3̂ —l=D/3, 

nous aurons 

- NU D27L (1 + D 7 L ) + = { D « ( ^ / D ) ; 

en divisant par D 2 , nous aurons 

(1 - m ^ ) y \ - m i y i = \ { k - ¿D), 

[( 1 — /ft 1D) jki — 2 m 1 ] 2 — l [ /w} H- ( A" — ^ D ) ( 1 — D ) ] 5 

il est facile de constater que 

m\ ~ k—(kmx -4- /) D -+- lmx D2 

— (mx-+- tn2— m1/?z2D) (mj-f- m3— D). 

Introduisant pour un moment 

T 1 . 1 1 1 1 
a — 1 , _ 1 9 c — 1 , 

//¿2 mz m\ m2 

nous aurons 

( 1 — ///., D ) R! ~~ V /«I — h mx yjru* //¿3 D — b ) ( D — c), 

( 1 - - m21) ) —2 2 = 2 m2 \/mt m:i \/(D — c ) ( D — a ), 

( 1 — //?3 D — tJ- m3 = v m3 / m \ m-2 / ( D — « ) (£> — 6 ); 

les inconnues 7/ sont exprimées par les radicaux dans 

lesquels entrent trois facteurs D — a , D — b, D — c. 

Les quantités a, c 11e peuvent être égales, sinon que 

de 

mx quantités m3 sont égales; et ces dernières 

sont différentes toujours si les données du prob lème w t J 

(v2 , cv3 ne sont pas égales; par exemple si mh — m 2 , 

on a 
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Ainsi, le problème amène à la considération dupoly-
nome du troisième degré y[(D— a) (D — b) (D — c). 

Posons 
dD dv = 

/(D — a)(D — b)(D — c) 
nous aurons 

/m rrTrî x ds/D — a 

/(D - é ) ( D - c ) = = 2 _ 

Ainsi, nous aurons 
(i — mt D)jki — 2 771 \ — mi\/fn2m3 

d v/D • 
dv 

(3) | (i— m2D)y2 ~ { = ^2 s/m^m3 

(1 — m3D)jK3 — i '»3 = \/mxm2 

dv 

dv 

Si Ton fait D — a = A"X2, A étant une constante que 
nous déterminerons après, on a 

D — b = a — 6 -f- AX2, D — c = a — c-h AX2. 

Supposons a > ¿ >> c, nous aurons l'avantage de 

prendre A = b —a , et désignant — par A2, nous 

aurons 
y/)> — a = \J b — aX, 

y/D — b = (a — /i — X2, 

v/D — C = s/a — c v/i —• £2X2. 

Les équations ( 3 ) donnent y i et D comme fonctions 
elliptiques de la variable y. Faisons cette#remarque, que 
les équations 

(1 — WI D)JK2 — mtfi — (k — ID) = O, 

sont unicursales; et s'il fallait considérer une seule de 
ces équations, il n'y aurait aucune nécessité d'introduire 
des transcendantes. La résolution de la première amène 
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un radical portant sur un trinôme du second degré. 
Mais si l'on considère l'ensemble de trois équations, on 
est contraint de recourir aux transcendantes elliptiques. 

On voit une réciprocité entre y t et y/D—a. La pre-
mière est fonction de D — a et de sa dérivée; on peut 
constater qu'il en est de même de \/D — a. Differen-
ti ons l'équation 

(i — miD)jKf — = o 

par rapport à z/, comme 

i{i — ffij D)jr - rn.\ 

— mx\Jm<L mz \/(D — à)(D — c) = i m^ \Zm2m3 ^ ^ ^ a • 
du 

on a 

/ d sj D — a dyx / l l dD , m t v/m, m 3 d u _ _ + ( , / _ 2 ) _ = o 

ou bien, en éliminant j J, 

//?1 f m ^ p h- h / - " " [ m ^ - t - H * j 0 j 
m * du• (4 i — mx D ) v 

réduisant le coefficient de y/D — a et divisant par le 
terme constant m,, 

\/nu m-t — y —m{ ( m2 m.3 -h y 1 ) /D — a — o. 
du 4 1 — mx D J ! v 

En général, y, dépendent d'une équation différen-
tielle du second ordre, mais cette équation, compliquée, 
TIC nous apprend pas grand'chose sur le mode d'exis-
tence des y,. On a l'habitude, en discutant les cubiques 
planes (HALPHEN, t. II, p. 4I3), de prendre l'origine 
de coordonnées sur la courbe; rien de plus facile que 
de changer la variable D en x lié à D par la relation 

k — / D - .r. 
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nous aurons 

/ mxk mxx\ 9 i 
( — + - r ) y \ - «i/1 - 4 

mais les formules sont plus compliquées. 
Pour compléter la discussion des formules, remar-

quons que les points donnés par les équations 
( i - m 1 D ) j 2 _ m i D y — F = o, 

( i — m2 D )y2 — m2Dy — F = o, 

( i — D ) j 2 — m3 Dy — F — o, 

si l'on représente les racines par les abscisses 

d'une ligne droite, sont en involution. En effet, nous 
avons 

mi(m2 — mz)-h m2(77i3 — m{ m3(mx — m 2 ) = o. 

Désignant les premiers membres des équations par 
A , B, C, 

( m2 771-3 ) A -f- ( 7713 — 771! )-f- 7713(771!— 7712 ) G = O. 

Supposant C — o, nous aurons 

(.m2— mz) (î — mx D) (y3 — y\) (yz — y\ ) 
-4-(7723— rnO (i — m2D) (y3—y'2) (y3—yl) = o, 

mais la présence de l'inconnue D empêche d'appliquer 
cette théorie : s'il n'y entrait pas la variable D, alors 
cette équation permettrait de la prendre arbitraire sans 
que l'involution cessât d'exister. Et alors, de la nature 
des valeurs quelconques on pourrait conclure sur le 
mode d'existence de celles qui résolvent le problème, 
par exemple si l'équation donnant D, qui est d'un degré 
élevé, est irréductible ou non. 
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UNE NOUVELLE DÉFINITION DU P L A N ; 

PAR M. E. BALLUE, 

Professeur au lycée de Lorient. 

On définit ordinairement le plan : une surface telle 
que la droite qui passe par deux quelconques de ses 
points est tout entière située sur cette surface. 

Cette définition présente le grand inconvénient 
d'assujettir le plan à une infinité de conditions. 

Ne pourrait-on définir le plan par une propriété ca-
ractéristique plus simple que la précédente, et déduire 
celle-ci de la nouvelle définition? 

Tel est l'objet de cette étude. 
Nous commencerons par rappeler la définition de la 

ligne droite et une de ses propriétés fondamentales. 

Ligne droite. — On appelle ligne droite une ligne 
possédant la propriété suivante : Par deux points on 
peut faire passer une ligne droite et Von n'en peut 
faire passer qu une. 

On déduit de cette définition la propriété suivante : 
Si l'on fixe deux points A et B d'un corps, et qu'on 
imprime un mouvement à ce corps, tous les points du 
corps situés sur la droite AB restent immobiles. 

Plan. — Par analogie avec la ligne droite, nous 
appellerons plan une surface possédant la propriété sui-
vante : Par trois points on peut faire passer un plan, 
et l'on nen peut faire passer qu un si les trois points 
ne sont pas en ligne droite. 
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THÉORÈME. — Deux plans quelconques P et P ' sont 

superposables dans toute leur étendue. 

Prenons trois points A, B, C, non en ligne droite, 
dans le plan P\ Transportons le plan P' de manière 
que A et B viennent s'appliquer sur le plan P, et faisons 
tourner P' autour des deux points A et B supposés fixes 
jusqu'à ce que le point C vienne s'appliquer sur le 
plan P. Les deux plans P et P', passant par les trois 
mêmes points A, B, C, non en ligne droite, coïncident 
par définition. 

COROLLAIRE I . — Un plan est une surface qui s'étend 
à Vinfini dans tous les sens. 

En effet, un plan est déterminé par trois points A, 
B, C non en ligne droite, et ces trois points peuvent s'é-
loigner dans tous les sens aussi loin qu'on le désire. 

COROLLAIRE I I . — Un plan coïncide encore avec lui-
même lorsqu'il a subi un déplacement. 

COROLLAIRE I I I . — Un plan coïncide encore avec 
lui-même après qu on Va retourné (* ). 

COROLLAIRE I V . — Une figure plane peut être 
transportée dans son plan sans altération. 

THÉORÈME. — Par trois points en ligne droite A , 

B, C on peut faire passer une infinité de plans. 

0)11 conviendrait peut-être de définir exactement le sens du mot 
retourné. On y parvient de la façon suivante : Un plan étant une 
surface qui s'étend à l'infini dans tous les sens partage l'espace en 
deux régions distinctes. On peut considérer un plan comme ayant 
deux faces, la première adjacente à la première région, la deuxième 
adjacente à la seconde. Retourner un plan, c'est le déplacer dans 
l'espace de manière que sa seconde face devienne adjacente à la 
première région et, par suite, la première face adjacente à la se-
conde région. 
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Par définition, on peut faire passer un plan P par 

Jes trois points en ligne droite A, B, C. Faisons tourner 
ce plan autour des deux points A et B supposés fixes. 
D'après la propriété de la ligne droite, le point C reste 
immobile. Le plan P passe done constamment par le 
point C. Autrement dit, il passe une infinité de plans 
par les trois points A, B, C. 

THÉORÈME. — Un plan contient la ligne droite qui 
passe par deux de ses points. 

Soient A et B deux points d'un plan P, C un point 
quelconque situé sur la droite AB. Il suffit de démon-
trer que le plan P passe par C. 

Par les trois points A, B, C en ligne droite, faisons 
passer un plan quelconque P' et faisons-le tourner au-
tour des deux points A et B supposés fixes jusqu'à ce 
qu'un autre de ses points, D, non situé sur la droite AB, 
vienne rencontrer P. Les deux plans P et P' passant 
par les trois mêmes points A, B, D, non en ligne droite^ 
coïncident. Le point C n'a pas bougé pendant le mou-
vement de P'. Donc le plan P contient le point C. 

c. Q. F. n. 

NOTE SUR L'ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE DES SURFACES 
RÉGLÉES ; 

PAR M. D. S I N T S O F , 

Agrégé de l'Université, à Kasan. 

C'est une forme nouvelle de ladite équation que je 
veux établir dans ce qui suit. Sous forme fixée une sur-
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face réglée peut être déterminée par deux équations 

( z = ax -+- a, 

( 0 \y=bcr+p, 

dont les coefficients sont des fonctions quelconques d'un 
paramètre variable 9. La seconde de ces équations en 
donne la valeur en fonction de x et d e j , que l'on porte 
dans la première et reçoit ainsi l'équation explicite de 
la surface. On peut donc différentier les équations ( i ) 
en j comptant 0 fonction de x et dey, ce qui donne 

p = q = (a?4- «g)6'r, 

o = &-+- e pi), I - ( x b r ^ p'e)e'y; 

d'où, en éliminant xa'§ -F- a Q et xh'§ -F- ¡3Q , 

(2') P = • *'*n 

(2 ' ) o — 

et enfin 

(3) P -= a — bq. 

Diiférentions ( 3 ) encore une fois par rapport à x et y9 

et posons comme à l'ordinaire = r, . « 

b s r =: (a'tJ— qbQ)%'x, 

bt-+-s 

bs —I r 6'x _ r 

¿ 7 T 7 " o ; ' 

d'après (2/7), c'est-à-dire 

(4) 4- r = o. 

Diiférentions de nouveau (4 ) , et posons pour abréger 
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l 'écriture 
d3z 

dx* 
d*z /, . . ., nous aurons dx2 

2(^-4- = — ibl -hk), 

i (bt -t- = — (¿>2 n 4- 2 6m -+- /), 

b^m-r- ibl £ 
ibrn•+• L = £ 

c'est-à-dire 

(
r

>) 3m6*-+- 3Z6 -

C'est à l'aide de ces équations ( 4 ) et ( 5 ) que Ton dé-
finit ordinairement, depuis Monge, l'équation différen-
tielle des surfaces réglées. 

Remarquons d'abord que, symboliquement, on peut 
écrire (4 ) et ( o ) ainsi : 

( L + b — V~ = o (— -+~b — Yz = o 
\ dx dy ) ~ ~~ ' \ ete? dy ) 

ou 
/ i v ^ ^ î f , . . . . 

\ dx / dx3 

Formons les combinaisons 
(G) i |>(5) — X : ( 4 ) ] = o = (3rJ — asA")-i-(3 rm — 

( 7 ) ¿ ( 5 ) — = o = tk-h($tl — rn)b-h($tm— isn)fr. 

En éliminant des équations ( 4 ) , ( 6 ) et ( 7 ) , linéaires 
en b et ¿2, ces quantités, nous avons l'équation sous 
forme d'un déterminant : 

(8 ) o 
r is t 

3 r/ — 2 sk 3 r/rc — m 

tk 3 tl — rn 3 tm — 2 sn 

ou 

R'Ï * (8' H — 6 5 (f2 A / 3 / m + ,.2 ) H- 6 ( ¿¿/rc -h /•//* ) 
! — 2SU-N — 6(RF —S2 ) (W/I — -F- tkm) = o. 
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Pour lui donner une forme plus symétrique, remar-
quons que les surfaces développables sont un cas parti-
culier des surfaces réglées; l'équation différentielle de 
ces'dernières doit donc être satisfaite en vertu de l'équa-
tion rt — 2 s2 = o et de ses dérivées par rapport à x etj^ : 

(9') kt — 2 si r m — o, 

tl — 2 s m -f- rn — o. 

Le premier membre de l'équation (8') doit donc s'an-
i a 0 àk d&. . , nuler avec A = rt— 52, ^ et — > ce qui nous donne 

l'idée de le présenter à l'aide de ces trois quantités. En 
remarquant que nous avons un terme t* x2 qui peut 

provenir de t ^ ^ ^ et un autre r 3 n 2 = r(/7*)2, qui 

vient de ' nous recevons par un calcul facile la 

forme suivante de l'équation considérée : 

' f r ) - » ( ? ) ( \ dx J \dx J \ ày)' 

( i o ) 
= A 

r s t 

dr ds dt 

dx ôx dx 

dr ds dt 

ày ày ôy 

/¿A 

Le déterminant 
I r s t 

dr ds dt 

dx dx dx 

dr ds dt 

ôx ôy ôy 

dA r, o, — = o. C est 
ày 

s'annule aussi en vertu de A — o, ~ 
dx 

l'équation (IO) que nous avons voulu donner dans cette 
Note. 
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SUR LES DÉTERMINANTS DONT LES ÉLÉMENTS PRINCIPAUX 
VARIENT EN PROGRESSION ARITHMÉTIQUE; 

PAR M. ALFREDO G A P E L L I , à Naples. 

Les determinants dont les éléments principaux va-
rient en progression arithmétique sont de la forme 

F ( * , / ) = 

«11 -+-
« 2 1 
«31 

a ni 

«12 «13 
«22 & •+• Y «23 

«32 «33-^-^4-27 

«/<2 ««3 

« l / l 

« 2 il 
«3 n 

~(n — \)y 

Ils dépendent de deux variables z et jr ; mais ils peu-
vent toujours se développer, d'une façon, très simple, à 
l'aide de déterminants qui jouissent de la même pro-
priété et ne dépendent que de la variable y. On a, en 
effet, l'identité suivante 

: jr) = z(z + y)(z 4- *y)...[z-h(n - i )y] 
Î i = n 

4- z{z 4 - y ) ( z -r- 2y) . . . [z — 
1=1 

(I) + ( ~ .. [- -+-(n — 4)y] 
ii «/y aih 
\ji (ijj -h y ajh 

i<j<fr~n ahi ahj ahh-'r-iy 
«n «12 •.. ain 

« 2 i « 2 2 4- y ... a ln 

aJi ajj y 

«/ii -(n~i)y 
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D a n s l e s e c o n d m e m b r e d e c e l t e i d e n t i t é , c h a q u e 

s o m m e d o i t s ' é t e n d r e à t o u s l e s s y s t è m e s d e v a l e u r s d e s 
i n d i c e s i , j \ h , . . . q u i s a t i s f o n t à l ' i n é g a l i t é q u ' o n v o i t 

au-dessous d u s i g n e 

A i n s i , p a r e x e m p l e , o n a u r a , p o u r n = 3 : 

Z «12 «13 
«21 «224-3-4-7 «23 
«3i «32 

= z(z-+-y){z 4- iy)-^z(z 4 - 7 ) ( « u 

« 1 2 « 1 1 -h 
A 2 2 4 - 7 « 3 1 

• «22~ 
«11 
a2l 

«11 «12 
«21 «22 4-7 
«31 «32 

«13 
«33 4-7 

«33) 
«22 
«32 

« 2 3 
«33 4-7 

«13 

«23 

«3 3 4~ 27 

L'identité (1) se déduit facilement d'une identité que 
j'ai établie par des considérations empruntées à la théorie 
des opérations invariantes (voir Rendiconti dell' Ac-
cademia delle Scienze di Napoli; marzo 1889). Ce ne 
serait donc pas sans intérêt si Ton pouvait donner une 
démonstration directe de cette formule. 

SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSEE AU CONCOURS 
D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE EN 1 8 9 4 ; 

PAR M. J. LEMAIRE. 

On considère les coniques représentées par l'équa-
tion 

x2 4- 1X xy — ilbx — 4 ( « — b)y — o, 

ou a, b sont deux constantes et \ un paramètre va-
riable : 
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i° Prouver que, si X varie, les polaires d'un point 

fixe M par rapport à ces coniques passent par un point 
fixe P, dont on calculera les coordonnées, au moyen 
des coordonnées du point M -, 

2° On fait décrire au point M une droite arbi-
traire A, 

prouver que le point P décrit alors une conique S et 
que, lorsque A se déplace dans le plan, la conique S 
se déforme en passant par trois points fixes A, A', A". 
Inversement;, quand le point P décrit la conique S, le 
point M décrit la droite A ; que devient-il quand le 
point P vient en l'un des trois points A, A', h"? 

3° Ou doit être pris le point M pour que le point P 
soit rejeté à Vinfini? Quelle position doit avoir la 
droite A pour que la conique S qui lui correspond soit 
une ellipse, une hyperbole, ou une parabole? 

4° On considère toutes les coniques S qui sont des 
paraboles et, en particulier, les axes de ces courbes. 
Prouver que par tout point du plan il passe trois de 
ces axes; distinguer les points du plan pour lesquels 
ces trois axes sont réels et ceux pour lesquels un seul 
axe est réel; 

5° Trouver le lieu des points pour lesquels deux de 
cas axes se coupent à angle droit. 

I. Les coniques C représentées par l'équation 

(T) x2 -h iAxy — i l bx — 4 ( a — b)y — o 

passent par les quatre points fixes communs à la para-
bole 

( -0 x- — 4 ( a — b ) y = o 

et aux deux droites 

(3) x ( y - ù ) = o. 
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On sait (théorème de Lamé) que les polaires d'un 

point fixe M(x0,y0) par rapport à ces coniques ont un 
point commun P : la polaire de M est 

X0X — i(a — b ) (jKo-i-JK) H- — b{x->rXQ)] = o. 

Si donc xK ,yK sont les coordonnées de P, elles sont 
liées à celles de M par les relations 

i — i(a — b) (yo+yi) = o, 
( 4 ) { 

( ôJKi-+- xxyo — b(xo-^xi) = o, 

d'où l'on tire 

i(a — b) x0(yQ-+-b) 
xt = a?J-+- 2(a — b)(y0 — b) 

= b^l—ija — b)y0(y0— b) 

Les équations (4 ) sont symétriques par rapport aux 
coordonnées des points M et P ; donc on? aurait les va-
leurs de x0 etjKo en fonction de yK par une simple 
permutation d'indices : la transformation, qui change 
M en P et réciproquement, est une transformation uni-
forme du second ordre. 

I I . Si M décrit la droite 

(A) ux-\- vyA- w = o, 

P décrira une courbe dont nous aurons l'équation en 
éliminant a:0, jKo entre les équations ( 4 ) et la suivante 

uxo-+- s?y0-4- w = o. 

Nous obtenons ainsi la conique 

x —i(a — b) —i(a — b)y 

( S ) y — b x —bx =o. 

u v w 
Ann. de Mathemat3e série, t. XIV. (Février »895.) 5 
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Cette équation peut s'écrire 

*(a — b)ux(y-hb)-h bx* — — b) y(y — b)] 

w[x2-h i(a — b)(y —b)] = o. 

Elle est de la forme 

M Cl -4- (?C2-h C3 = O. 
Quand A varie, les coniques (S ) forment un réseau; 

on voit sans peine que les trois coniques C4 = o, 
C2 = o, C3 = o ont trois points communs 

A(o, b), 

A' [-^'is/b{ci — b), — b], 

A" [— 2y/b(a — b), — b]. 

Donc, quand A se déplace, S se déforme en passant 
par ces trois points fixes. 

Remarquons que, si nous désignons par C,, C[>, C'3 

ce que deviennent C4, C2, C3 quand on y remplace 
x et y par les coordonnées de M, celles de P peuvent 
s'écrire 

et c'est parce que les trois coniques ont trois points 
communs que la transformation définie par les équa-
tions (4 ) est uniforme. 

Si P vient en A, on a 

#i = o, = 

les expressions de «r0, y0 en fonction de xK et j , se pré-

sentent sous la forme Remarquons que les équa-

tions (4 ) se réduisent alors à 

y 0 -h b = o. 
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Le point M correspondant à A est donc sur la droite 
A'A", et par conséquent au point de rencontre de cette 
droite avec A. 

De même si P vient en A ' ou en le point M cor-
respondant se trouve au point de rencontre de A avec 
A" A OU avec AA' . 

Ce résultat s'explique si l'on observe que A A ' A " est 
le triangle conjugué commun aux coniques (C)-

III. Le point P sera rejeté à l'infini si les valeurs 
de X\, jri sont infinies, c'est-à-dire si le point M est sur 
la parabole 

C3 = x*->r<i(a — b)(y— b) — o. 

Toutefois si M est en A, point de cette parabole, les 
coordonnées de P ne sont plus infinies, mais indéter-
minées, les équations ( 4 ) se réduisent à 

Ji + ^ o . 

P est indéterminé sur A 'A* ; cette droite est en effet la 
polaire de A, quelle que soit la conique S. 

De même si M vient en A7 ou A", points situés aussi 
sur la parabole C3 = o, le point P est indéterminé sur 
A "A ou sur AA' . 

La conique S est une ellipse, une parabole, ou une 
hyperbole selon que l'on a 

(a — 6)2 w2-f- i{a — b) (bv -h w) v = o, 

ou, si nous supposons selon que 

( A — b ) m2 -t- I { bv -h (P)P = = o, 

c'est-à-dire selon que la droite A a o, i ou 2 points 
communs avec la conique 

(5 ) (a— b) w2-f- w)v = o, 
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qui est précisément la parabole C3 = o déjà obtenue; 
conclusions inverse6 si a 

IV . Supposons que S soit une parabole; son axe est 

( 6 ) 4v2)(ux — 2vy) — laufiv = o. 

Cette équation, qui exprime que Taxe passe au point 
(a:, jk), détermine, avec la condition (5 ) , les coordon-
nées tangentielles des droites A correspondant aux pa-
raboles dont les axes passent au point (x,y). 

Le coefficient angulaire de la droite ( 6 ) a pour va-

leur ~ Posons ~ = [JL, Téquation ( 6 ) devient 

( 7 ) x {jl3 — (y -H a) jji2-+- x[jl — y = o. 

C'est l'équation aux coefficients angulaires des axes des 
paraboles qui passent au point ( x , y ) . 

Par le point (x, y) passeront un ou trois axes réels, 
selon que l'équation ( 7 ) aura une ou trois racines 
réelles distinctes. Le lieu des points (x, y), pour 
lesquels elle aura une racine double, séparera donc les 
points du plan pour lesquels un seul ou trois axes 
seront réels. Ce dernier lieu s'obtient en écrivant que 
les dérivées de ( 7 ) par rapport à [JL, 

( 3 ¡ J L 2 i ) x — 2 \iy — 2dp = o, 

et par rapport au paramètre 1 d'homogénisation, 

2 \îx — 3 ) y — a (x2 = o, 

ont une solution commune en [JL, ce qui donne, en ré-
solvant ces deux équations par rapport à x et à y , la 
courbe sous forme unicursale 

2 <7 a a ul2 (i—u2) x — s , y— —-•> 
( 1 4 - 1 ' ( I - b p 2 ) -
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ou, en posant JJL = cot 

x = sinw(i — COSM). y = — ~ cosw(I -+• cosu). 

On reconnaît immédiatement les coordonnées d'un 
point de Fhypocycloïde engendrée par un cercle de 

rayon j roulant à l'intérieur d'un cercle de rayon triple 

dont le centre, situé sur l'axe des y y a pour ordon-

née — j P°^nt contact du cercle qui roule, situé 

sur l'axe desj^, a pour ordonnée, au départ, — a. 

Cette courbe partage le plan en deux régions : pour 
les points de la région intérieure, pour le point x = o, 

y = — p a r exemple, l'équation ( 7 ) a ses racines 

réelles, et par conséquent par chacun de ces points pas-
sent trois axes de paraboles réels; pour les points de 
la région extérieure, pour le point x = 00, y = o, par 
exemple, l'équation ( 7 ) a deux racines imaginaires, et 
par chacun de ces points passe un seul axe réel; quant 
aux points de la courbe, par chacun d'eux passent deux 
axes. 

V. Le lieu des points pour lesquels deux des axes 
se coupent à angle droit s'obtient sans peine : soit 
(x,y) un pareil point; JJL', JJL", les coefficients angu-
laires des axes passant par ce point. On a, par exemple, 

[xVw = — I. 

Comme p/^¡JL"7 = on en déduit JJL' = — 

Écrivons que — ~ est racine de l'équation ( 7 ) , nous 

obtenons 
y(2a?2-f- ay) = o. 
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Le lieu est done un cercle, car si y = o, comme 

p/u"^'" = nous ne tenons pas compte, en somme, de 

la condition p" pm = — i. 
Nota. — Solution analogue par M. Barisien. 

SUR LES RÉDUITES DES FRACTIONS CONTINUES 
SYMÉTRIQUES; 

PAR M. G. MUSSO, à Gênes. 

A la page 4^3 de sa Théorie des nombresy Edouard 
Lucas a donné la proposition suivante : 

Quand une fraction continue est symétrique, on 
peut calculer les deux dernières réduites, si Von con-
naît les deux dernières réduites qui correspondent à 
la première moitié de son développement. 

Il a distingué deux cas, selon que la fraction est 
symétrique paire, ou impaire, c'est-à-dire de l'un des 
types 

(M ~ = Vo gn 

— =00" 

<?v-

I 
Yo1 

gn q 1-

q v H ~ a r qv-i 



(0 

fn = A2 "+" /v—1 ? 

gn—\ ~ ^v — 

et, dans le second, 

(a) 

/« = 2/v/v-l, 

&n—\ = 1. 

Cependant,"tandis que le premier système de rela-
tion subsiste réellement, le second est erroné. Cela, 
on le pourrait vérifier sur des exemples numériques; 
mais nous le déduirons moyennant la considération 
d'une fraction continue plus générale que celle des 
types ( I ) , laquelle nous accorde de trouver des rela-
tions analogues aux ( i ) , qui comprennent les ( i ) 
mêmes en particulier, et nous fournissent les vraies 
valeurs de gn,fn-M gn-\y dans le cas qu'il s'agisse 
d'une fraction continue symétrique impaire. 

Que l'on considère la fraction continue du type 

Nous avons d'abord par la propriété de l'inversion 

V̂-Hl -+" - . 

q i + 

* --h 
yv-K. 

i 
/L 

/ v V 
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et comme 

fv+r Çv+r fv+'r—l fv+r— 2 
gv+r ^ <]v-¥r gv+r-\ -+" gv+r— 2 

il sera 

y ( q v + r 1 ^ /v-f-r-1 -+- fv+r-2 

^v+r -+" 1 J gv-hr— 1 •+• gv-hr—2 

/v /v-t-r-̂ -/v-l /v+r-l . 
fvgv+r-+-fv-1 ¿"v-+-r—1 

d'où résultent déterminées les valeurs de f n et g v 
Mais, par la propriété de l'inversion, nous avons 

encore 
„ 1 

— = 00 H 
gn I 

qw • 

V̂-Hl " ^v-H. 

q o 

par conséquent, 

fn _ fv ./v-w /v-1 ./v+-;•-! ^ 

/ / i - l £ v / v - + - r 4 - £ v - l / v - 4 - / - l 

Enfin, puisque 

fngn-l-fn-1 ^ = ( - O«"1 = ( - l)«v-l>+r, 

nous pourrons, moyennant la substitution en celle-ci 
des valeurs de et déterminer On 
trouve 

gn-1 = ^v^v-4-r -^ gv-lgv+r-1-

En conclusion, on voit que pour les fractions conti-
nues du type ( I I ) subsiste le système suivant de rela-
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fn-l = gV— 1 J^V-4-r— 1 7 

gn =/v^v+r-H/v-l^v-(-r-l> 

gn -1 = gv gv+r gv-1 £V+-r-l î 

et nous pourrons par conséquent calculer les deux der-
f — f 

nières réduites J n " i > —> seulement quand Y on connaît 
gn-l gn 1 

les quatre suivantes 

«/v—l /v ,/v-4-r—1 ./*^ 

Mais les relations (3 ) comprennent encore comme 
cas particulier celles du système ( i ) données par Lu-
cas ( i l suffit de faire o) , et donnent enfin les vraies 
relations qui devraient former le système (2), en fai-
sant r = 1. On trouve en effet, par cette dernière hypo-
thèse, 

^ fn =/v/v+.+/v-l/v, 
(*') j fn-1 = ^v/v+i + ^"v-l/v = /v^v+i + / v - i = 

( £v-i = gvgv+i £V-i£V 

Nous pourrons conséquemment conclure : que la 
proposition énoncée par Lucas subsiste seulement pour 
les fractions continues symétriques paires, et que, s'il 
s'agit de fractions continues symétriques impaires, on 
peut calculer les deux dernières réduites, seulement si 
l'on connaît les trois suivantes 

fv—> fv ,/V-M # 

gy-1 ' gv ' gv+i 

tions 

(3) 
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SUR L 'EMPLOI DE LA MULTIPL ICATION EXTÉRIEURE 
EN A L G È B R E ; 

PAR M . H. FEHR. 

1. Dans le t. X des Nouvelles Annales, M. Car-
vallo ( ' ) , après avoir défini très clairement la multipli-
cation extérieure, a donné, à l'aide de cette notion, une 
exposition fort simple de la théorie des déterminants. 
La notion de produit symbolique, due à Cauchy et à 
Grassmann, joue un rôle fondamental dans la méthode 
de ce dernier. Elle a été employée avec succès par 
M. F . Caspary ( 2 ) , qui a su faire ressortir, d'une façon 
très nette, les avantages que pouvait offrir, en Géomé-
trie, l'emploi de la multiplication extérieure. En Algèbre, 
ce procédé de calcul est également d'un usage très fé-
cond. C'est ce que je me propose de montrer dans cette 
Note, en me bornant simplement à la résolution d'un 
système d'équations linéaires et à l'élimination d'après 
Sylvester. Enfin j'exposerai brièvement la notion d'in-
variance d'une forme algébrique. 

la exté-
rieure repose sur la convention unique que le produit 

(') Nouvelles Annales, 3e série, t. X, p. 219-224, 34i-3^5; 1891. 
Dans le t. XI, le même auteur présente, avec une remarquable clarté 
d'exposition, les principes essentiels de la méthode de Grassmann. 
Voir aussi le Bull. de la Soc. math., t. XV, p. i58-i66. 

(a) Bull, des Sciences math., 2e série, t. XI, p. 222-242; 1887. Voir 
surtout dans le t. XIII, p. 202-240, son Mémoire intitulé : Sur une 
méthode générale de la Géométrie qui forme le lien entre la 
Géométrie synthétique et la Géométrie analytique. 
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des quantités et, e2, . . e m , appelées imités, change de 
signe quand on intervertit l'ordre des facteurs, et que, par 
conséquent, tout produit renfermant deux fois la même 
unité est nul. 

On vérifie sans peine que ces propriétés s'étendent 
encore aux quantités 

Pi= a/^ca-h.. • -+- a/,m«/n (i = »> 2, . . n ) , 

fonctions linéaires des e/. 
En particulier, si n = m, on arrive à la définition des 

déterminants donnée par M. Carvallo 

[PiP*- "Pm\ — k[eie2.. ,em], 

le crochet [ ] étant, suivant la notation de Grassmann, 
le symbole de la multiplication extérieure. Comme on 
peut toujours supposer les et tels que l'on ait 

le déterminant formé par les sera représenté par 

[P\Pî--Pm\-

Le choix des unités dépend des applications que l'on 
a en vue. En Algèbre, on peut les considérer comme de 
simples quantités auxiliaires. Cauchy ( 1 ) leur a donné le 
nom de clefs algébriques. 

3 . Résolution d'un système de n équations linéaires 
à 72 inconnues ( 2 ) . — Soit le système 

(1) ait\X\-\- cLi^xt-\~.. .-h aiynxn= bi (i = 1, 2, . . . , n). 

Multiplions ces équations respectivement par e{, e2, ..., 

( * ) CAUCHY, Exercices, t. IV, p. 356; 1847, e t Comptes rendus, 

I853. 
( J ) Voir GRASSMANN, Ausdehnungslehre, A ( , §§ 45, 46. 
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e n et additionnons membre à membre. Nous obtien-
drons, en posant 

«2,^2 • •-+" Ctn.k^n — Pk (A: = I, 2, . /!>), 
-h + = /?, 

l'équation unique 

( 3 ) .-+-pnXn= p 

qui peut remplacer le système ( i ) . On retrouve une 
équation de ce système, par exemple celle de rang z, en 
faisant e/= i , et les autres quantités e égales à zéro. 

De l'équation (3 ) on déduit immédiatement, à l'aide 
de la multiplication extérieure, la valeur de l'une quel-
conque des inconnues. Ainsi on obtient x< en multi-
pliant les deux membres de cette équation par 

[/>2/>3. • -Pn]; 
d'où 

[pip2. . ,pn]Xi = [PP lP3 - . >Pn]' 

En effet, les autres termes, renfermant chacun deux fois 
le même facteur p^ disparaissent. D'une façon générale, 
nous aurons, pour la valeur de Xi, la relation simple 

x = IPPlPf-Pn] _ 
[pipi^.pn] 

Si, comme plus haut, nous supposons [e4 e2...ew] = i , 
le dénominateur représentera le déterminant du sys-
tème. On reconnaît l'analogie de ce procédé avec la 
méthode ordinaire. 

Résultant du système. — Supposons les quantités hK 

égales à zéro, le résultant du système proposé sera 
exprimé par 

[pipz.-.pn] = O. 

4. Elimination. — La multiplication extérieure faci-
lite tout particulièrement le calcul dans le cas de la 
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méthode de Sylvester. Proposons-nous donc d'éliminer 
x entre les deux équations 

a0xm-h aixm~i - f - , . .-f- am= o, 

b0xn -h biXn-1 -h.. .H- bn = o, 

dans lesquelles les a et les b sont des fonctions des 
autres variables, ou des quantités constantes, am et bn 

étant différents de zéro. 
Multiplions la première équation successivement par 

i , x, x2 , ..xn~K, et la seconde par x 2 , . . . , xm~K. 
Il en résultera un système de m -f- n équations entre 
lesquelles nous pourrons éliminer les m -f- n — i quan-
tités x, x2 , . . . , xm+n~i considérées comme inconnues 
indépendantes. 

C'est ici que s'applique avec avantage la méthode de 
Grassmann (* ) . En effet, si nous additionnons ces 
•m -+- «équations, après les avoir multipliées respective-
ment par e{, e2, ..., nous aurons l'équation unique 

pxX'»>+n-1 -h piX^+nr-* -+-...-h pm+n-i X -f- pni+n = O, 

dans laquelle les quantités p¿ sont des fonctions li-
néaires des e. Multiplions les deux membres de cette 
relation par p2. • • pm+n-* ]> il restera simplement 
l'expression 

[PlP-2- • -Pm-hn] = O 

qui est le résultant des deux équations proposées. Ce 
n'est évidemment qu'une forme abrégée du déterminant 
de Sylvester, ce que l'on reconnaît facilement, d'après 
la méthode de M. Carvallo. 

o. La notion d'invariance. — Considérons la forme 

x = Xi et -h Xi -4-... H- xm em 

0 ) Loc. cit., § 93. 
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et supposons que l ' o n ait [e{ e2 . . . etn\ = i . Si nous 
effectuons sur les variables xK, x2, .. • > la substitu-
tion linéaire 

Xi = a21 £2 • • "+• a1rn \mt 

X M = CLM\ JI-4- CLMSÇI -H. • . H - FL/BWERNI 

le module de la transformation étant égal à un, la forme 
x devient 

x = Î1Ê1-+- b£2-H. • .-+-£/»£/»> 

où , £2I forment un nouveau système d'unités 
exprimées linéairement en fonction des anciennes. 
Elles sont données par la substitution inverse 

s, = an el-\-a2i e 2 -

z2 — (I12 a22 + 2 

— w e2 H- . . . -+- CLmm Cm* 

Et, puisque le module a été pris égal à l'unité, 
nous avons [s, e2£3 • • • £m] = [e, e2 . . . em] = 1. 

Nous arrivons donc à la remarque importante qu'une 
transformation linéaire des variables xK ..., xm re-
vient à un simple changement d'unités. On est immé-
diatement conduit à la définition très simple que : 

Les formes invariantes sont celles qui ne changent 
pas pour une transformation linéaire des unités. 

Cette définition est d'un caractère très général, vu 
qu'elle comprend à la fois les invariants, les covariants, 
les contrevariants et les autres formes analogues. 

A l'aide de la multiplication extérieure, toute fonc-
tion homogène/=/(.r,, x2, . . ., xm) peut être ramenée 



( 79 ) 
h la forme abrégée (4 ) 

/ = a*n, 

où Ton a 
x = Xi e\ x2e2-\-.. .4- xmem. 

Cette notation diffère peu de celle d'Aronhold, généra-
lement usitée en Allemagne, où l'on pose 

/ = cix = O i^ i -+-afa?t-f-... )». 

On a, par exemple, pour la forme quadratique bi-
naire dans l'un des systèmes 

f = aa?2 = a (xi ei -h a?je2)2 — ae \x\ -+- iaeye2x i^-f- ae\x\ , 

tandis qu'on a dans l'autre 

f = (a,iXi-\- a2x2)2 = ajarf -H 2ai asa?t3?2 + a\ x\. 

Mais si la notation d'Aronliold est purement symbo-
lique, celle de Grassmann paraît tout à fait intuitive et 
présente ce grand avantage de permettre une interpré-
tation géométrique immédiate. 

Dans un de ses derniers Mémoires ( 2 ) , Grassmann 
montre encore les liens étroits qui existent entre sa 
méthode et l'Algèbre moderne. Du reste, son Ouvrage 
de i844 renferme les germes de la théorie des formes 
algébriques, telle qu'elle a été développée en Allemagne 
par Aronhold, Clebsch et Gordan. 

(1 ) Voir la démonstration dans l'Ouvrage de Grassmann, A2, § 358. 
Consulter aussi le Traité de M. Schlegel {Algèbrey Leipzig, 1875), 
établi sur les principes de Grassmann. L'auteur consacre une place 
importante à un exposé élémentaire des formes binaires et ter-
naires. 

(2) Math. Annalen, t. VII, p. 538; 1874* Voir aussi p. 12 du 
môme tome. 
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B I B L I O G R A P H I E . 

T R A I T É D'ALGÈBRE. COMPLÉMENTS, par H. Laurent, 

examinateur d'admission à l 'Éco le Po ly technique . 

Quatr ième Part ie : THÉORIE DES POLYNOMES A PLUSIEURS 

VARIABLES. Paris, Gauth ier -V i l la rs et fils; 1894. In-8° 

de iv-56 pages. P r i x : i f r , 5 o . 

Les Traités d'Algèbre supérieure contiennent la théorie des 
fonctions algébriques inverses et des substitutions, ou la théorie 
des transformations que l'on peut faire subir aux fonctions en-
tières, sans en altérer certaines propriétés essentielles. Aucune 
de ces théories n'est abordée dans ce petit opuscule, dont le 
but, très modeste, est de compléter l'Algèbre élémentaire en-
seignée officiellement, en étudiant les propriétés fondamentales 
des polynomes à plusieurs variables, et en essayant de généra-
liser les propriétés connues des polynomes à une variable. 

On y trouve une théorie complète de l'élimination et des 
fonctions symétriques, fondée entièrement sur un théorème de 
Jacobi, qui a déjà rendu des services dans l'analyse des fonc-
tions abéliennes, et qui est appelé à en rendre encore beau-
coup d'autres. 

L'auteur croit avoir considérablement simplifié la théorie de 
l'élimination, assez, pense-t-il, pour la mettre à la portée de 
toutes les personnes qui ont suivi un Cours de Mathématiques 
spéciales. 

ESSAI D'UNE THÉORIE ÉLÉMENTAIRE DES SURFACES DU 

TROISIÈME ORDRE, par F . Dumont, professeur au lycée 

d 'Annecy . Annecy , Joseph Dépo l l i e r et C i c ; 1 8 9 4 . 

In-8° de 176 pages. 

C'est une étude intéressante des propriétés déjà connues des 
surfaces du 3e ordre, auxquelles l'auteur a ajouté les résultats de 
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ses recherches personnelles. Pour la rapidité de l'exposition, les 
démonstrations analytiques ont été mêlées aux raisonnements 
géométriques. Voici la composition des Chapitres : Les droites 
de la surface générale du troisième ordre. Principaux modes de 
génération. Surfaces à singularités et surfaces anallagmatiques 
du troisième ordre. Généralités sur les pôles et polaires dans les 
surfaces du troisième ordre. Propriétés de lahessienne. Repré-
sentation sur un plan. Intersection d'une surface cubique avec 
un plan, une quadrique ou une seconde surface cubique. Élé-
ments d'une classification. 

ANNUAIRE POUR L 'AN 1 8 9 6 , publ ié par le BURF.AU DES 

LONGITUDES, avec des NOTICES SCIENTIFIQUES. Paris, 

Gautl i ier-Vi l lars et f i l s ; i 8 q 5 . In-18 de i v - 8 2 6 pages, 

avec deux cartes magnétiques. Pr ix : broché, i f r , 5o ; 

cartonné, 2 i r . 

Gomme tous les ans à pareille époque, Y Annuaire du Bu-

reau, des Longitudes vient de paraître. L'Annuaire pour i8g5 
renferme une foule de renseignements pratiques réunis dans ce 
petit Volume pour la commodité des travailleurs. On y trouve 
également des articles dus aux savants les plus illustres sur 
les Monnaies, la Statistique, la Géographie, la Minéralogie, etc., 
enfin les Notices suivantes : Les Ondes atmosphériques lu-

naires; par M. BOUQUET DE LA GRYE. — Sur le Congrès 

géodésique d'Inspruck; par M. F. TISSERAND. — L'observa-

toire du mont Blanc; par M. J. JANSSEN. — La Photométrie 

photographique ; par M. J. JANSSEN. — Rapport sur les pro-

positions d'unification des jours astronomique et civil; par 
M. H . PoiNCARÉ. 

LEÇONS DE CINÉMATIQUE professées à la Facul té des 

Sciences de Paris, par Gabriel Kœnigs, chargé d 'un 

cours de C inémal ique à la Sorborine, professeur sup-

pléant au Col lège de F rance , maître de conférences à 

l 'Ecole No rma l e supérieure. Paris, A . H e r m a n n ; 1895. 

Grand in-8°. U n premier fascicule de v in-2.40 pages 

Ann. de Mathémat3* série, t. XIV. (Février 1890. ) 6 
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avec 62 figures dans le texte a paru. Le second et dernier 
fascicule paraîtra en janvier i8p5. Prix : I2 f r. 

Ce Livre représente, avec les développements que j'ai cru 
nécessaires, le cours que je professe depuis sept ou huit ans," 
soit à l'École Normale, soit à la Faculté des Sciences de Paris. 

Dans un ordre d'idées où l'Analyse et la Géométrie ont tour à 
tour fait leurs preuves, le choix des méthodes pourrait sembler 
n'être qu'une question d'école; s'il est vrai qu'il se trouve en-
core des mathématiciens pour bannir systématiquement de 
leurs écrits, les uns l'Analyse, les autres la Géométrie, ce sys-
tème d'exclusion absolue, quel qu'en fût le sens et le caractère, 
ne m'a pas semblé convenir à un enseignement véritablement 
scientifique. Malgré les redites auxquelles on s'expose en re-
venant sur ce lieu commun cle la prétendue rivalité entre 
l'Analyse et la Géométrie, qui parait bien plutôt être celle des 
analystes et des géomètres, faut-il rappeler quelles complica-
tions entraine l'analyse pratiquée sans précautions; combien il 
est faux de penser qu'elle suffit à tout donner, pourvu que l'on 
s'y abandonne. La méthode géométrique a les avantages de la 
vue directe et de la rapidité des solutions dans quelques cas 
choisis ; souvent aussi elle constitue un procédé d'exposition 
et de synthèse, très propre à mettre en relief, après coup, les 
rapports cachés des choses. Mais ce succès n'est pas assuré. On 
nous parle des problèmes où elle a réussi; on ne nous dit rien 
de ceux où elle a échoué. En Géométrie infinitésimale surtout, 
où le problème se traduit par une équation différentielle, il 
faut avoir sous la main une méthode plus sûre, qui, tout en 
suivant pas à pas les indications de la Géométrie, puisse la 
suppléer à l'instant où elle se dérobe; une méthode, surtout, 
où la question des signes des éléments, si essentielle à la pré-

cision, ne fasse jamais un doute. On ne saurait croire combien 
ces questions de signes deviennent délicates dans la Géométrie 
livrée à elle-même. 11 fallait donc introduire dans ces ques-
tions une méthode ayant la précision et la rigueur de l'analyse, 
donnant au temps voulu les équations différentielles, qui con-
centrent sur elles et précisent toutes les difficultés du problème, 
et manifestent si souvent des parentés entre des problèmes 
d'origines très éloignées. Et cependant, cette méthode devait 
à chaque pas s'inspirer des faits géométriques, tout en écartant 
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les inconvénients inhérents à l'emploi des coordonnées ordi-
naires. 

L'usage d'un trièdre de référence mobile, choisi de la ma-
nière la plus appropriée, offre tous ces avantages. Entre les 
mains d'Albert Ribaucour et de M. Darboux, il'est devenu un 
instrument de découvertes. Il était donc naturel d'introduire 
le trièdre de référence mobile en Cinématique, et de familia-
riser ainsi de bonne heure les étudiants avec la méthode la 
plus sûre et la plus puissante qui soit en Géométrie infinitési-
male. 

Nous n'ignorons pas que la synthèse géométrique se prête 
avec une rare élégance à l'exposition des faits les plus essen-
tiels de la Cinématique; mais nous estimons qu'un professeur 
qui se borne à démontrer et à exposer, sans fournir en même 
temps à ses élèves des moyens pratiques d'investigation, n'a 
rempli qu'une faible partie de sa tâche. Un enseignement qui 
se confine dans un cadre fermé, et qui se contente de moyens 
qui n'en sortent pas, ne saurait être un enseignement scienti-
fique. Or l'emploi du trièdre mobile constitue une méthode de 
recherches, pouvant atteindre à tout, avec autant d'élégance 
que de sûreté. 

On verra que j'ai commencé par développer la théorie 
abstraite et purement géométrique des segments. Il le fallait 
bien, puisque cette théorie n'a pas encore pénétré dans l'en-
seignement élémentaire. Quant à la mêler à l'exposition même 
des faits cinématiques, il y a là le même inconvénient qu'à 
noyer la Cinématique dans la Dynamique, ainsi que cela s'est 
longtemps pratiqué. 

La tâche du géomètre est, non seulement de découvrir des 
faits nouveaux, mais encore de classer les vérités acquises, et 
de grouper ensemble les idées d'un même ordre. La théorie des 
segments appartient à la Géométrie, elle trouve en Statique et 
en Cinématique deux applications importantes; elle peut en 
avoir d'autres. 

La Cinématique tout entière repose sur le théorème de la 
composition des vitesses et sur l'expression de la vitesse d'en-
traînement d'un point d'un corps solide en mouvement. J'ai 
déduit ces faits par l'analyse, qui constitue pour les établir la 
plus simple et la plus naturelle des méthodes. L'interprétation 



( 84 ) 
des formules, faite avec le soin nécessaire, conduit au résultat 
classique du mouvement hélicoïdal tangent. Plus d'un trouvera 
cette méthode un peu indirecte, et, cependant, n'est-elle pas la 
plus conforme à la réalité des faits? Ne met-elle pas mieux en 
lumière ce qu'il y a d'artificiel et de voulu dans cette décom-
position du mouvement infiniment petit, en rotation autour 
d'axes conjugués? Ces rotations n'existent pas en réalité, et 
ce n'est qu'au point de vue des vitesses que tout se passe 
comme si elles existaient. J'ai tenu cependant à exposer aussi 
les principes de la méthode géométrique directe. 

L'emploi du trièdre mobile conduit en quelques lignes aux 
formules de Bour et au théorème de Goriolis. J'en ai déduit les 
applications classiques aux courbures dans le mouvement d'une 
figure plane, et dans le mouvement autour d'un point fixe. J'ai, 
à propos du mouvement d'une figure plane, indiqué les prin-
cipes d'une méthode propre à faire connaître la forme d'une 
trajectoire dans le voisinage d'un de ses points. 

Dans le mouvement général d'une figure, j'ai insisté, plus 
qu'on ne le fait habituellement, sur la question intéressante du 
roulement des courbes gauches dans l'espace. 

Enfin, les déplacements à plusieurs paramètres ont acquis 
dans ces derniers temps une telle importance, que j'ai cru de-
voir leur consacrer tout un chapitre. 

La théorie des mécanismes est généralement méconnue en 
France. On en est encore ou à très peu près à la classification 
empirique de Monge. Cependant le beau traité de Reuleaux, 
publié en 1877, contient les germes d'une théorie scientifique, 
devant laquelle les mathématiciens purs ne sauraient rester in-
différents. Adoptant, avec quelques modifications, les principes 
de Reuleaux, j'ai développé en premier lieu la théorie des sys-
tèmes articulés, puis celle des mécanismes, et comme applica-
tions je me suis occupé des engrenages, cames et excentriques. 

Quelques Notes terminales sont consacrées à des questions 
qui ne pouvaient trouver place dans le corps même de l 'Ou-
vrage. 

J'aurais voulu faire précéder ce Livre d'une histoire de la 
Cinématique; mais le temps m'a manqué pour les nombreuses 
recherches auxquelles j'aurais été entraîné. La Cinématique a 
des aspects multiples; les uns géométriques, les autres méca-
niques, et même d'ordre industriel. A ce dernier point de vue 
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j'ai cité Reuleaux; pour les questions géométriques tout le 
monde connaît les travaux de M. Resal. 

II serait injuste d'oublier ce que l'enseignement de la Ciné-
matique doit à mes vénérés maîtres : Bouquet, Darboux, 
Tannery. Ils ont apporté dans l'étude des questions cinéma-
tiques cette rigueur et cette précision inséparables de toute 
véritable science. M. Tannery notamment, par un enseigne-
ment de plusieurs années à la Faculté des Sciences, a exercé 
la plus salutaire influence. Il a montré le vrai parti que l'on 
peut tirer de l'étude des accélérations dans la théorie des 
courbures, et bien mis en relief ce fait, qu'on paraît trop dis-
posé à perdre de vue, que le temps en Cinématique n'est 
qu'une variable auxiliaire quelconque, en sorte que la Ciné-
matique n'est, à proprement parler, que la Géométrie du dépla-
cement. 

Je me fais un plaisir, en terminant cette introduction, 
d'adresser mes affectueux remerciements à deux de mes élèves 
de l'École Normale, MM. Cotton et Marijon, qui ont bien 
voulu m'aider dans la rédaction des premiers Chapitres; mes 
remerciements à mon excellent ami M. Hermann, qui a apporté 
à la publication de ce Livre un empressement et un soin tout 
part icul iers . G . RGENIGS. 

EXERCICES D ' A R I T H M É T I Q U E . ENONCÉS ET SOLUTIONS, 

par J . Fitz-Patrick, ancien professeur de Mathéma-
tiques, et Georges Clievrel, directeur de l'institution 
Charlemagne À Tours, avec une PRÉFACE de M. Jules 
Tannery, sous-directeur des études scientifiques à 
l'École Normale supérieure. Paris, A. Hermann} 1893. 
Grand in-8° de ix-4po pages. Prix : iotr. 

L'Ouvrage que M. Hermann vient de publier n'a pas de simi-
laire dans notre littérature scientifique. Il existe un grand 
nombre de recueils de problèmes d'Arithmétique avec ou sans 
solutions, mais ces recueils, dont plusieurs ne manqnent pas 
d'intérêt, se rapportent à l'Arithmétique pratique. Le recueil 
que publie M. Hermann renferme un certain nombre de pro-
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blêmes numériques, mais surtout des exercices théoriques Sur 
les différentes parties de l'Arithmétique. 

L'Ouvrage contenant près de cinq cents exercices, il est dif-
ficile de donner en quelques mots un aperçu de ce qu'il ren-
ferme, mais nous pouvons dire avec M. Tannery que, dans 
chacun des seize Chapitres qui composent l'Ouvrage, les exer-
cices sont parfaitement gradués et les solutions simples et élé-
gantes. Les auteurs ne se sont pas bornés à faire un choix de 
problèmes et à reproduire les solutions publiées dans divers 
recueils scientifiques; la plupart des solutions leur sont per-
sonnelles, et, ce qui est excellent dans un livre d'enseigne-
ment, la plupart des questions sont résolues à l'aide d'un petit 
nombre de méthodes, toujours par la voie la plus simple et la 
plus naturelle. On a évité avec grand soin ces solutions qu'on 
pourrait appeler artificielles, qui conduisent au but à l'aide de 
transformations inattendues et bizarres, et qui, par cela même 
que leur point de départ ne peut être pressenti et prévu, ne 
sont véritablement que des demi-solutions. 

Les deux derniers Chapitres ont une étendue plus considé-
rable que les autres. Le Chapitre XV, intitulé : Questions di-

verses, renferme la solution des diverses questions qui n'au-
raient pu trouver leur place dans les Chapitres précédents : 
problèmes de concours, notions sur les nombres figurés, les 
nombres triangulaires, quadrangulaires, pentagones, etc. Le 
Chapitre XVI est intitulé : Notions élémentaires sur la 

théorie des nombres; c'est une véritable introduction à la 
théorie des nombres encore assez étendue, qui facilitera la lec-
ture des ouvrages et mémoires parus sur le même sujet. 

En résumé, l'ouvrage de MM. Fitz-Patrick et Chevrel est 
un ouvrage destiné à rendre les plus grands services aux can-
didats aux P'coles, aux professeurs à qui il fournira une source 
presque inépuisable d'exercices à proposer. Ceux qui voudront 
se faire une idée plus complète du Livre pourront consulter le 
remarquable article que lui a consacré M. Kœnigs dans le 
Bulletin des Sciences mathématiques de M. Darboux. 
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P U B L I C A T I O N S RÉCENTES . 

NOTE SUR LES APPROXIMATIONS NUMÉRIQUES, pa r M . Guyou, cap i -

taine de frégate, examinateur d'admission à l'École navale. 2* édition. 
Paris, Gauthier-Villars et fils; 1891. In-8° de 32 pages. Prix : 0^,76. 

PROBLÈMES D'ÉLECTRICITÉ PRATIQUE, par l e DR Filippo Cintolesi, 

professeur de Physique à l'Institut royal technique de Livourne. Tra-
duits de l'italien par Félix Leconte. Paris, Gauthier-Villars et fils; 
1892. In-18 jésus de 160 pages, avec une planche. Prix : 3 f r. 

THÉORIE MÉCANIQUE DE LA CHALEUR, par R. Clausius. 2A é d i t i o n , 

refondue et complétée, traduite sur la 3e édition de l'original allemand, 
par F. Folie et E. Ronkar, chargés de cours à l'Université de Liège. 
T o m e p r e m i e r : DÉVELOPPEMENT DES FORMULES QUI SE DEDUISENT DES 

DEUX PRINCIPES FONDAMENTAUX, AVEC DIFFÉRENTES APPLICATIONS. T o m e 

d e u x i è m e : THÉORIE MECANIQUE DE L'ÉLECTRICITÉ, Y COMPRIS L 'APPLI-

CATION DES PRINCIPES FONDAMENTAUX DELA THÉORIE MÉCANIQUE DELA 

CHALEUR. Mons, Hector îManceaux. Paris, Gauthier-Villars; i8g3. 
In-8° de vn-5oo pages et de 11-472 pages. Prix : 20FR. 

LES COURANTS POLYPHASÉS, par J. Rodet et Busquet, ingénieurs 
des Arts et Manufactures. Paris, Gauthier-Villars et fils; 1893. Gr. in-8° 
de 182 pages, avec 71 figures dans le texte. Prix 3fr, 5o. 

COURS ÉLÉMENTAIRE DE MACHINES A VAPEUR, pa r V. Foulon, i n g é -

nieur des Ponts et Chaussées. Paris, Gauthier-Villars et fils; 1893. 
In-8° de 2'J3 pages, avec 216 figures dans le texte. Prix : 5 f r. 

COURS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL, par Paul Haag, i n g é -

nieur en chef des Ponts et Chaussées, professeur à l'École des Ponts 
et Chaussées, répétiteur à l'École Polytechnique. Paris, Yve Ch, Dunod ; 
1893. Gr. in-8° de vin-612 pages, avec figures dans le texte. Prix : I2FR. 

COURS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE, par Paul Haag, ingénieur en 
chef des Ponts et Chaussées, professeur à l'École des Ponts et 
Chaussées, répétiteur à l'École Polytechnique. Paris, Vve Ch. Du-
nod et P. Vicq; 189 .̂ Gr. in-8° de VIII-552 pages, avec figures dans 
le texte. Prix : I2FR. * 

COURS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL, pa r J.-A. Serret, 

membre de l'Institut et du Bureau des Longitudes. Quatrième édition, 
a u g m e n t é e de NOTES SUR LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, p a r 

M. Ch. Hermite. Tome premier : CALCUL DIFFÉRENTIEL. Tpme second : 
CALCUL INTÉGRAL. Paris, Gauthier-Villars et fils; 189 .̂ In-8° de xiv-
618 pages et de xiv-90'4 pages, avec figures dans le texte. Prix : i5rr. 
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LEÇONS SUR LA THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES ET LES APPLICA-

TIONS GÉOMÉTRIQUES DU CALCUL INFINITÉSIMAL, pa r Gaston Darboux, 

membre de l'Institut, doyen de la Faculté des Sciences. Troisième 
P a r t i e : LIGNES GÉODÉSIQUES ET COURBURE GÉODÉSIQUE. PARAMÈTRES 

DIFFÉRENTIELS. DÉFORMATION DES SURFACES. Paris, Gauthier-Vi l lars 
et fils; 1894. Grand in-8° de VIII-5J2 pages, avec 81 figures dans le 
texte. Prix : i5fr. 

QUESTIONS D'ALGÈBRE, à l'usage des élèves des classes de Mathé-
matiques spéciales et des candidats aux Ecoles Polytechnique, Nor-
male, centrale; par Georges Maupin, licencié ès sciences mathé-
matiques et physiques, membre de la Société mathématique de France, 
avec une PRÉFACE de M. C.-A. Laisant, docteur ès sciences. Paris, 
Nony et Cu ; 1895. Grand in-8° de vm-292 pages, avec une planche 
et figures dans le texte. Prix : 2FR. 

ESSAIS DE PSYCHOLOGIE ET DE MÉTAPHYSIQUE POSITIVES. ARITHMÉ-

TIQUE GRAPHIQUE. LES ESPACES ARITHMÉTIQUES HYPERMAGIQUES, pa r 

Gabriel Arnoux, ancien officier de Marine. Paris, Gauthier-Villars 
et fils; 1894. Grand in-8° de xxiv-176 pages, avec figures et une 
planche en couleur. Prix : Hollande I2FR, vélin 6FR. 

RÉCRÉATIONS MATHÉMATIQUES, par M. Edouard Lucas. Tome IV : 
LE CALENDRIER PERPÉTUEL. L'ARITHMÉTIQUE EN BOULES. L 'ARITHMÉ-

TIQUE EN BATONS. LES MÉRELLES AU XIIIE SIÈCLE. LES CARRÉS MA-

GIQUES DE FERMÂT. LES RÉSEAUX ET LES DOMINOS. LES RÉGIONS ET LES 

QUATRE COULEURS. L A MACHINE A MARCHER. P a r i s , G a u t h i e r - V i l l a r s 

et fils; i8()4- Petit in-8° de vm-266 pages. Caractères elzévirs, titres 
en deux couleurs. Prix : Hollande I2FR; vélin 7fr, 5o. 

LOGICA MATÉMATICA, par C. Burali Forti, professor nella R. Ac-
cademia militare di Torino. Milano, Ulrico Hoepli; 1894. Petit in-8° 
de vi-i58 pages. Prix : i fr, 5o. 

BULLETIN DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES, publié sous la direction de 
B. Niewenglowski, docteur ès sciences, professeur de Mathématiques 
spéciales au Lycée Louis-le-Grand. N° 1. Octobre 1894. Paris, So-
ciété d'éditions scientifiques; 1894. In-8° de 16 pages. Prix : ofr, 60. 

TRIGONOMÉTRIE, à l'usage des candidats aux baccalauréats de l'en-
seignement secondaire classique et moderne, par L. Gérard, docteur 
ès sciences, professeur au lycée de Lyon. Paris, Société d'éditions 
scientifiques; 1895. In-18 de 72 pages. Prix : ifr, 26. 

INTRODUCTION A L'ÉTUDE DE LA THÉORIE DES NOMBRES ET DE L ' A L -

GÈBRE SUPÉRIEURE, par Êmile Borei et Jules Drach, d'après des 
Conférences faites à l'École Normale supérieure, par M. Jules Tan-
nery, sous-directeur des études scientifiques. Paris, Nony et C1*; 
1895. In-8° de x-35o pages. Prix : iofr. 
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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE ; 
PAR M. LE CAPITAINE E. BARIS IEN, 

du Service géographique de l'Armée. 

Le but de cette Note est de donner quelques formules 
permettant de trouver Taire, le rayon de courbure et la 
rectification des podaires successives d'une courbe, sans 
avoir besoin de connaître les équations de ces podaires. 
Nous étudierons aussi, accessoirement, quelques courbes 
dérivées de ces podaires. 

Aire de la mième podaire. — Soit O le point d'émis-
sion des podaires, que nous prenons pour pôle des coor-
données polaires, et désignons par 

l'écjuation polaire de la courbe fondamentale. 
Etudions d'abord la première podaire. Si est le 

point de la première podaire correspondant au point M 
de la courbe et si r { et 64 sont les coordonnées polaires 
de ce point Pi, on aura pour la différentielle de l'aire U { 

de cette première podaire 

(1) d V i = i r l d ^ u 

Nous allons calculer rK et en fonction de 9. Pour 
cela, désignons par V l'angle du rayon vecteur OM avec 
la tangente à la courbe en M, nous avons 

<*> t a n g V = ^ 
¿e 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XIV (Mars 1895). 7 
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et 

v =x 0, - 0 - -

En différentiant cette dernière équation par rapport 
à Û, il vient 

,/0t , d\ 
,3> 77cr==I"r""35-

En diilerentiaiit (2 ) par rapport à 0, 011 obtient 

/ dr\- d1 r 

d\ __ ' ^ / ~ 7 ^Ô7 

r/0 -(S)' 
.Si, pour abréger récriture, 011 pose 

dr , d'2 r 

on a alors 
r/V 
i/0 " r /•'" 

et, par suite, en portant cette valeur dans (3) , 

i^1 _ rr" _ 2/'2-/t" 

7/0 " 1 + /'- —i— r 2 ~ r*- -r- V2 ' 

D'autre part, le triangle OMP, donne 
/'i /' sill V = , 7 • 

y/Wr 's 

La formule (1) devient alors 

d Ut ^ , rfOi __ ir'2— rr") 
( 17Ô~ ~ à r î ¿0 ~ 71 ~ (/'2-h/-'2 

Pour avoir Taire Uj on 11'aura donc qu'à intégrer une 
fonction de Q, et, le plus souvent, lorsque la courbe 
r = t/'(9) aura une aire LI0 intégrable, telle que 

<iVo _ * . 
dO ~ 
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la podaire aura aussi une aire integrable. On obtiendra 
donc Taire U< sans avoir besoin de connaître l'équation 
de la podaire, laquelle peut être d'un degré fort élevé et, 
par cela même, rendre difficile la recherche directe de 
Taire de la podaire. 

Pour avoir le point P2 de la seconde podaire, corres-
pondant au point P< delà première, on prend le milieu C 
de OM et Ton joint P, C qui est la normale à la pre-
mière podaire en P, : on n'a donc qu'à abaisser de O la 
perpendiculaire sur la tangente en P f pour avoir le 
point P2 . 

Il est à remarquer que l'angle P 2 OP| est égal à 
Tangle P* OM dont la valeur est (8, —8). Si 82 et r\ sont 
les coordonnées du point P2, on a 

'x ( 01 — 0 ) H— 0 
et 

/•2 ẑ : r, s i h Y /• sin2 Y. 

D'une manière plus générale, si rm et 6m sont les coor-
données du point Pm de la raième podaire, on aura 

0/w = m(OÍ - 0 ) H- 0 = m (\r — - ) -f- 0, 

d'où, en difierentiaut par rapport à 8, 

'> = 77Ô [ t ï - T T ) + 1 • 

D'autre pari, 

(/• \ m , — 

y//'2-!- r'*/ 

Or, la différentielle de Taire Um de la miéme podaire 
est 

d\J m _ I , m 

¿0 ~ '1r"1 db ' 

Par conséquent, en y portant les valeurs ( 5 ) e t ( 6 ) , il 
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vient 

dVm i , / r» VM T , /r'*—rr'Y\ 

- a r = ; 7 , 2 ( ^ T T i ) L 1 ) J ' 

Rayon de courbure de la mième podaire. — Si 
désigne ce rayon de courbure, 011 a 

3 
( r2 »»'2 \2 / o \ R — 1 ' " " , 

( 8 ' m ~~ r2 _4_ o r'2 _ r r" ' m^ i r m 'm' m 

formule dans laquelle 

dr,n „ d2 r m 
r,n — -¡7T-> rf! 

Or, d'après (6), 
rm-\-1 

(r2 -h r'2)2 

En diflerentiant par rapport à et tenant compte 
de (5), on obtient 

< _ d r > n _ 7 > ' r % m 

(r2_j_ r'2)2 
Par suite, 

»•2 m 
(9) — 

(/.2_|_r'2)2 

Au lieu de calculer r"m, remarquons que 

ÎOL — !L 
r ' r ' 

et différentions par rapport à 0W, il vient 

D'où 

(10) r',,2- (r2 -+- r ' 2 [ r2 + (m 1 )r'2 — mr/1" ] 
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En ajoutant (9 ) et (10), on obtient la valeur du dé-

nominateur de Rw . On a donc ainsi pour R w 

_ rm [" m(r'* — rr") 1 

( r » + r ' 2 ) 2 

Pour m — 1, 011 a 

1 ~ r [r^-h r'2-*" rr") J ' 

expression que Ton peut écrire 

T> ^ r 
1 ( r 2+r '2 ) 

r2 -+- 2 r'2 — rr" 

Or, le rayon de courbure R0 de la courbe fondamen-
tale a pour valeur 

r2 + 2 _ 

On a aussi 
r sin Y = 

(r2_4_r'2)2 
Donc 

R0 sin V = r 

Il en résulte donc la formule suivante pour le rayon 
de courbure de la première podaire 

r2 
Ri = 2r — R0 sin V 

C'est, aux notations près, la formule démontrée par 
M. Husquin de Rhéville (N o u v e l l e s Annales, p. 141 ; 
.890). 

On peut, du reste, généraliser cette formule pour le 
rayon de courbure R/w. R0 peut s'écrire 
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et comme 

in2 V 
on en déduit 

r — R0 si 11V) 
r -— rr K0 sin3 V 

Portant ces valeurs de (r2-b r '2 ) et ( r ' 2 — r r " ) daus 
l'équation (i i), on obtient 

, _. f mr — (m — i )H0 sinV1 R,„== /• sin"1—1 V \ V . v • [_(m + i)/' — mRo sin v J 
On a donc 

«1= xr — K0 sin V 
¡> . T 2r— R0 sin V ] 

l$r — 2R0 sin V J 
|" 3;- — 'iR0 sin V'j 
L4r —3R0 sin V J ' R3= /• sin2 V 

et, pour le produit des m premiers rayons de courbure, 
on obtient la formule simple suivante 

mi m — 1 t 
rm-h 1 sjn 2 Vr 

K,H,R î . . .Rm = ( m H- 1 ) r — m R0 sin V 

On remarquera aussi que la valeur (1 1) de Rm permet 
d'obtenir par la différence des rayons de courbure aux 
extrémités d'un arc, la rectification de la développée de 
la m"'"10 podaire. 

Rectification de la mième podaire. — En désignant 
par sm l'arc de cette //¿lomo podaire, on a 

i/o2
 cm ' 

D'où, en tenant compte de (5 ) et de (9 ) , 

dsm r'n 

l ' "—r'2 ) 2 

, I2> "T/fT ~ »[±J 1' -1" r m ( ' ~ r r )I• 

t .1 suivre.) 
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théorie générale du plus grand commun diviseur et 
du plus petit multiple commun des nombres 
commensurables; 

PAR M. P . B A R R I E U , 

Professeur au lycée de Périgueux. 

I. 

Nous nous proposons d'établir Ja tliéorie du plus 
grand commun diviseur et du plus petit multiple com-
mun sur des raisonnements généraux, qui s'appliquent 
indistinctement à tous les nombres commensurables, 
entiers ou fractionnaires. 

La méthode suivie nous permettra de mettre en lu-
mière les liens qui unissent le plus grand commun di-
viseur au plus petit multiple commun et le parallélisme 
çomplet qui existe entre les propriétés de ces deux 
fonctions. 

Nous dirons qu'un nombre quelconque, entier ou 
fractionnaire, est multiple d'un autre lorsqu'il est égal 
au produit de cet autre par un nombre entier. 

Ainsi ~ est un multiple de parce que POLI a 

ix = i. x i r>. I «> o 

Nous représenterons par les notations 

D ( A , b. c, ..., /), m(a, b. c, ..., /) 

le plus grand commun diviseur et le plus petit multiple 
commun des nombres a, è, c, . . ., /. 



( 96 ) 
Décomposition d'un nombre fractionnaire en fac-

teurs premiers. — On sait que tout nombre entier est un 
produit de facteurs premiers affectés d'exposants entiers 
et positifs. 

Il en résulte immédiatement que tout nombre frac-
tionnaire est un produit de facteurs premiers affectés 
d'exposants entiers, positifs ou négatifs. Ainsi 

9.8 22X 7 , 0 9 r . 
Ï5 = = x x 

Pour qu'un nombre soit entier, il faut et il suffit qu'il 
soit égal à un produit de facteurs premiers affectés 
d'exposants entiers et positifs. 

C O N V E N T I O N F O N D A M E N T A L E . 

Tout facteur premier qui n entre pas dans un nombre 
sera considéré comme y entrant avec Vexposant zéro. 

D'après cette convention, n nombres donnés quel-
conques, entiers ou fractionnaires, pourront toujours 
être considérés comme composés des mêmes facteurs 
premiers, de telle façon qu'un facteur premier quel-
conque p entrera toujours dans ces nombres avec n expo-
sants entiers, positifs, négatifs ou nuls, que nous dé-
signerons par 

<z2, »3> •••> 

Quand nous dirons que ces exposants sont rangés par 
ordre de grandeur croissante, cela signifiera que chacun 
d'eux est inférieur ou égal à celui qui le suit, et que 
l'on a 

2^*3 = ... %0Ln. 

L K M M K . — Pour qIL un nombre entier ou fraction-
naire A soit divisible par un nombre entier ou frac-
tionnaire B, il faut et il suffit que chaque facteur pre-
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tnier entre dans A avec un exposant supérieur ou égal 
à celui qu'il a dans B. 

En effet, soit p un facteur premier quelconque, et 
soient a et ¡3 les exposants entiers, positifs, négatifs ou 
nuls, avec lesquels ce facteur entre respectivement dans 
A et B. 

Le facteur p entrera dans le quotient A : B avec l'ex-
posant entier a — p. Donc, pour que ce quotient soit 
un nombre entier, il faut et il suffit que l'exposant 
a — (3 soit positif ou nul, ou, en d'autres termes, que a 
soit supérieur ou égal à p. c. Q. F. D. 

T H É O R È M E I . — L o i D E F O R M A T I O N . — 1 ° P O U R 

former le plus grand commun diviseur de n nombres, 
entiers ou fractionnaires, on fait le produit de tous 
les facteurs premiers qui entrent dans ces nombres, en 
affectant chacun de ces facteurs de son plus faible 
exposant. 

2° Pour former le plus petit multiple commun de 
n nombres, entiers ou fractionnaires, on fait le produit 
de tous les facteurs premiers qui entrent dans ces 
nombres, en affectant chacun de ces facteurs de son 
plus fort exposant. 

[Il demeure entendu que les facteurs premiers qui 
n entrent pas dans un nombre doivent y être introduits 
avec l'exposant zéro.) 

Soient 
a, b. c, ..., l 

n nombres donnés, entiers ou fractionnaires. 
Soit p un facteur premier quelconque, et soient 

al5 a2, a3, ..., 0Ln 

les exposants positifs, négatifs ou nuls, rangés par ordre 
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de grandeur croissante, avec lesquels le fadeur p entre 
dans les nombres donnés. 

Considérons un nombre entier ou fractionnaire X, et 
désignons par x l'exposant positif, négatif ou nul, avec 
lequel le facteur p entre dans le nombre X : 

i° Pour que le nombre X soit un codivisenr des 
nombres donnés, il faut et il suffit, d'après le lemme, 
que l'on ait 

X '1 

Le nombre X sera donc le plus grand codiviseur des 
nombres donnés lorsqu'on aura 

X — AL5 C. Q. F . D. 

s>,° Pour que Je nombre X soit un comultiple des 
nombres donnés, il faut et il suffit, d'après le lemme, 
que l'on ait 

Le nombre X sera donc le plus petit comultiple des 
nombres donnés lorsqu'on aura 

X = OLN, C. Q. F. D. 

Exemple de formation. — Trouver le plus grand 
commun diviseur des nombres 

63 ' 75 
Ou a 

I rrr '20 X 3 ° X 5 ° X 7°, 
(»3 = x 3 2 x 5 ° x 7 , 

- v — x 3 - 1 x x 7 ; i > 
d'oii 

n - = 2 ° x 3 - 1 x 5 - 1 x 7 ° — * i > 
m r •>.2 :< >2 x 5° x 7 — 9.5?.. 
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Remarque. — Lorsqu'il entre parmi les nombres 

donnés un ou plusieurs nombres fractionnaires, il ne 
serait plus exact de dire que le plus grand commun di-
viseur se compose des facteurs premiers communs affec-
tés de leur plus faible exposant, puisqu'il entre généra-
lement dans sa composition des facteurs premiers non 
communs; tels sont les facteurs 3 et 5 dans l'exemple 
précédent. C'est ce qui nous a conduit à formuler une 
loi de formation plus générale que l'ancienne et qui, 
d'ailleurs, renferme l'ancienne comme cas particulier 
quand tous les nombres sont entiers. 

C O R O L L A I R E . — On déduit aisément de la loi de for-
mation que le plus grand commun diviseur de n frac-
tions irréductibles est une fraction irréductible qui a 
pour numérateur le plus grand commun diviseur des 
numérateurs et pour dénominateur le plus petit mul-
tiple commun des dénominateurs. 

De même, le plus petit multiple commun de n frac-
tions irréductibles est une fraction irréductible qui a 
pour numérateur le plus petit multiple commun des nu-
mérateurs et pour dénominateur le plus grand commun 
diviseur des dénominateurs. 

T H É O R È M E IL — Loi DE C O R R É L A T I O N . — Etant don-
nées deux séries de nombres, entiers ou fractionnaires, 

Ai, A2, A3, ..., An (Ve série), 
Bj, B2, B3, B„ (2e série), 

si Von a 

ii) Aj Bt = A2B2 = A3B3 = ... = A/lB/i= G, 

le nombre C est égal au produit du plus grand com-
mun diviseur des nombres de Vune des séries par le plus 
petit multiple commun des nombres de Vautre, et 
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Von a 

( I ) D(At,A2, Art)^(Bi,B2, . . . ,B„ )=G, 
( I I ) m(A„ A„ . . A r t ) D ( B j , B2, . . . ,B „ )=G. 

En eifet, soit p un facteur premier quelconque, qui 
entre dans C avec un exposant positif \ négatif ou nul, 
que nous désignerons par y. 

Si nous remarquons que, d'après l'égalité ( i ) , les 
nombres de la deuxième série sont respectivement 
égaux à 

G G C G 
r~ ' T~ ' "i • > • • • ? "t > Ai A2 A 3 An 

nous voyons que, si le facteur premier p entre dans les 
nombres de la première série avec les exposants 

a, a2, a3, . . •, ccn7 

rangés par ordre de grandeur croissante, ce même 
facteur p entrera dans les nombres de la deuxième série 
avec les exposants 

qui se trouveront naturellement rangés par ordre de 
grandeur décroissante. 

D'où il résulte que le facteur p entrera dans 

D(A„ A2, A3, . . . ,A„ ) 

avec l'exposant minimum a,, et dans 

avec l'exposant maximum — OL{ -f- y. 
11 entrera donc dans le produit 

L>(A1? A , An).m(Buh2, B3. 

avec l'exposant 
a, — ai H- y = Y' 
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c'est-à-dire avec le même exposant que dans C. On a 
donc 

D ( A ! , A S , AA, \n).m(BuBt,B3y ...,Bn) = G. ( I ) 

On a de même 

M ( A I , A T , AJ, . . . , A „ ) . D ( B , , B 2 , B3 , . . . , B „ ) = C. ( I I ) 

C. Q . F . D . 

Ce théorème est fondamental. Il renferme implici-
tement toutes les propriétés essentielles du plus grand 
commun diviseur et du plus petit multiple commun, 
comme nous le verrons tout à l'heure. 

Mais nous devons auparavant examiner un cas parti-
culier très intéressant. (A suivre.) 

note de géométrie; 
PAR M . F . F A R J O N . 

1. Soient deux points a et b distincts l'un de l'autre, 
ils déterminent une droite. Nous dirons que tout point 
de cette droite est un centre concourant du réseau {ab). 
Chacun de ces centres concourants forme sur la droite 
deux segments dont la différence est égale à la longueur 
ab. 

2. Soient trois points a, c, non situés en ligne 
droite, ils déterminent un plan. Marquons un centre 
concourant m du réseau {ab)et un centre concourant n 
du réseau (¿c ) , les deux droites cm et an se coupent en 
un point Oj, et la droite boK détermine sur ca un centre 
concourant q du réseau {ca) que nous nommerons cor-
respondant des deux centres arbitrairement choisis m 
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et n. Nous dirons que le point o{ est un centre concou-
rant du réseau (abc). Inversement tout point du plan 
peut être pris pour centre concourant du réseau (abc) 
et détermine trois centres correspondants des réseaux 
dérivés (ab)9 (bc) et (ca). Ces trois centres forment sur 
les côtés du triangle (abc) six segments qui ont entre 
eux une relation connue. 

3. Soient quatre points <7, Z>, c, ci non situés sur un 
même plan. Us forment, pris trois à trois, quatre réseaux, 
et, pris deux à deux, six réseaux dérivés. Prenons trois 
de ces derniers tels que ( a b ) , (6c), (cd) ne formant pas 
un même réseau de trois, et marquons arbitrairement 
sur chacun d'eux un centre concourant my n, p. Les 
droites cm et an déterminent un centre concourant de 
(abc) et boi un centre concourant q de (ca). Les droites 

bp et dn déterminent un centre concourant o2 de (bcd) 
et ap et dq, un centre concourant o3 de (acd) ; nous di-
rons que o2 et o3 sont correspondants de o{ dans le ré-
seau (abcd). 

La droite co2 détermine un centre r de (bd)\ et la 
droite co, un centre s de (da). Les deux droites doK et 
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situées dans le plan adn se coupent en un point O, 

par lequel passe également bo3. Tirons cO, cette droite 
perce le plan abd en un point o4, et Ton reconnaît 
sans peine que les droites dm, ar et bs passent par ce 
point qui est donc aussi correspondant de o4, o2, o3, 
dans le réseau ( a b c d ) . 

Nous dirons que le point O est centre concourant du 
réseau (abcd). 

Inversement, un point quelconque O de l'espace peut 
être pris pour centre concourant du réseau (abcd). En 
effet, en joignant ce point à chacun des points a, c, 
d, on détermine sur les plans bcd^cda, abd,cab des centres 
concourants o2, o3, o4, et Ton vérifie sans difficulté 
que ces centres sont correspondants. 

Si les quatre points donnés sont dans un même plan, 
la construction du ceutre concourant se fera exactement 
de même- il suffit, pour le démontrer, de considérer la 
figure plane comme la perspective d'une figure de l'es-
pace; mais la construction inverse est indéterminée : en 
joignant, par exemple, le centre concourant O au point d, 
on peut prendre pour centre o, du réseau ( a b c ) , un 
point quelconque de cette droite, car on peut toujours 
supposer que ce point est la perspective d'un point situé 
dans le plan du triangle dont abc est la perspective. 

On sait qu'il existe une relation analytique entre les 
positions de quatre points donnés. Notre construction 
en donne une i nterpré tation géométrique des pl us si mples. 
De plus, 011 peut l'étendre à des réseaux d'un nombre 
quelconque de points. 

4. Considérons, en effet, cinq points a> c, d, e 
ils forment cinq réseaux dérivés de quatre points, dix 
de trois et dix de deux. Prenons quatre de ces derniers 
ne faisant point partie d'un même réseau de quatre, par 
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exemple (ah), (bc), (cd) et (ac) et marquons arbitrai-
rement sur chacun d'eux un centre concourant m, n, p, 

q. La construction qui précède donnera un centre con-
courant 0{ du réseau (abcd)\ joignons eO*. On obtien-
dra ensuite un centre concourant correspondant Os du 
réseau ( d e a b ) , et si Ton tire c0 2 , on reconnaîtra 
que cette droite coupe eO{ en un point il, puisque c0 2 

et e04 sont dans le même plan co{e [o j étant le centre 
concourant du réseau commum (a b d ) \ . On verra de 
même que les centres correspondants 0 3 de ( b c d e ) et 
04 de (cdea.) sont respectivement en ligne droite avec 
le point û et les points a et è, et, finalement, que si 
l'on joint rfÛ, cette droite rencontrera en un même point 
0 5 les droites qui, dans le réseau ( a b c e ) joignent chaque 
point au centre concourant déterminé des trois autres, 
que ce point Os est donc un dernier correspondant de 
o , , o 2 , 0 3 , 0 , . 

Et nous dirons que Q est un centre concourant du ré-
seau (a b c d e ) . 

On peut continuer ainsi de proche en proche, et, 
généralement, on conclura de la construction du centre 
concourant du réseau de N points à celle du centre d'un 
réseau de N -h 1. 

5. Revenons au réseau de cinq points. Si, comme 
dans les cas précédents, on veut suivre une marche in-
verse, c'est-à-dire prendre comme point de départ un 
point quelconque de l'espace pris pour centre concou-
rant du réseau et en déduire les centres concourants cor-
respondants des réseaux dérivés de quatre, de trois et 
de deux points, le problème est indéterminé, et l'on 
peut prendre pour centre concourant du réseau ( a b c d ) , 
par exemple, un point quelconque de la droite eQ. 

Le cas est entièrement analogue à celui de quatre 
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points pris dans un même plan. Quatre points suffisent 
en effet, pour déterminer un espace à trois dimensions, 
et le problème ne sera déterminé que si les cinq points 
sont pris dans l'hyperespace à quatre dimensions, car il 
est évident que, daus l'hyperespace, une droite ne peut 
rencontrer un espace à trois dimensions qu'en un seul 
point, sans quoi elle serait tout entière dans celui-ci. 
Donc, dans ce cas, la droite rencontrera l'espace dé-
terminé par les points a, 6, c, d en un point qui sera le 
centre concourant de leur réseau, et le reste de la con-
struction s'ensuivra. 

On raisonnera de même pour un nombre quelconque 
de points, et, d'une manière générale, la construction 
inverse, permettant de remonter du centre concourant 
d'un réseau de N points aux correspondants dérivés de 
n — i , 7?.— 2, . . . , 3 ,2 points, ne sera déterminée que si 
les N points donnés sont pris dans un espace à N — i 
dimensions. 

6. Ces considérations, d'une simplicité tout élémen-
taire, nous paraissent donner une notion assez nette 
des hyperespaces. Notre esprit éprouve tout d'abord 
quelque difficulté à concevoir ces espaces, par la raison 
bien simple que nous sommes nous-mêmes des êtres à 
trois dimensions et que, par hérédité comme par édu-
cation, nos sens et notre cerveau ne se représentent a 
priori]'espace autrement qu'à trois dimensions. L'espace 
à deux dimensions est déjà une conception tout idéale, 
qui exige un effort de notre part, mais lorsqu'il s^agit 
d'aller au delà de trois dimensions, la difficulté est bien 
plus grande encore, d'autant plus que les moyens de 
représenter graphiquement les figures nous font défaut. 
U faudrait, pour les figures à quatre dimensions, qu'un 
nouveau Monge imaginât une géométrie descriptive où 

Ann.de Mathémat., 3esérie, t. XIV. (Mars 1895.) 8 
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les plans de projection fussent remplacés par des espaces 
à trois dimensions. Remarquons, en passant, que ceux-
ci doivent se couper suivant des plans, sans quoi ils 
coïncideraient. 

11 arrive parfois que les propriétés d'une figure à N 
dimensions ne peuvent s'établir avec toute leur clarté 
géométrique que par la considération de figures à plus 
de N dimensions. Habituellement, on esquive la diffi-
culté par l'emploi des imaginaires, mais c'est là un pro-
cédé qui garde quelque chose d'artificiel et ne nous 
semble pas satisfaire entièrement l'esprit. On sait de 
quelle façon, à la fois simple et ingénieuse, Cbasles a 
interprété par une figure à trois dimensions les pro-
priétés du cercle imaginaire : nous-même avons indi-
qué l'application de cette théorie à l'extension de quel-
ques propositions de Géométrie plane ( * ) . Nous en 
citerons ici un autre exemple qui nous semble plus con-
cluant encore. 

7. Les imaginaires s'introduisent en Géométrie plane 
par la recherche de l'intersection d'une droite et d'un 
cercle, 011 plus généralement de deux cercles et l'on donne 
le 110111 (ïaxc radical à la droite, toujours réelle,qui joint 
les deux points d'intersection, réels ou imaginaires 
conjugués, des deux cercles. 

Or, si l'on considère les deux cercles résultant de Ja 
section d une même sphère par deux plans, l'inter-
section de ces plans jouit, par rapport aux deux cercles, 
des propriétés de l'axe radical, et inversement, si l'on 
considère deux cercles situés dans un même plan comme 
situés dans des plans distincts, momentanément con-
fondus, l'axe radical est la charnière autour de laquelle 

(') Xouvelics Annales, année 1888; p. 288. 
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on peut faire tourner l'un de ces plans d'un angle quel-
conque, sans que les deux cercles cessent d'être situés 
sur une même sphère. 

Il en est de même de deux coniques dont les plans 
coïncident} leurs cordes communes sont les droites au-
tour desquelles on peut faire tourner le plan de l'une 
d'elles sans qu'elles cessent d'être situées toutes deux sur 
un cône du second degré. 

Cette façon de raisonner dispense de recourir aux soi-
disant points d'intersection imaginaires. 

Elevons maintenant les dimensions de nos figures 
d'un degré. On définit le plan radical de deux sphères 
le plan de l'intersection réelle ou imaginaire de ces 
sphères. Rien n'empêche de concevoir l'existence dans 
riiyperespaee d'une sphère à quatre dimensions que l'on 
définira une figure dont tous les points sont à égale dis-
tance d'un point nommé centre. L'intersection de cette 
hypersphere par un espace à trois dimensions donne 
nécessairement une sphère ordinaire. Un second espace 
à trois dimensions donnera une seconde sphère, et le 
plan d'intersection de ces deux espaces jouira des pro-
priétés du plan radical des deux sphères. Inversement, 
si l'on considère deux sphères situées dans le même 
espace, comme situées dans deux espaces distincts mo-
mentanément confondus, le plan radical est, nous 11e 
dirons plus la charnière, mais Y appui autour duquel 011 
peut faire tourner l'un des espaces d'un angle quelcon-
que, sans que les deux sphères cessent d'être situées sur 
une même hypersphere. 

On peut continuer à raisonner de la sorte et arriver à 
la notion d'un espace à N dimensions, radical de deux 
sphères à N + 1 dimensions. 

8. Il nous parait donc acquis que le domaine de la 
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Géométrie pure s'étend bien au delà des limites que notre 
imperfection physique lui fait assigner au premier abord. 
Et cela admis, l'esprit se rend compte de 1 existence pos-
sible de mondes et de vies infiniment supérieurs aux 
nôtres. Quel champ ouvert à l'esthétique, par exemple, 
et imagine-t-on ce que serait une liyperstatuaire à quatre 
dimensions, ou plus encore ! 

On est aussi conduit dans cette voie à une notion nou-
velle de l'infini ; nous ne connaissons effectivement que 
l'infini de la droite, du plan, ou de l'espace à trois di-
mensions. Mais envisageons l'espace à un nombre de 
dimensions de plus en plus grand, et nous nous élèverons 
à l'infini de l'espace à un nombre infini de dimensions. 
Nous bornerons là ces réflexions qui s'écartent du mo-
deste sujet que nous avons voulu aborder. 

sir quelques propriétés des cubiques gauches; 
PAU M . ANDRÉ C A Z A M I A N . 

Lu certain nombr e de théorèmes r elatifs aux cubiques 
unicursales conduisent très facilement à des proposi-
tions correspondantes concernant les cubiques gauches, 
si l'on fait usage de cette remarque que la projection 
conique d'une cubique gauche sur un plan est une cu-
bique unicursale. Par exemple, M désignant Je point 
de vue, aux trois tangentes inilexionnelles de la cubique 
plane correspondent les trois plans osculateurs menés 
par M à la cubique gauche, et de ce que les trois points 
dinilexion sont en ligne droite, on déduit que les trois 
points de contact des plans oscillateurs sont dans un 
même plan avec le point M. Cette propriété, due à 
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Chasles, est très counue. La suivante l'est peut-être 
moins. De ce que le pôle de la droite des inflexions 
d'une cubique unieursale par rapport au triangle formé 
par les trois tangentes inflexionnelles est le point double 
de la cubique, on déduit ce théorème : 

La sécante double issue d an point M de Vespace à 
une cubique gauche est la polaire du plan défini par 
les trois points de contact des plans oscillateurs menés 
par M à la cubique, relativement au trièdre formé par 
ces trois plans oscillateurs (*). 

Mais nous nous proposons surtout de transformer des 
propositions relatives aux points conjugués sur les cu-
biques unicursales, propositions établies par M. Astor 
(Nouvelles Annales, juillet 1892) et par nous-mème 
(résultats démontrés d'abord pour la stroplioïde et éten-
dus à toutes les cubiques unicursales dans notre Note : 
Sur les cubiques unicursales). 

Considérons une cubique gauche et un point xM de 
l'espace. La perspective de la cubique sur un plan P en 
prenant le point M pour point de vue est une cubique 
unieursale. A deux points conjugués de la cubique 
plane, c'est-à-dire à deux points tels que les droites les 
joignant au point double forment un faisceau harmo-
nique avec les tangentes en ce point, correspondent 
deux points de la cubique gauche tels que les plans 
passant par la sécante double issue de M et chacun d'eux 
forment un faisceau harmonique avec les plans définis 
par la sécante double et les tangentes à la cubique 
gauche aux points où elle est rencontrée par cette sé-

( l ) La définition de la polaire d'un plan passant par le sommet 
d'un trièdre, relativement à ce trièdre, étant la même que celle de 
la polaire d'un plan passant par le sommet d'un cône, relativement 
à ce cône 
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caille double. Nous appellerons ces points : points con-

jugués relativement au point de l'espace M . Cela posé, 

011 a les propositions suivantes : 

L'enveloppe des droites joi-
gnant deux points conjugués 
d'une cubique unieursale est 
une conique touchant les tan-
gentes au point double. 

D eux p o i n t. s co n j u g u é s d ' un e 
cubique unieursale ont le 
même tangentiel. 

Réciproquement, si par un 
point (Tune cubique unieur-
sale on lui mène les deux tan-
gentes, les points de contact 
sont conjugués. 

.Le collinéaire de deux 
points conjugués d'une cu-
bique unieursale est conjugué 
de leur tangentiel. 

Étant donnés une cubique 
gauche et un point M de l'es-
pace, A et B désignant deux 
points conjugués quelconques 
de la cubique (relativement au 
point M), l'enveloppe des plans 
MAB est un cône du second 
ordre touchant les plans défi-
nis par la sécante double issue 
de M et les tangentes à la cu-
bique aux points où elle ren-
contre cette sécante. 

Les plans passant par un 
point M de l'espace, et tou-
chant une cubique gauche en 
deux points conjugués relati-
vement à M, ont le même 
tangentiel (*). 

Réciproquement, si par un 
point d'une cubique gauche et 
le point M on mène à la cu-
bique les deux plans tangents, 
les points de contact sont 
conjugués relativement à M. 

Le plan défini par un point 
M de l'espace et deux points 
d'une cubique gauche conju-
gués relativement à M ren-
contre la cubique en un 
troisième point qui est le con-

(') Une cubique gauche et un point M de l'espace étant donnés, 
on peut appeler tangentiel d'un point A de la cubique le point où 
le plan défini par M et la tangente à la cubique au point A ren-
contre celte dernière. 
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Si l'on joint un point fixe 
d une cubique unicursale à 
tous les couples de points 
conjugués, on forme un fais-
ceau involutif dont un des 
rayons doubles est la droite 
joignant le point M au point 
double. 

Etant donnés sur une cu-
bique unicursale deux couples 
quelconques de points conju-
gués (AB) , (A'B') , les droites 
AA', BB' se coupent en I sur 
la cubique, les droites AB', 
BA' se coupent en V sur la 
cubique, et les points I et I' 
sont conjugués. 

• ) 
jugué du tangentiel commun 
des deux premiers. 

M étant un point de l'es-
pace, A un point fixe d'une 
cubique gauche, les plans pas-
sant par la droite MA et par 
tous les couples de points 
conjugués forment un faisceau 
involutif dont l'un des plans 
doubles est le plan défini par 
MA et la sécante double issue 
de M. 

Etant donnés sur une cu-
bique gauche deux couples 
(AB) , (A 'B' ) de points con-
jugués relativement à un point 
M de l'espace, les plans MAA', 
MBB' se coupent en I sur la 
cubique, les plans MAB', 
MBA' se coupent également 
en I' sur la cubique, et les 
points I et Y sont conjugués 
relativement à M. 

sur le centre de courbure des podaires; 
EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M . MAURICE D O C A G N E . 

En répondant à la question 295 de Y Intermédiaire 
des Mathématiciens y je nie suis trouvé amené à donner 
une variante de l'énoncé de certain théorème que 
j'avais fait connaître en 1890 dans le Journal de Ma-
thématiques spéciales, pour en déduire la construction 
indiquée, en 1891, dans les Nouvelles Annales par 
M. Husquin de Rhéville pour le centre de courbure des 
conchoïdes. 

Ce théorème général, susceptible de nombre d'autres 
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applications, fournit, en particulier, une construction 
très simple du centre de courbure des podaires, qui 
peut s'énoncer ainsi : 

Soit p la podaire de la courbe m par rapport au point 
O: abaissant du point O, sur la normale MN en M à la 

normale en P à la podaire p. 
Cela posé, si nous élevons en N à PJN la perpendicu-

laire NQ qui coupe OP en Q, le centre de courbure to 
de la podaire p est sur la droite qui joint le point Q 
au milieu K de la droite unissant le point O au centre 
de courbure y de la courbe m. 

Vous pourriez proposer aux lecteurs des Nouvelles 
Annales de chercher une démonstration directe de ce 
théorème. 

solution géométrique de la question proposée 
au concours d'admission a l'école centrale en 1889; 

PAR M . G. L E I N E K U G E L . 

On considère les paraboles ( P ) qui passent par un 
point fixe O du plan et qui admettent comme direc-
trice une droite A fixe : 

i° Lieu des foyers et des sommets. 
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2° Par un point M du plan passent, deux de ces pa-

raboles; quelle est la région du plan où doit se trouver 
ce point pour que ces deux paraboles soient réelles et 
distinctes, confondues ou imaginaires. 

3a Lieu S du point M pour lequel les paraboles qui 
y passent se coupent à angle droit à Vorigine O. 
Quand le point M se trouve sur le lieu S, la droite qui 
joint les deux foyers des paraboles correspondantes 
passe par un point fixe. 

I. Le lieu des foyers de ces paraboles ( P) est évidem-
ment le cercle (C ) de centre O et tangent à A. Quant 
au lieu des sommets, il se déduit du lieu des foyers en 
prenant sur une parallèle FF' à la perpendiculaire à la 
directrice menée de O les milieux S, S' des segments 
F/; F/. Ce lieu est par suite une conique, puisqu'il n'y 
a que deux points du lieu sur FF'. 

Fig. i. 
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On peut d'ailleurs le montrer de cette manière : on a 
sur la fig. \ 

C V ^ / F . / F ' ; 
or 

f¥ = R — 2S.ç, /F' = R -i- 7.S5; 
d'où 

4S*Vï ï7 ; 1= R2, 
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car 

0 ,/ = Sít, 

qui représente l'ellipse (E ) inscrite dans ABCD. 
Cette ellipse (E ) est d'ailleurs la projection sur le 

plan delà (igure de l'intersection du cylindre de base (G) 
dont les génératrices de front sont inclinées sur le plan 
du tableau de 45°, avec le plan de section droite pas-
sant par la ligne de terre A. 

II. Pour construire les deux paraboles passant par O, 
M et admettant A pour directrice, nous décrivons le 
cercle ( M ) tangent à A et de centre M; les deux points 
communs à (O ) , ( M ) sont les deux foyers des deux pa-
raboles cherchées. 

Ces deux paraboles seront réelles et distinctes, ima-
ginaires ou confondues, suivant que ces deux cercles 
auront deux points réels et distincts, imaginaires ou 
confondus. 

Si nous cherchons le lieu des centres des cercles ( M ) 
tangents à ( O ) et à A, nous aurons évidemment la ligne 
séparant les portions du plan pour lesquelles les deux 
paraboles ( P ) correspondantes sont distinctes et réelles 
de celles où elles sont imaginaires. 

Si nous considérons la droite A' parallèle à A et dis-
tante de celle-ci do la longueur R, rayon du cercle (C), 
on voit que l'on a 

MO = MN, 

pour un point M du lieu, N étant le pied de la perpen-
diculaire abaissée de M sur A'. Le lieu de M est donc la 
parabole ( Q ) de foyer O et de directrice A'. Pour les 
points du plan de cette parabole ( Q ) contenant l'axe, 
deux paraboles ( P ) distinctes et réelles ; pour les points 
surlaparabole (Q ) , deux paraboles confondues, et enfin 
dans l'autre région deux paraboles imaginaires. 
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III . Il résulte de la propriété connue de la tangente 

à la parabole que, si les tangentes en O sont rectangu-
laires, les deux foyers F, F ; des paraboles correspon-
dantes sont les extrémités d'un diamètre de ( O ) . 

Le lieu des points M pour lesquels les deux para-
boles ( P ) qui passent en O se coupent à angle droit, 

s'obtiendra donc en cherchant le lieu des centres des 
cercles tangents à A et qui rencontrent O cil deux points 
extrémités d'un même diamètre. 

Il suffit, pour construire un point du lieu, de mener 
par O une droite FF 'N , de prendre N i w = N|N et 
d'élever en Ni et en O des perpendiculaires à A et à 
FF7; leur point d'intersection M est un point du lieu. On 
remarque que (Jig. 2) 

(M, est le point de rencontre de OM avec la perpendi-
culaire élevée en JN̂  à A). Or M1 décrit une parabole, 
puisque, dans le triangle M^ON,, on a 

Fig. 2. 

r 

OM = 2OM 

OP2 = M, /îi,2 = = m, ; 

d'où l'on déduit que M décrit une parabole S, homo-
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théti<pie à la précédente Si, de sommet O et de direc-
trice A'. 

agrégation des sciences mathématiques 
(concours de 1895). 

PROGRAMME DES QUESTIONS P'ANALYSE ET DE MÉCANIQUE 

DOU SERA TIRÉ LE SUJET D'UNE DES COMPOSITIONS ÉCRITES. 

Analyse. 

Notions générales sur les intégrales abélicnncs relatives à 
une question algébrique de degré m représentant une courbe C/n 
qui n'a d'autres points singuliers que des points doubles ou des 
points de rebroussement de première espèce. Genre de la 
courbe. Nombre des intégrales de première espèce linéaire-
ment indépendantes. Intégrales de deuxième et de troisième 
espèce. Périodes cycliques, périodes polaires. 

Théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce, 
pour les intégrales de deuxième espèce avec un pôle simple, 
pour les intégrales de troisième espèce. 

Application de ce théorème à la recherche des conditions 
nécessaires et suffisantes pour que mq points de la courbe 
donnée G / / t soient situés sur une courbe d'ordre q. 

On étudiera plus généralement ces conditions et leurs con-
séquences géométriques dans les deux cas suivants : 

i° La courbe C, n est unicursale. [ Consulter le Mémoire de 
CLEBSCU Sur les courbes planes dont les coordonnées sont 

des fonctions rationnelles d'un paramètre ( Journal de 

Crclle, t. Ci, p. 43; traduction française de M. Durand, chez 
Hcrmann, éditeur, rue de la Sorbonne, Paris); 

2° La courbe C w est une courbe du troisième ordre ou une 
courbe du quatrième ordre du genre un. 

Nota. — On pourra se borner aux propriétés générales des inté-
grales abéliennes indispensables aux applications géométriques indi-
quées. 
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Ainsi on pourra laisser de côté ce qui concerne les intégrales nor-

males, les périodes normales. 
On pourra admettre que le problème d'inversion de Jacobi, dans 

le cas le plus général, définit des fonctions uniformes. 

Mécanique. 

Dynamique du corps solide. Frottement de glissement. 

SUJETS DE LEÇONS. 

Mathématiques élément a ires. 

1. Supposant connus les principes delà théorie des nombres 
premiers, établir la formule qui fait connaître combien il y a 
de nombres inférieurs à un nombre donné et premiers avec 
lui. Théorème de Fermât. Généralisation de ce théorème. 
Théorème de Wilson. 

2. Racine carrée. Racine carrée à moins d'une unité; à 
moins de — • (Indiquer quelques méthodes ^brégées . ) 

3. Polygones réguliers, convexes et concaves. 
4. Calcul de TT. 
5. Transformation par rayons vecteurs réciproques. Appli-

cations. 
6. Figures symétriques dans l'espace. 
7. Figures homothétiques dans l'espace. Centre d 'homo-

thétie. Axe d'homothétie. Plan d'homothétie. Application à 
un système de quatre sphères. 

8. Sphères tangentes à quatre plans. 
9. Pôle et polaire par rapport à un cercle tracé sur une 

sphère. Axe radical de deux cercles, centre radical de trois 
cercles tracés sur une sphère. Applications. 

10. Démontrer que toute conique peut être considérée 
comme le lieu des points d'intersection des rayons homolo-
gues de deux faisceaux homographiques. Réciproque. Insister 
sur l'application de ce mode de génération à la démonstration 
de quelques propriétés des coniques. (Ouvrages à consulter : 
CHVSLES, Traité des Coniques; RoueiiÉ et DE COMBEROUSSE, 

Traité de Géométrie.) 
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11. Involution sur une droite. Faisceaux en involution. In-

volution sur une conique. Applications. 
12. Propriétés générales des polyèdres. Théorème d'Euler. 

Applications. 
13. Décomposition du trinôme x'*H-px2 -+- q en un produit 

de facteurs réels du second degré; application à la résolution 
de l'équation bicarrée. (On ne supposera pas que l'équation bi -
carrée ait été résolue par une autre méthode.) 

Résoudre et discuter : i° l'équation P -h y/Q = o, où P 
est un polvnome du premier degré et Q un polynome du 
second degré; i ° l'équation v/P / Q == a , où P et Q sont des 
polynomes du premier degré et a une constante. Exemples tirés 
de la Géométrie. 

15. Théorèmes des projections. Etablir les formules relatives 
à l'addition des arcs. 

16. Vitesse. Étude de la vitesse dans quelques mouvements. 
Représentations graphiques. 

17. Composition des mouvements. Composition des vitesses. 
Composition de deux mouvements rectilignes et uniformément 
variés. 

18. Théorie des^ couples. Réduction à une force et à un 
couple d'un système de forces appliquées à un corps solide. 
Conditions d'équilibre. 

19. Equilibre d'un corps pesant sur un plan incliné dépoli, 
en supposant le corps soumis à l'action d'une force passant 
par son centre de gravité. 

20. Balances. Balance ordinaire, balance romaine, balance 
de Roberval. 

21. Systèmes articulés. Appareils de Peaucellier et de Hart. 
Parallélogramme de Watt. 

22. Principes de la théorie des engrenages cylindriques. 
Exemples simples. 

23. Énoncé du principe général des forces vives. Application 
aux machines. 

24. Définition et détermination de la latitude et de la lon-
gitude d'un lieu soit sur terre, soit sur mer. 

25. Cartes géographiques. 
26. Principes des projections cotées. Résolution de quelques 

problèmes relatifs à la ligne droite et au plan. 
27. Première leçon de perspective. 
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Mathématiques spéciales. 

1. Première leçon sur les déterminants. 
2. Résolution d'un système de n équations du premier degré 

à p inconnues. 
3. Fractions continues i l l imitées: fractions continues pério-

diques; développement des irrationnelles du second degré. 
Première leçon sur les séries. 

5. Définition et étude de la fonction ax pour une valeur po-
sitive de a. 

6. Série de Taylor. Application au développement de 
arctanga?. Calcul de ir. 

7. Application de la théorie des dérivées à l'étude des varia-
tions d'une fonction d'une seule variable. Exemples. 

8. Définition de l'intégrale définie. Exemples. 
9. Élimination d'une inconnue entre deux équations algé-

briques entières et rationnelles. 
10. Calcul des fonctions symétriques des racines d'une équa-

tion algébrique. Applications. 
11. Transformation d'une équation algébrique dans le cas 

où chaque racine de l'équation cherchée doit être une fonction 
rationnelle d'une ou de deux racines de l'équation donnée. 
Exemples. 

J2. Théorème de Sturm. Applications. 
13. Méthode de M. Hermite pour déterminer le nombre des 

racines réelles d'une équation algébrique qui sont comprises 
entre deux limites données. (Consulter le Cours d'Algèbre 

supérieure de Serret, t. 1, 4 e P- 985.) 
14. Invariants de la forme cubique. Application à la résolu-

tion de l'équation du troisième degré. 
1 5 . Résolution algébrique de l'équation du quatrième degré. 
16. Équations binômes. Racines primitives. Polygones régu-

liers. 
17. Génération des surfaces. 
18. Exposer sur des exemples simples la marche à suivre 

pour étudier une courbe algébrique dans le voisinage d'un de 
ses points. 

19. Asymptotes d'une courbe définie par son équation en 
coordonnées rectilignes. (Première leçon.) 
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20. Réduction simultanée de deux formes quadratiques à 

trois variables x, y, z à des sommes de trois ou d'un nombre 
moindre de carrés. Triangle conjugué commun à deux coni-
ques. Discussion et exemples . 

21. Invariants simultanés de deux formes quadratiques à 
trois variables. Triangles inscrits ou circonscrits à une pre-
mière conique et conjugués par rapport à une seconde conique. 
Triangles inscrits dans une conique et circonscrits à une autre. 
Propriétés analogues des cônes du second degré. Applications 
et exemples . 

22. Classification des quadriques en coordonnées tangen-
tielles. (On prendra comme première base de la classifica-

tion les caractères qui restent invariables par une trans-

formation homographique, caractères qui sont du reste 

immédiatement fournis par la décomposition en carrés; 

on complétera ensuite cette classification en ayant égard 

aux propriétés métriques.) 

23. Enveloppe d'un cercle dont le centre décrit une conique 
à centre donnée, en restant orthogonal à un cercle fixe. 
Trouver les modes de génération analogues dont la courbe 
enveloppe est susceptible. Inversions et symétries (par rap-
port à des axes) qui laissent la courbe invariable. 

24. Figures polaires réciproques dans l'espace. Applica-
tions. 

25. Un plan P coupe une quadrique suivant une conique à 
centre, former les équations des axes de cette conique et ca l -
culer les longueurs de ces axes. (On supposera que la qua-
drique est rapportée à des axes rectangulaires quelconques.) 

26. Intersection de deux quadriques quand cette intersec-
tion se décompose. 

27. Une surface étant définie par les équations 
x =/(«» <>)> y = ?("» z = v), 

étudier les propriétés infinitésimales du premier et du second 
ordre de cette surface autour d'un de ses points. Théorème 
de Meusnier. Lignes asymptotiques. Lignes de courbure. 

28. Intersection d'un cône et d'un cylindre dans le cas où 
cette intersection a des branches infinies. (Géométrie descrip-
tive.) 
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concours d'admission a l'école navale en 1894. 

COMPOSITIONS ÉCRITES. 

Arithmétique et Algèbre (3 heures et demie). 

i° Dérivées. Définition. Théorèmes relatifs aux variations 
d'une fonct ion à une variable. 

2° On donne deux droites indéfinies OM, OP, faisant un 
angle de 6o°, et, sur OM, deux segments positifs OA = a et 
OB = b. On demande de trouver sur OP un point X, OX = # , 
tel que, si l'on mène la circonférence passant par ce point et 

tangente à OM en A, et si l'on joint au point B le point X 
et le second point X' où la circonférence coupe OP, le pro-
duit X B x X'B soit égal à p fois le produit ab\ p est un 
nombre positif quelconque. On pourra, dans le cours de la 
discussion, employer comme paramètre auxiliaire la quantité q 
ci-après 

a b + «• 

3° Déterminer l'approximation avec laquelle on peut ob-
tenir l'angle B d'un triangle ABC, rectangle en A, connaissant 
à Oji près les valeurs suivantes des côtés b et c : 

b = 64m,6; c = iâ>7m, 5. 
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XIV. (Mars 1895.) 9 
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Géométrie cotée (9 heures et demie). 

Un cône oblique, à base circulaire, a pour base une circon-
férence G et de rayon égal à 3 5 m m , située dans le plan hori-
zontal de cote zéro. Son sommet S est déterminé par sa pro-
jection s, située à une distance Os = 5 o m i n du point O, et par 
sa cote égale à i o g , m n ; a est la projection horizontale d'un 
point de cote égale à 3 o n n n . Sa distance CIOL au plan vertical O s 
est égale à 4o"'m, et la distance Oa égale à 6 o n , m . 

Mener par Je point A un plan qui détermine dans le cône 
donné une section antiparallèle G'. Construire la projection 
horizontale de cette section; déterminer ses axes et les points 
qui se trouvent sur le contour apparent du cône. 

Construire les projections des sphères passant : 
i° Par la base G et le sommet S; 
•2° Par la circonférence C' et le sommet S; 
3° Par les deux circonférences C et C . 
Les plans des intersections de ces trois sphères prises deux 

à deux se coupent suivant une même droite : la déterminer. 

Calcul trigonométrique (i heure). 

Trouver les valeurs de x comprises entre o" et 180" données 
par la formule 

sin(ir)°42'46ff>)3 X tanç(2to8°oo'%3")r' sin :*(/i x 90"~ x) = ' : 

e o s ( 977°00' 3*2" ) - x (0,18179.5 )* 

n est lin nombre entier quelconque positif ou négatif. 
Géométrie et Géométrie analytique (3 heures et demie). 

I. Géométrie. —* Propriétés des centres de similitude de 
deux circonférences. 

Cas où l'une des circonférences se réduit à une droite. 
Application aux deux problèmes de mener une circonférence : 
i° Passant par un point donné et tangente à deux circon-

férences données ; 
2 0 Passant par un point donné et tangente à une circonfé-

rence donnée et à une droite donnée. 
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II. Géométrie analytique. — Ox et O j étant deux axes 

rectangulaires, on décrit de O comme centre une circonfé-
rence de rayon a qui coupe l'axe des x en A et A'. Soit B un 

point situé sur l'axe des x , OB = b, et soit M un point va-
riable sur la circonférence. On considère la parabole cir-
conscrite au triangle MAB et dont l'axe est parallèle à A'M. 
Démontrer géométriquement que l'axe de cette parabole est la 
droite OP menée par O parallèlement à A'M. 

i° Equation de cette parabole en prenant pour paramètre 
variable l'angle cp que fait A'M avec l'axe des x\ lieu du 
deuxième point d'intersection avec le rayon OM, 

Déterminer sur l'axe OP de cette parabole les distances 
du point O au sommet S et au foyer F. En conclure, en coor-
données polaires, le lieu du sommet et le lieu du foyer. 

concours général de 1891 

MATHÉMATIQUES SPÉCIALES. 

Mai h ém atiques. 

On donne un triangle ABC dont les côtés ont respective-
ment pour équations 

X = o, Y — o, Z = o; 
une conique S touchant en A et B les côtés CA, CB, de l'angle 
AGB, et dont l'équation est 
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Sur cette conique S on prend le point pt, défini par les 

équations 
X = Y = Z, 

et un point variable M; enfin on désigne par v le point où la 
droite C jx rencontre la corde de contact AB. 

Gela posé, on joint le point M à l'un des deux points m 
de la droite AB, qui ont même polaire par rapport aux deux 
angles A M B , ¡ J IMV . 

i° Démontrer que, Je point M décrivant la conique S, la 
droite M w enveloppe une courbe 2 du quatrième ordre et 
de la troisième classe, dont l'équation en coordonnées tan-
gentielles est 

m3 + c3 = uvw. 

Aux points où une droite D rencontre la courbe S, on 
mène à cette courbe les tangentes Tj, T 2 , T 3 , T 4 , et l'on 
considère la conique C t inscrite dans le pentagone formé par 
ces quatre tangentes et la droite AB; démontrer que, si l'on 
assujettit la conique Gj à passer par un point donné P, la 
droite D enveloppe une conique C 2 . 

3° Montrer que la conique C 2 se réduit à deux points f,f 
quand le point P est sur une certaine conique C 3 ; trouver 
dans ces conditions l'enveloppe 2' de la droite f f et le lieu 
des points f, /'. 

Physique. 

I. Mesure des températures. 
II. En admettant comme démontré : i° que le coefficient 

de dilatation cubique est le triple du coefficient de dilatation 
linéaire; 2° que la dilatation d'une enveloppe est exactement 
celle qu'elle subirait si elle faisait partie d'une masse solide 
et continue de la même substance, on pourrait obtenir le 
coefficient de dilatation absolue du mercure par l'expérience 
suivante : 

Deux tubes de même verre, de i m de longueur et de a o m m 

de diamètre environ, sont placés côte à côte dans une même 
étuve, qu'on peut porter à diverses températures. L'un est en 
communication avec un manomètre et constitue une espèce 
de thermomètre à air. On connaît le volume V du réservoir 
à o° et le volume très petit c du tube de jonction jusqu'au 



( ) 
repère ot de la petite branche du tube manométrique. Ce tube 
porte vers ses extrémités deux traits, dont on a mesure la 
distance / 0 à zéro. Un appareil micrométrique extérieur per-
met de relever la variation de distance de ces deux traits 
aux diverses températures; l'autre tube, dont le volume à o° 
est V', est rempli de mercure et constitue un thermomètre à 
poids. 

Une expérience consiste , l'étuve étant à une température 
T : i° à relever la variation de distance des deux traits; 2° à 
mesurer la pression H' indiquée par le manomètre; 3° à peser 
le mercure sorti de l'appareil. 

Application numérique. 

V = V' = 3oo c c . 
ç = icc. 

t température extérieure = o° 
l—h » 

h 774 

/>=9'gr»936. 

pf =1,5407. 

On prendra D 0 = i3,5cj(). 
_ 1 
~ 273 

Chimie. 

I. Cyanogène. — Acide cyanhydrique. 
II. Deux gaz différents, occupant le même volume dans 

les mêmes conditions de température et de pression, sont mé-
langés dans un vase A ; la densité du mélange par rapport à 
l'hydrogène est 7,5. Le vase A est séparé d'un vase B, primi-
tivement vide, par une cloison mince percée d'un très petit 
trou. Celui-ci ayant été débouché pendant un temps très 
court, une certaine quantité des deux gaz s'est répandue dans 
le vase B et y forme un mélange ayant une densité par rap-
port à l'hydrogène égale à / 1 4 . 

On demande : 
i° Quel est le poids de chacun des gaz occupant le même 

volume qu'un poids d'hydrogène égal à 2? 
•20 Quels peuvent être ces deux gaz? 
3° D'indiquer une expérience permettant de lever toute 

ambiguïté sur la nature des deux gaz qui forment le mélange 
primitif. 
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MATHÉMATIQUES ÉLÉMENTAIRES. 

Ma thématiques. 

On donne une ellipse E, et, dans le plan de cette ellipse, on 
prend une droite II perpendiculaire à l'un des axes de l'el-
lipse. On se propose de faire correspondre à la droite H un 
cercle que nous désignerons par la notation (H), situé dans le 
plan de l'ellipse et assujetti aux conditions suivantes : son 
centre est sur celui des axes de l'ellipse, qui est perpendicu-
laire à la droite H, et le rapport entre la puissance d'un point 
M de l'ellipse par rapport au cercle et le carré de la di-
stance du même point M à la droite H est indépendant de la 
position du point M sur l'ellipse. 

i° Déterminer la position du centre du cercle (H) ainsi dé-
fini, la grandeur de son rayon, et la valeur du rapport qui est 
indépendant de la position du point M sur l'ellipse. Donner 
les conditions de possibilité du problème et, quand ces condi-
tions sont remplies, reconnaître, d'après la position de la 
droite II, comment le cercle (H) qui lui correspond est situé 
par rapport à l'ellipse E et par rapport à la droite H. En par-
ticulier, indiquer dans quels cas le cercle (H) ou n'a aucun 
point en dehors de l'ellipse, ou n'a aucun point à l'intérieur 
de l'ellipse. 

Soient H et K deux droites perpendiculaires, l'une à l'un 
des axes de l'ellipse, l'autre à l'autre; soit P le point de con-
cours de ces deux droites, et soient (H) et (IT) les cercles qui 
correspondent à ces deux droites. 

Démontrer que la ligne des centres des cercles (H) et (K) 
passe par le point P. 

Trouver le lieu des positions que doit occuper le point P 
pour que les cercles (H) et (jT) soient tangents. 

Trouver le lieu des positions que doit occuper le point P 
pour que Taxe radical des cercles (H) et (K) passe par le 
point P. 

3° Soieht II. H' deux droites perpendiculaires au grand 
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axe de l'ellipse; et soient (H), (I?) les deux cercles que l'on 
fait correspondre à ces droites. 

Démontrer que, si un point M se déplace sur l'ellipse E, la 
somme ou la différence des longueurs des tangentes menées 
du point M aux deux cercles est constante, selon que l'arc 
d'ellipse parcouru par ce point M est ou n'est pas compris 
entre les droites H et H'. 

Modifier comme il convient l'énoncé de cette propriété, 
pour le cas où les droites H et H' seraient perpendiculaires 
au petit axe de l'ellipse, au lieu d'être perpendiculaires au 
grand axe . 

PREMIÈRE-SCIENCES (ENSEIGNEMENT MODERNE). 

Mat hé mat iq lies. 

Étant données deux droites X, Y, qui se coupent en O, un 
point A sur X et un point B sur Y, 

i° Construire l'arc de parabole tangent à ces droites aux 
points A, B, et compris entre ces points. 

Donner la condition géométrique pour que le sommet de 
la courbe soit sur l'arc AB. 

3° Le point C étant le milieu de la corde AB, on représente 
par c la longueur OC et par M, V les angles AOC, COB; cal-
culer en fonction de ces données le paramètre de la parabole 
et étudier la variation de cette quantité quand, le point A res-
tant fixe, le point B parcourt la droite illimitée Y; examiner 
les cas limites. 

4° Construire a priori (sans faire usage des éléments de 
la courbe) une tangente à l'arc considéré parallèle à une di -
rection donnée; conditions de possibilité. 

RHÉTORIQUE. 

Géométrie et Cosmographie. 

On donne deux cônes de révolution égaux SAB, S'A'B', 
placés de façon que les plans des cercles de base AB, A'B', 
sont parallèles, et que le sommet de chacun des cônes est dans 
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le plan du cercle de base de l'autre. On coupe ces deux cônes 
par un plan P parallèle aux plans des deux bases, et situé 
entre ces plans; ce plan P coupe le premier cône suivant un 
cercle CD, et le second cône suivant un cercle C'D'. 

On désigne par r, l, h le rayon de base, l'arête, la hauteur 
de chacun des cônes, par x la distance du sommet S au point 
de rencontre du plan P et de l'arête SA, et par y la distance 
du sommet S au plan P. 

Déterminer x de façon que le rapport de la somme des 
surfaces latérales des deux troncs de cône ABCD, A'B'C'D' 
à la surface latérale du cône SAB soit égal à un nombre 
donné X. — Discuter. 

•2° Déterminer y de façon que le rapport de la somme des 
volumes des troncs de cône ABCD. A'B'C'D' au volume du 
cône SAB soit égal à un nombre donné p.. — Discuter. 

3° Au lieu de supposer les surfaces latérales des deux cônes 
limitées au sommet et au cercle de base de chaque cône, on 
suppose ces surfaces latérales prolongées indéfiniment dans 
les deux sens, et on suppose que le plan P, parallèle aux plans 
des deux bases, au lieu d'être nécessairement compris entre 
ces deux plans, peut se déplacer dans tout l'espace. 

Dans ces conditions nouvelles, indiquer pour chacun des 
deux problèmes quelles conventions il faut faire sur la valeur 
de l'inconnue et sur la façon d'entendre l'énoncé, pour que 
l'équation obtenue, quand on suppose le plan P compris entre 
les plans des bases des deux cônes, convienne encore quand 
cette condition n'est pas remplie. 

Compléter la discussion de chacun des deux problèmes ainsi 
généralisés. 

SECONDE CLASSIQUE. 

Algèbre et Géométrie. 

I. On considère l e système d'équations simultanées 
j'ix — 34 y — 3 +9« = o, 

/¡$x — 3IJK —3£— b = 0 , 
30 x — 24y H- -f- 3 « -H 2 b = o, 

dans lesquelles a et b désignent des entiers positifs donnés, 
et x, y, z des inconnues. 
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Résoudre ces équations, et chercher quelles doivent être 
les valeurs des entiers positifs a et ¿>, pour que les valeurs des 
inconnues soient positives, et que, en outre, la valeur de l ' in-
connue x soit la plus petite possible. 

II. On considère un tétraèdre OABG, dont on suppose 
les arêtes prolongées indéfiniment dans les deux sens, et un 
plan P parallèle au plan de la face ABC; le plan P coupe les 
arêtes OA, OB, OC, ou leurs prolongements, respectivement 
aux points A', B', G'. On désigne par a le milieu du côté BG, 
par p le milieu du côté AG, et par y le milieu du côté AB. 

i° Trouver pour quelle position P t du plan P les droites 
A'a, B' (3, C'y sont parallèles. 

2° Démontrer que, pour toute position du plan P, différente 
de la position P 1 ? les droites A'a, B'[3, C'y se coupent en un 
même point M. 

3° Trouver le lieu géométrique du point M, lorsque le plan 
P se déplace, en restant toujours parallèle au plan de la face 
ABC. 

SECONDE MODERNE. 

Mathématiq ues. 

I. On considère une pyramide régulière à base carrée 
dans laquelle le rapport de la surface totale à l'aire de la base 
est 2,56. Calculer l'angle d'une face latérale avec le plan de 
base, l'angle de deux faces latérales et l'angle de deux arêtes 
latérales. 

Calculer la plus courte distance d'une arête latérale et d'une 
arête de la base dans le cas particulier où le volume de la py-
ramide est 543 décalitres. 

(On fera usage des tables à cinq décimales.) 
II. On donne la projection horizontale abede, a^ b\ Cj e% 

d'un prisme pentagonal dont les bases sont ABCDE et 
A t B j G i D i E i ; on donne de plus les projections verticales des 
sommets A i B t C j . 

i° Construire les projections verticales des sommets D, E. 
20 Construire le pentagone ABCDE au moyen d'un rabatte-

ment sur le plan de front du point A. 
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3° Construire la projection verticale du prisme en suppo-

sant sa hauteur donnée. 
4° Donner la ponctuation des deux projections. 

Arithmétique, Algèbre et Géométrie. 

I. Démontrer que si l'on divise par 111 les nombres en-
tiers a et iooort, on trouve le même reste. 

Déduire de là que les nombres 
A = io f i"+ 2-+- i, B = i o G "+ ' ' -T - I O 3 W + 2 + I 

sont divisibles par 111, et que le nombre 

est égal à un multiple de n i plus 3. La lettre n désigne un 
nombre entier quelconque. 

II. On donne un triangle ABC, et, sur le côté BC pro-
longé, on porte de part et d'autre du point B des longueurs 

BB' et BB" égales à une longueur donnée ¡3, et, de part et 
d'autre du point G, des longueurs CG'et CC" égales à une lon-
gueur donnée y. 

TROISIEME CLASSIQUE. 

G — io 6 " -h i o 3 / ' -h i 

\ / \ 
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En menant par B' et B" des parallèles au côté AB, et par G' 

et G" des parallèles au côté AG, on forme un parallélogramme 
MNPQ; de même, en menant par B' et B" des parallèles au 
côté AG, et, par G' et G" des parallèles au côté AB, on forme 
un deuxième parallélogramme M'N'P'Q'. 

i° Trouver les l ieux géométriques des sommets du parallé-
logramme MNPQ, lorsque ¡3 et y varient de manière que le 
rapport — reste égal à un nombre donné m. 

2° Trouver, dans la même hypothèse, les lieux géométriques 
des sommets du parallélogramme M'N' P f Q'. 

3° Pour quelle valeur de m le parallélogramme MNPQ 
est-il un losange? Résoudre la même question pour le parallé-
logramme M'N'P'Q'. 

TROISIÈME MODERNE. 

Ma t hé ma t iq u es. 

On donne deux circonférences qui se coupent aux points A 
et B; par le point B on mène une sécante quelconque, qui 
rencontre l'une des circonférences en G et l'autre en D; on 
joint.ces points au point A et l'on détermine : i° le centre M 
du cercle inscrit; 2° les centres M 2 , M3 des cercles ex-
inscrits au triangle GAD. 

Gela posé, on demande : 
1" Quel est le lieu géométrique que décrit le centre M, quand 

la sécante GBD tourne autour du point B? 
2° Quels sont les lieux géométriques que décrivent les cen-

tres Mi, M 2 , M 3 ? 
3" Quel est le lieu géométrique que décrit le point G, point 

de rencontre des médianes du triangle mobile GAD? 
4° On suppose que l'on place la sécante mobile dans la 

position KBH, pour laquelle l'aire du triangle est maximum. 
— Dire quelle est cette position, et, en supposant que l'on 
joigne les points fixes K et H, respectivement aux points mo-
biles G et D, trouver le lieu géométrique du point où se ren-
contrent les droites CK et DM. 
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Mathématiques ( 3 heures). 

I. On inscrit un cylindre dans une sphère donnée; étudier 
la variation du volume du solide formé par ce cylindre sur-
monté, à l'une de ses bases, par l'hémisphère de même rayon 
que cette base. 

TI. On donne une circonférence 0 et la droite TAT' tan-
gente en A à cette circonférence. On considère une seconde 
tangente qui rencontre la première en G et qui touche la cir-
conférence en B. La première tangente étant fixe, et la seconde 
variable, on demande : i° le lieu géométrique du centre du 
cercle inscrit au triangle ABG; le lieu du centre du cercle 
circonscrit; 3° le lieu du point de rencontre des hauteurs; 
4° le lieu du point de rencontre du rayon OB avec la perpen-
diculaire en G à la tangente TAT'. 

(Les solutions par la Géométrie étant simples, il leur'sera 
donné la préférence.) 

Calcul trigonométrique (i heure). 

Calculer, à l'aide de Tables à 5 décimales seulement, les 
angles et la surface d'un triangle ABC, connaissant les 3 côtés 

a = 3-245, b = 0879, c — 5783. 

Epure (2 heures et demie). 

Une droite o S de l'espace a pour trace horizontale o ; la 
cote de son point S égale 2 0 c m ; sa pente est 1; sa projection os 
est parallèle au bord inférieur de la feuille, o est à i 4 c m du 
bord inférieur, et à 9 e"1 du bord de gauche. 

Le poirçt S est le sommet d'un cône ayant pour base dans 
le plan horizontal le cercle de centre 0, de rayon égal à 8 c m . 



La projection horizontale os de la droite oS coupe la circon-
férence o en deux points m et ny le point n étant entre o et s. 
Par une droite de l'espace, de pente 2, ayant sa trace horizon-
tale au milieu de om et coupant la verticale de o au-dessus du 
plan horizontal, passent 2 plans P et Pi de pente 4- Paral lè le-
ment à cette même droite et par les horizontales perpendicu-
laires à on en o et en ny on mène les deux plans Q et Q 4 . Les 
traces horizontales de ces 4 plans déterminent un trapèze 
isoscèle qui est la base d'un prisme dont les 4 plans forment 
les faces latérales. 

Représenter la projection du corps opaque commun à ce 
cône et à ce prisme. 

Mener à la projection horizontale des sections du cône par 
les plans P et P t les tangentes parallèles aux côtés du trapèze 
de base du prisme. 

Coter à l'encre rouge les points de contact de ces tangentes, 
et les autres points remarquables. 

Inutile de tracer à l'encre les lignes de construction d'un 
point quelconque de la section. 

Le but de la présente Note est de donner une dé-
monstration rigoureuse du théorème fondamental relatif 
à la combinaison des écarts, une fois admise la loi de 
probabilité sous la forme que lui a donnée Gauss. 

I. Rappel de définitions. — On admet, d'après 
Gauss que, pour une série d'observations, les écarts 
entre le résultat vrai et le résultat constaté obéissent à 
la loi suivante, où V(x) désigne la probabilité pour que 
l'écart soit compris entre — x et x, 

SUR LA COMBINAISON DES ECARTS ; 
PAR M. M. n'OCAGNE, 

Répétiteur à l'École Polytechnique. 

Ann.de Mathémat., 3esérie, t. XIV. (Avril 1896.) o 
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/Î étant une constante à déterminer expérimentalement. 
Si l'on pose, d'une manière générale, 

(2) e(/) = "7= f e-t'dt, 

la formule précédente peut s'écrire 

(3) V{x) = S(hx). 

On voit, d'après cela, que, pour une même valeur de 
la probabilité P, hx sera le même et, par suite, que 
l'écart x correspondant à cette probabilité P sera d'au-
tant plus petit que h sera plus grand, c'est-à-dire que, 
suivant l'idée commune, la précision sera d'autant plus 
grande que h sera plus grand. C'est pourquoi h est pris 
comme mesura de la précision. 

On appelle écart probable celui 7) dont la probabi-
lité est J. Il est donné par la formule 

o,4760 
(4) = 

L^écart moyen quadratique s est celui dont le carré 
est la moyenne des carrés des écarts constatés. Il est 
donné par 

Enfin, Y écart moyen p., ou la moyenne des valeurs 
absolues des écarts, est donné par 

(G) 

Des formules (4 ) et (5 ) on tire 
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environ, el des formules (5 ) et (6 ) 

— - -

¡L2 ~ 2* 

Les formules (4), (5), (6 ) montrent qu'il suffit de 
connaître l'une des quantités //., R1? E, JJL pour que les 
trois autres s'en déduisent. 

II. Pi •oposons-nous maintenant de rechercher la loi 
de probabilité des écarts résultants. Prenons d'abord le 
cas de deux causes d'erreurs, indépendantes l'une de 
l'autre, auxquelles correspondent respectivement, d'a-
près Gauss, les lois de probabilité 

Ai -h-x- f 
Pi = — e 1 *dx t 

y TT 

et 
p % = hjL é-'^dx,. 

Pour qu'un écart compris entre x, et Xi -f- dxK d'une 
part, et un écart compris entre x2 et x2 -+- dx2 de 
l'autre, se produisent simultanément, la probabilité est, 
en vertu du principe des probabilités composées, 

,1JÈL e~(>'\ 

et, puisqu'il y a indépendance des causes, ces écarts 
s'ajoutent et l'on a un écarl résultant compris entre 
x = xK -f- x2 et x -f- dx. 

Donc, en vertu du principe des probabilités totales, 
on aura la probabilité d'un tel écart résultant en faisant 
la somme de toutes les probabilités élémentaires telles 
que la précédente, pour lesquelles 

x ^ x\ "+" x% = x -+- dx. 
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Cette somme peut s'écrire 
/ i ôo „ r-hdx—xi 
M? f f dXï P '= _ 

= 'l'Ai 

Représentant par J l'intégrale définie du second 
membre, nous avons 

dx* j __ J e-[ih\ +hl) x\-2hl xi .r + h\.r»] 

r 0 0 . L\ >/h \h\) v + i ï ] , 
= / e ^ i , 

00 

ou, en faisant sortir du signe ^ l a partie constante rela-

tivement à la variable d'intégration x 

J 

Posons 

= e e [ 1 s>h\ + h\) (lx 

«./_ 00 

/7~5 i//? f -h — — u. 

L'intégrale s'écrit alors 

_ lùJà-
]=e + -—L / e-^da -7^--— / 

v//i? H- Al 

\/h\ 4- h\ ' Dès lors la valeur de p devient 
h\hi „ 

/ T T / A ? H - A I 

Si nous posons 

(7) //f -4- h\ 
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elle s'écrit 

( 8 ) p= ~ e~h'ri dx. 
Sj 7t 

Ainsi, nous trouvons pour l'écart résultant une loi 
de probabilité de la forme de Gauss, et nous voyons que 
la formule ( 7 ) peut s'écrire 

= Jq^ h\' 

Dès lors, si nous avons un nombre quelconque de lois 
d'écarts, correspondant à des causes indépendantes les 
unes des autres, nous voyons qu'en composant d'abord 
ensemble deux d'entre elles, puis la résultante obtenue 
avec une troisième, et ainsi de suite, nous obtenons 
finalement encore une loi de la forme (8) , où la con-
stante h est donnée par (<) 

Les formules (4) , (5), (6 ) montrent dès lors que 
l'on a 

(10) =Bf -+-
( p.2 = ^ ^ p ! j j . 2 , 

expressions analytiques qui conduisent à cet énoncé : 
r probable j 

Le carré de Vécart moyen quadratique / rcsul-
, moyen J 

tant est égal à la somme des carrés des écarts 

Î
probables \ 

moyens quadratiques \ composants. 
moyens ] (*) J'ai fait connaître la formule qui, dans le cas des écarts non 

plus linéaires, mais dans le plan, correspond à celle-ci (Comptes 
rendus de l'Académie des Sciences, t. CXVIII, p. 5iy). 
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SUR LE RAYON DE COURBURE DE L4 PROJECTION 
D U N E C O U R B E ; 

PAR M. J. CARON. 

1. Étant donnée une droite tangente à une surface 
du second degré, en un point du contour apparent 
horizontal dans l'espace; si, par cette droite, on mène 
une série de plans sécants, toutes les sections en pro-
jection horizontale sont osculatrices. 

Soit en effet MT la droite donnée, tangente à la sur-
face S au point M du contour apparent horizontal dans 
l'espace A. Menons par MT deux plans arbitraires P, P, . 
Les deux sections se projettent horizontalement suivant 
deux coniques c, Ci, bitangentes chacune d'elles au con-
tour apparent en projection a. 

L'ensemble des deux coniques C, peut être consi-
déré comme l'intersection de la surface du second 
degré S avec une autre surface du second degré com-
posée du système des deux plans P, P<. 

Dans ces conditions, cherchons la ligne des points 
doubles en projection; c'est l'intersection des plans des 
contours apparents horizontaux, ou des plans diamé-
traux conjugués des cordes verticales dans les deux 
surfaces. 

Or : i° le plan du contour apparent horizontal de la 
surface S passe par M*, 2° le plan diamétral conjugué 
des cordes verticales du système des deux plans PP { 

passe par leur intersection MT ; elle passe donc aussi 
par JNL 

Ainsi donc, l'une des cordes communes aux deux 
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courbes c, ct passe par m; d'ailleurs une autre corde 
commune est la tangente mt, puisque c et cK sont tan-
gentes au contour apparent en projection a. Finalement 
les deux courbes c, c4 sont osculatrices en m. 

Les plans P, P4 étant choisis arbitrairement, la pro-
priété est vraie pour toutes les sections planes menées 
par la droite MT. 

2. Considérons maintenant une courbe gauche quel-
conque T tracée sur la surface S et coupant le contour 
apparent horizontal dans l'espace A au point M. Soit, 
de plus, MT la tangente à cette courbe gauche. Le plan 
osculateur de la courbe gauche F passe par MT et coupe 
la surface S suivant une conique C qui est osculatrice à 
la courbeT, et dont la projection horizontale c est aussi 
osculatrice à la projection horizontale y de F. 

Donc, pour trouver le cercle de courbure au point m 
de la courbe y, il suiïit de mener par M F un plan abso-
lument arbitraire P qui coupe la surface S suivant une 
courbe C dont on cherchera le cercle de courbure de la 
projection c en m. 

Il suffira, par exemple, de déterminer trois points de 
la courbe c, car on sait trouver directement le cercle de 
courbure en un point m d'une conique définie par ce 
point m, la tangente mt et trois points tz, o, p. 

3. La propriété précédente (2 ) a été démontrée pour 
une surface du second degré, elle est vraie aussi quand 
la surface S est de degré supérieur, car on peut rem-
placer la surface donnée au point M par une autre sur-
face du second degré ayant les mêmes rayons de cour-
bure principaux que la surface S au même point m. 

4. Proposons-nous, comme application, de trouver le 
cercle de courbure en un point quelconque de la pro-
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jection horizontale de l'intersection de deux surfaces du 
second degré. 

Soit M, m le point considéré. Par l'intersection des 
deux surfaces f = o, co = o, on peut faire passer une 
infinité de surfaces du second degré dont les équations 
sont de la forme /-+- = o. Parmi toutes ces surfaces, 
il en existe une 'i = o pour laquelle le plan tangent au 
point M est vertical; ce sera précisément le plan ver-
tical MT . 

Le point M appartenant au contour apparent hori-
zontal de la surface i , la construction (2 ) du cercle de 
courbure sera applicable en ce point. 

Il n'est pas nécessaire, d'ailleurs, de construire com-
plètement la surface il suffit de trouver trois points 
d'une section par un plan passant par MT. 

Nous déterminerons d'abord deux points quelconques 
de l'intersection des deux surfaces, soitD, E. Puis, par 
les trois points M, D, E on mène un plan Q ; il coupe 
les deux surfaces f == o, = o suivant deux coniques 
dont 011 connaît déjà trois points communs et dont on 
sait trouver le quatrième point commun F. 

La surface ty est donc coupée par le plan Q suivant 
une conique A dont on connaît les points M, D, E, F 
ainsi que la tangente en M, laquelle est l'intersection du 
plan Q avec le plan vertical MT. 

Ceci fait, par MT et par un point quelconque H de 
l'intersection, on mène un plan P qui coupe les deux 
surfaces suivant deux courbes tangentes en M, passant 
par H et par un autre point H i que l'on sait trouver. Ce 
plan rencontre aussi la conique A en un point K . 

En résumé, M, H, K sont quatre points d'une 
conique osculatrice à l'intersection au point M. 

Toutes ces constructions se. simplifient considérable-
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ment dans le cas particulier où les surfaces sont des 
cônes, ou plus généralement quand on a à sa disposition 
des plans coupant les deux surfaces suivant des courbes 
faciles à construire, des sections rectilignes, ou liomo-
thétiques par exemple. 

Dans le cas de deux cônes, on choisira comme plan Q 
un plan quelconque passant par M et par le sommet du 
premier cône, et comme plan P le plan passant par la 
tangente MT et par le sommet du deuxième cône. 

Cette façon de procéder donne lieu à des construc-
tions plus simples que celle qui consisterait à rendre la 
tangente MT de bout, et à appliquer la construction qui 
donne les tangentes de rebroussement. De plus, toutes 
ces constructions peuvent s'effectuer dans une seule 
projection. 

NOTE RELATIVE A LA THEORIE MATHEMATIQUE 
DE L 'ÉLAST IC ITÉ ; 

PAR M. L. BOSSUT, 
Capitaine du Génie. 

1. Un ellipsoïde rapporté à ses axes ayant pour équa-
tion 

011 sait que les coordonnées d'un point M de sa surface 
peuvent être représentées par les expressions 

(2) x = a cosX, y = b co s ^ = c c o s v , 
les angles A, u., v étant ceux qu 'une droite convenable-
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ment choisie fail avec les axes de coordonnées, ce qui 
entraîne la relation connue 

( 3 ) COS2X - H COS2 {J. -4- COS2V = I . 

Les quantités X, ¡JL, V sont appelées ordinairement 
coordonnées angulaires ou paramètres circulaires du 
point M; elles ont, comme on va le voir, une interpré-
tation mécanique remarquable. 

2. On sait, d'autre part, que, si à partir d'un point 
d'un solide et sur les différentes directions qui en éma-
nent on porte des longueurs proportionnelles aux va-
leurs de la force élastique suivant chacune de ces direc-
tions, le lieu des extrémités des droites ainsi obtenues 
est un ellipsoïde connu sous le nom d"ellipsoïde d'élas-
ticité, et qui a pour équation 

2 yl Z2 

N? ^ N l ^ N l ^ 1 ' 

ses axes étant les axes de coordonnées et les quantités N|, 
No, N3 étant les valeurs des tensions principales ; ces 
tensions sont les seules forces élastiques qui soient nor-
males aux éléments-pians sur lesquels elles agissent et 
qui produisent des déplacements suivant leur propre 
direction. 

Or on sait que les équations qui donnent les valeurs 
des composantes de la force élastique qui s'exerce sur 
un plan dont l'axe fait avec trois axes de coordonnées 
rectangulaires quelconques des angles p., v sont 

iX = N'j cosX -H T'j cos JJ. -4- T'2 COS V. 
Y = T'3 COSX H - NJ COS JJL -h cosv, 
Z = T'2 c o s \ -h T', cos fjL -h Nj cosv, 

T",, T!m T'3 étant les composantes tangentielles des forces 
élastiques qui s'exercent sur les trois plans coordonnés 
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et N'4, N'2., S ; les composantes normales des mêmes 
forces. 

Si les axes de coordonnées se confondent avec les di-
rections des tensions principales, T ' 0 T'2, T3 s'annulent 
et les équations précédentes deviennent 

( 6 ) X — NI cosX, Y — N 2 C O S J J I , Z = N 3 C O S V . 

Si l'on compare ces relations aux relations (2) , 011 
voit qu'elles deviennent identiques en posant 

i X = *, Z = z, 

\ = N 2 = b , N3=c. 
Donc : 

Les paramètres circulaires d'un point M d'un ellip-
soïde peuvent être regardés comme étant les angles 
que fait avec les directions des tensions principales 
V axe d'un élément-plan sur lequel agit une force élas-
tique dont les composantes suivant les mêmes directions 
sont précisément les coordonnées cartésiennes du 
même point. 

De ce rapprochement résulte une série de démons-
trations très simples des propriétés connues des forces 
élastiques autour d'un point; nous en ferons connaître 
seulement que 1 ques•-unes. 

3. Au plan 

(8) x cosX - H y cos JJL H- Z COSV = 0 

correspond une force élastique dont l'intensité est 

(9) T = y/a2 cos2 X -h ó2 cos2 h- C'2 cos2v ; 

mais on sait que l'équation du plan tangent à l'ellip-
soïde parallèle au plan (8 ) est 

( x cosX -f- y eos ¡x -f- z cosv 
( \ o ) — : — 

( = y a - COS"2 À -F- Ü 3 C O S 2 JJT H - C~ C O S 2 V ; 
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donc : 

La longueur de la perpendiculaire abaissée du centre 
de Vellipsoïde d'élasticité sur un plan tangent paral-
lèle à un élément-plan passant par son centre est, en 
valeur absolue, égale à Vintensité de la force élas-
tique qui s'exerce sur cet élément. 

4. Imaginons par le centre de l'ellipsoïde trois élé-
ments-plans rectangulaires ; les angles que font leurs axes 
avec les directions des tensions principales sont don-
nés par le Tableau suivant : 

Ox. Oy. Oz. 

OM X v 
OM' X' v' 
OM" X" v" 

Cela posé, faisons la somme des carrés des tensions sur 
ces trois éléments-plans; il vient 

T«-hTiH-T'i= a2(cos2X cos2X' + cos2X" ) 
H - ¿ > 2 ( C 0 S 2 |JL -T- C O S 2 FJL'-F- C O S 2 FJT" ) 

c2 ( cos2 V —|— cos2 v' -+- C O S = « 2 H - £ 2 - f - C 2 , 

la réduction s'opérant parce que les axes ox , oy, oz 
sont rectangulaires deux à deux; donc : 

La somme des carrés des tensions qui s'exercent sur 
trois éléments-plans quelconques formant un trièdre 
trirectangle est constante et égale à la somme des car-
rés des tensions principales. 

5. Si X, p., v; p/, v'; V , p.", v" sont les paramètres 
circulaires de trois points d'un ellipsoïde, les diamètres 
qui passent par ces points forment un système de dia-
mètres conjugués si les paramètres satisfont à la condi-
tion connue de perpendieularité de deux droites. Mais 
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cette condition, 

COsX COsX'-t- COS FI. COS FJT'-F- cosv cosv' = O, 

exprime que les axes des plans et, par suite, ces plans 
sont perpendiculaires deux à deux; donc : 

Les directions des forces élastiques qui s'exercent sur 
trois éléments-plans formant un trièdre trirectangle 
forment un système de trois diamètres conjugués dans 
l ' ellipso ïde d'élasticité. 

6. Appelons p l'intensité de la force élastique qui 
agit sur un élément-plan dont l'axe fait avec les axes de 
coordonnées des angles \ [x, v et a, ¡3, y les angles que 
sa direction fait avec les mêmes axes ; on aura 

a c o s X n b cos w. c cosv cosa — > coso — — , cosv = 
P P P 

Cela posé, exprimons que sa direction est parallèle à 
celle d'un plan dont l'axe fait avec les axes de coordon-
nées des angles V, m/, v', ce qui revient à écrire qu'elle 
est normale à l'axe du plan ; on aura 

a cosX cosX'-f- b cosjjt. cosp'H- c cosv cosv' = o; 
mais cette relation est symétrique en \ ¡JI, v et V, p/, v'; 
donc : 

Si la force qui s exerce sur un élément-plan P est 
parallèle à un autre élément P'. réciproquement, la 
force élastique qui s'exerce sur l'élément P/ est paral-
lèle à P. 

Les forces élastiques qui satisfont à cette condition 
sont dites conjuguées. 
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GÉNÉRALISATION ET SOLUTION DE LA QUESTION PROPOSÉE 
AU CONCOURS D 'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE EN 1 8 8 9 ; 

PAR M. G. LEINEKUGEL. 

On considère9 dans un plan, une parabole ( P ) et 
une ellipse (E ) représentées respectivement par les 
cl e ux éq il a lions 

(P) j2—8a7 = o, (E) 4 = o, 

et un point M de coordonnées (a, ¡3). On demande de 
trouver sur la parabole ( P ) un point Q tel que le pôle 
de la droite MQ, par rapport à Vellipse (E ) , soit si-
tué sur la tangente en Q à la parabole. Trouver le 
nombre de solutions réelles du problème, suivant la 
position du point M dans le plan. 

Solution géométrique. — Considérons deux coniques 
quelconques (E ) et ( P ) et un point M du plan iixe; il 
s'agit de trouver un point Q sur l'une des coniques, ( P ) 
par exemple, tel que le pôle de MQ par rapport à l'autre 
conique (E ) soit sur la tangente en Q à (P ) . 

Menons par M une droite quelconque MAB, son pôle 
m par rapport à (E ) décrit une droite A. Si nous con-
sidérons la polaire de m par rapport à (P ) , elle passera 
par un point M7 fixe, pôle de A par rapport à (P ) , et 
rencontrera MAB en Q dont le lieu (Q ) , quand la sé-
cante pivotera autour de M, contiendra évidemment les 
points cliereliés. 

Or, d'après la construction du point Q, il résulte qu'à 
une droite MAB correspond une et une seule droite 
M'Q et inversement. Les rayons MQ et M'Q sont donc 
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homograpliiques, le lieu de Q est, par suite, une conique 
passant par les points M, M' sommets des deux faisceaux. 
Cette conique passe aussi par les trois sommets R, S, T 
du triangle autopolaire commun aux deux coniques (E ) 
et (P ) . En eifet, soit S un des sommets, la droite MS a 
pour pôle, par rapport à (E), le point de rencontre de 
RT et de A, et ce point a pour polaire, par rapport à (P ) , 
une droite passant par M', puis par le pôle de RT, par 
rapport à (P ) , c'est-à-dire par S. 

Cette conique est bien déterminée puisqu'on en con-
naît cinq points M, M', R, S et T. Les quatre points 
communs à cette conique ( Q ) et à la conique ( P ) sont 
les points répondant à la question. Quelle que soit la 
position du point M dans le plan, on peut dire qu'il y a 
toujours deux points réels, car dans le triangle RST, il 
y a toujours un des sommets intérieurs à (P ) . 

Solution analytique. — Désignons les équations de 
(P ) et de (E ) par 

( P ) f(x,y,z)= o , 
( E ) ' f ( > , y , z)=o, 

et par X, Y, Z les coordonnées d'un point Q du lieu sur P 

( 0 / ( X , Y , Z ) = o ; 
l'équation de la tangente en ce point est 

Elle rencontre la polaire A de M par rapport à (E ) au 
point m(x, y) défini par les deux équations suivantes 

Pour que le point Q satisfasse aux conditions de 
l'énoncé, il faut que la polaire de ce point m par rapport 
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à (E ) passe en Q, ce qui donne comme condition 

L'élimination de x, y, z donne comme relation a la-
quelle doivent satisfaire des coordonnées de Q 

f x f V / z 
00 (Q) YY 

Cette équation, où l'on regarde X , Y, Z comme les 
coordonnées courantes, représente une conique (Q ) , 
passant par M, car en substituant à X , Y, Zles coordon-
nées a, jï, y, le déterminant a deux lignes identiques. 
Elle passe également par le pôle M' de A par rapport 
à (P ) , dont les coordonnées sont définies par les rela-
tions 

?« 
L'équation de ( Q ) pouvant s'écrire 

7 Y ?Z 

Pv 
on voit que, les trois sommets du triangle autopolaire 
commun aux coniques (P ) , ( E ) vérifiant les trois équa-
tions suivantes : 

O, 

ces trois points appartiennent à cette conique (Q ) . 
Il y a donc toujours deux points réels d'intersection 

des coniques ( Q ) et ( P ) ; pour que les deux autres points 
soient réels, il faut que les trois racines de l'équation 
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en X, relative aux coniques ( Q ) et (P ) , ait ses trois ra-
cines réelles. 

Si nous supposons que les équations de ( P ) et de ( E ) 
soient rapportées au triangle autopolaire commun à ces 
deux coniques 

/ = ax2 -+- a'y2 -h a" z2 — o, 
cp = Aar» -h A > 2 -+- A"z* = o, 

l'équation de Q devient 

a a! a!' 

A A' A" 

A ^ A ' £ A" -
X y z 

ou, en développant, 

(Q) A - i A" a ' ~ a" A ' ) + A ' (À a " - A ' f a ) + A " ï ( A ' r t - a ' A ) = o . 
x y z 

L'équation en \ des deux coniques ( P ) et ( Q ) 

/ + * X Q = o 
est 

? Y A A' A" ( A "a'— a A' ) ( A a" — A "a) (A 'a — a' A ) 
X- [ a 2 a A 2 (A"a!— a" A' ) 2 - t - ¡3 2 a ' A ' 2 ( A a!'— A " a ) 2 h - y 2 a" A " 2 ( A ' a — A a 
a a' a" — o ; 

la condition de réalité des racines de cette équation est 

j 27 a 2 p 2 y2 a a a" A 2 A' 2A" 2 (A" a — a" A' ) 2 ( A a" — A"a ) 2 ( A'« - a' A) 2 

( - [ a 2 a A 2 ( A V — a ' / A ' ) 2 + P 2 a ^ ' 2 ( A a ' , — A / , a ) 2 H - Y 2 ^ A ' , 2 ( A ' a — A a ' ) 2 ] 
En égalant ce premier membre à zéro et en considé-

rant a, ¡3, y comme des coordonnées courantes, nous 
aurons l'équation de la courbe (G ) partageant le plan en 
régions; lorsque le point M sera dans les régions posi-
tives, deux points d'intersection de ( P ) et de (Q ) seront 
réels, dans les autres, tous les quatre seront réels. Cette 

Ann. de Mathémat., 3 e série, t. XIV (Avril 189.5). I I 
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courbe du sixième ordre admet six points de rebrousse-
ment situés sur les côtés du triangle et sur la conique 

a 2 a A 2 ( A f f a' — a"A')2-*- p 2 a ' A ' 2 ( A « " — A"a) 2 

-+- y 2 a " A " 2 ( A ' a - A a ' ) 2 = o, 
qui admet le triangle de référence comme triangle auto-
polaire. Les tangentes de rebroussement sont les trois 
côtés du triangle. Parmi ces six points, quatre séujement 
sont toujours réels. Cette courbe ( C ) est encore le lieu 
des points M pour lesquels les coniques ( Q ) correspon-
dantes sont tangentes à ( P ) . 

Pour appliquer ce qui précède au cas particulier de 
l'énoncé, nous remarquons que les équations de ( P ) et 
de (E ) peuvent s'écrire 

( P ) y2 -h 2 i(x -h i)2 — 2 i( x — i)2 = o, 
( E ) + 2(x — iy2 = o, 

ce qui revient à supposer, dans les équations de ( Q ) et 
de (C ) , 

a = x -h î, a = 2 î, A = 2, 
$=y, a'= i , A ' = i , 
-y = x — î, a" —— 2 £, A" — 2 ; 

l'équation de ( Q ) devient 

p a*2 — I -+- a ) -h y ( a — î ) -f- fi — o, 
celle de ( C ) 

H- 1 ) 2 - ( 2 - f - j k 2 - 2)% 
symétrique par rapport aux deux axes ; il n'y a ici que 
deux points de rebroussement réels, car deux des côtés 
du triangle autopolaire commun aux coniques ( P ) et 
(E ) sont imaginaires. Les termes du sixième degré sont 

27 y2 x* = ( 2 x2 -h y-Y. 

Posons 
y 

— = m ; 
x 
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l'équation aux coefficients angulaires des directions 
asymptotiques est alors 

( m2 -+- 2 )3 — 27 m2 = o, 
ou 

(m- — 1 ) [(m2 —-1)*-h 3(m2 — 1 )-h 3( m2 — 1 )32 — 33] = o, 

ou 
m2— 1 = o, 

(m2 — i)2-h 3o(m2 — 1 ) — 27 = o, 

la seconde équation en ( m 2 — 1 ) admettant une racine 
positive; la courbe ( C ) admet quatre directions asym-
ptotiques réelles et simples. Comme l'origine est centre 
de la courbe, les asymptotes passent par ce point. Elle 
rencontre l'axe des y en deux points seulement, car 
l'équation 

imjr2 admet une seule racine positive. La courbe ( C ) 
présente donc la forme ci-dessous et les régions portant 

des hachures sont celles où doit se trouver le point M 
pour qu'il y ait quatre points réels répondant à la ques-
tion. 
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des conditions pour que l'échelle d'une suite 
récurrente soit irréductible; 

PAR M. ED. MAILLET, 
Ingénieur des Ponts et Chaussées ( ' ) . 

I. 

Dans son « Mémoire sur les suites récurrentes » , 
M. M. d'Oeagne énonce le résultat suivant ( 2 ) : 

L'échelle d'une suite récurrente d'ordre p est ou 
n'est pas réductible, suivant que les équations $(x) = o 
et o ont ou n ont pas de racine commune. 

En reprenant les raisonnements de M. M. d'Oeagne, 
et les développant un peu, on peut dire aussi : 

THÉORÈME. — La condition nécessaire pour que 
Véchelle d'une suite récurrente d'ordre p soit réduc-
tible ci une d'ordre p — q est que les équations <ï> (x) = o 
et Wp_K(x) = o aient q racines communes. Cette con-
dition est suffisante quand les racines de l'équation 
<I>(.r ) = o sont distinctes. 

En effet, soit une suite récurrente satisfaisant à la loi 

( a ) Y„-b D, Y n _!-+- . . .-+- D, w Y«_ / r t = o 

( ' ) Le manuscrit de cet article était déjà déposé à la date du 
io décembre i8()4> date à laquelle M. Perrin a fait une Communica-
tion à l'Académie des Sciences. 

Journal de VÉcole Polytechnique ; i8(j4> p- i5i. Pour les 
définitions des polynomes <ï>(a7) et W (x)t nous renvoyons à ce 
Mémoire. ci>(x) — o est l'équation génératrice de la suite. 
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d'équation génératrice 

(b) = Dix,n~l h - . . D , „ =: O. 

On voit facilement que cette suite satisfait à la loi 
ayant pour équation génératrice 

(c) ty(x)(x-h lì). . .{x - h \q)= o , 

où . . ., sont arbitraires. 

Une loi d'ordre m est dite irréductible pour une 
suite donnée satisfaisant à cette loi quand cette suite 
ne satisfait pas à une loi d'ordre plus petit. 

Que la loi ( a ) soit irréductible ou non, la suite sa-
tisfait à une infinité de lois d'ordre m + q(q >> o), 
d'après (c), puisque , . . \ sont arbitraires. 

Inversement, si une suite satisfait à deux lois de 
même ordre ky * 

(d) Yn-+- B, Y w _ t - + - . . . - + - B , A r n - k = o, 
(e) Y„H- G, Y r t _ t + . . . -h G/, Y n _ * - o, 
ces lois sont réductibles pour la suite considérée, car 
cette suite satisfait à la loi d'ordre fi Zr— i obtenue en 
retranchant, membre à membre, ( d ) et (e) . 

Enfin, toute équation génératrice pour la suite con-
sidérée est de la forme (c), si la loi {a) à laquelle elle 
satisfait est irréductible pour celte suite. 

En effet, supposons que la suite satisfasse à la loi (i/), 
avec À ^m, puisque la loi (a) est irréductible pour la 
suite. 

Si k = m, ( d ) et (a) sont identiques, et l'équation 
génératrice de (d) est A ( x ) = o , c'est-à-dire de la 
forme (c). 

Si k >> m, prenons q = k — m : on peut choisir la 
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Joi (e ) 'de façon que la suite y satisfasse, que son équa-
tion génératrice soit de là forme (c) et que B ^ ^ C ^ . 
Eu retranchant membre à membre (ri ) et ( e ) , on voit 
que la suite satisfait à la loi 

( /) ( B, - C, ) -+-...-+-( B/ f — C*) = o 
d'ordre k — i . Si à cette loi correspond une équation 
génératrice de la forme (c ) , c'est-à-dire ici 

on aura 

xk -h Bixk~l + ...+ Bi 

= a?*-4-C, . Cjt-t-KBj — C i - + - . . .+(Ba.-Ga.)1 

Le dernier membre, étant le produit de ^(.r) par un po-
lynome de degré k où le coefficient de xk est l'unité, est 
de la forme (c ) . 

On voit aussi que, si toute loi d'ordre k — t a son équa-
tion génératrice de la forme (c ) , il en est de même de 
toute loi d'ordre k. Or toute loi d'ordre m a son équa-
tion génératrice de la forme ( c ) , d'après ce qu'on a vu; 
il en est donc de même de toute loi d'ordre m -h i , par 
suite de toute loi d'ordre m 4- 2, etc. 

Ces indications sommaires suffisent pour établir le 
résultat annoncé : si une suite donnée satisfait à une loi 

( 1 ) Y „ - + - A J Y R T - I H - . . ApYn-p= O 

réductible, son équation génératrice <l>(,r)= o est de la 
forme (c ) , où *ki% "k2> • • \ sont déterminés, et l'on 
peut toujours choisir une loi d'ordre p — 1 

( 2 ) Y/t-f- ax Y « - ! -+-.. Yn-p+i = o, 

de façon que son équation generatnee soit ——y- = o, 
x — À j 

\j étant une quelconque des quantités X,, . . ., Af/. 
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On en conclut avec les notations et les calculs de 

M. M. d'Ocagne ( ' ) , 

( Xy) = Yp- , -H Q 4 ( \ j ) Y „ _ 2 - + - . . . + Q p _ 1 ( Xy ) Y« = o 
avec 

Q i ( a7 ) = ¿pt-h A,a? 4 '- 1-h. . .-H A/. 
On en tire d'abord le critérium de réductibilité d'une 

loi pour une suite donnée, indiqué par M. M. d'Ocagne. 
Mais ce n'est pas tout. 

On voit que . . ., \q sont des racines com-
munes à <ï>(.r) = o et ^Fyi-i (•* ' )= o, et, par suite, quand 
>H, )v2, . . ., kq sont distincts, ces deux équations au-
ront q racines communes. 

Quand certaines des quantités , • "̂ q de-
viennent égales, on pourra choisir une loi analogue 
à ( i ) , de même ordre, à laquelle satisfait la suite consi-
dérée, et pour laquelle les racines \[2. . ., À ' de 

= o sont distinctes, mais diffèrent d'aussi peu que 
W(a?) 9 1 1 

l'on veut de X,, /w, respectivement, puisque, 
dans (c), on peut choisir <7 quantités X arbitrairement. 
Les quantités X'2, . . . , )/ sont alors des racines 
communes aux équations 4>'(.r) = o et W ^ ( x ) = o cor-
respondant respectivement ici à 4>(«r)= o et = o. 
Ces équations conserveront toujours ces q racines com-
munes quand , . . ., X' varient et tendent respec-
tivement vers *ki, X2, . . ., 'kq tout en restant distinctes ; 
à la limite, <&(&)= o et o auront q racines 
communes, et dès lors : 

Pour que Véchelle d'une suite récurrente d'ordre p 
soit réductible ci une d'ordre p — q pour cette suite, 

( ') X désignant ici ce que M. d'Ocagne appelle ¡A. 
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il faut que les équations <ï>(x) — o et ( x ) = o 
aient q racines communes. 

Quand ces deux équations ont une racine commune Xy, 
on voit immédiatement, comme l'a indiqué M. M. 
d'Ocagne, qu'il existe pour la suite une Joi analogue 

à (2 ) dont l'équation génératrice est — = 0 ; il en 

résulte que la loi (1) est réductible pour la suite. 
Supposons que les deux équations <ï>(lr) = o et 

ty^-i {x) = o aient racines communes , . . . , 
et que les p racines de <ï>(.r) — o soient distinctes. La 
suite satisfaisant à une loi d'équation génératrice 

X—^j 

cl après ce qu on a vu antérieurement, — est divi-
X 

sible par ¿ ( r ) . <ï>(.r) est alors divisible par h(oc){x—py), 
quel que soit y, par suite par 

<b(x)(x — fJLj), <b(x)(x—i JL2), .... — ¡xr), 

et par le plus petit commun multiple de ces quantités; 
puisque toutes les racines de Î> (x ) = o sont distinctes, 
ce plus petit commun multiple sera 

<l(x)(x — ¡X{)(x — j a 2 ) . . .(x — p.,.); 

il en résulte que la loi (1) est réductible pour la suite 
considérée à l'ordre p — r. 

Elle ne pourrait d'ailleurs être réductible à un ordre 
moindre que si les deux équations 

Ct Wp-i(x) — O 

avaient plus de r racines communes. Donc : 

Quand Véquation génératrice d'une suite récurrente 
d'ordre p, <I>(.r)=o, n'a que des racines distinctes, 
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la condition nécessaire et suffisante pour que la loi cor-
respondante soit réductible à Vordre p — q est que les 
deux équations <&(x) — o et Wp-i (x)=z o aient exacte-
ment q racines communes. 

On obtient ainsi le théorème que nous avons annoncé 
au début. (A suivre.) 

SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE [suite (* ) ] ; 

Aire des anti-podaires successives de la courbe 
donnée. — Si nous désignons sous le nom à'anti-
podaire une courbe telle que sa podaire soit la courbe 
donnée, nous voyons que pour construire le point P_4 

de la première anti-podaire, il suffit de mener en O une 
droite faisant avec OM le même angle que OM fait 
avec OP< et d'élever en M une perpendiculaire à OM. 
Le point de rencontre de ces deux droites donne le 
point P_4. Si r_K et sont les coordonnées polaires de 
ce point, on a 

PAR M . LE CAPITAINE E . B A R I S I E N . 

0 — = 0 , - e = Y - 7t 

et, par suite 

'-î 
di) 1 r2 /-'* 

On a aussi 
r 

(') Voir même Tome, p. 89. 



( i58 ) 

Donc, on a pour la différentielle de l'aire LL j de la 
première anti-podaire 

Généralisons cette formule et cherchons l'aire de 
la mième anti-podaire. Si et r_m sont les coordonnées 
du point correspondant de la niième anti-podaire, on a 

o_m = o — /^(ôj — 6) = e — / n ^ v - ^ . 

D'où 

— = i — — = i — /?i (^——f^ J • 

De plus, 

/ r2 -f- r'2 \ '("¿H r _ r = r 2 

sinV sin^V 

On a donc, pour l'aire U_,w, 

Rayon de courbure de la mièmc anti-podaire. — En 
conduisant le calcul comme pour le rayon de courbure 
de la 77i,eme podaire, on trouve 

m -+-1 

Us) n_,„ - — ^^ + ^ _ ( n i _ l ) { r , 2 _ r r , } J • 

En fonction de l'angle V et de R0, on a aussi 

R _ r -h i)R0 sin V— mr~\ 

— sin/«-t-i y LmHosinV — (m — i)/J* 

On on déduit les formules analogues à celles de 
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M. Husquin de Rhéville 

R - 1 = ï ï ^ v ( 2 R » s i n V - r ) ' 
P _ r /3 R0 sinV — ir\ 

ÏÏ^V { i R0 sin V — r ) ' 

r> r / 4 RQ sin V — 3 /• 
~3 sin4 Y l 3 R0 sin V — i r 

On a donc aussi 
rm 

R-t R-2 R-3. .. R-m = (//;_1i(//7_2) Km + 1 ) Ro Sin V - mr], 
R0sin * V 

et, par suite, pour le produit des rayons de courbure 
des m premières podaires et des m premières anti-
podal* res, 

( R, R2 R3... Rm )( R-i R_2 R—3 • • • R_,„ ) 
__ sin'»-1 V ("(m -f i) R0 sin Y — mr ] 

R0 L(/yi-+-i)/- — mR0sinVJ 

Rectification de la mième anti-podaire.— On trouve 

m — 1 

(Ifi) = * [ r2^ r ' 2_ / ? ? ( r ' 2 __,.,.'»)]. 
' di) r"1 L v n 

Si maintenant nous construisons le quatrième som-
met Q_, du rectangle dont les trois autres sommets sont 
les points O, M et et si nous abaissons la perpen-
diculaire OQt sur la diagonale MQ_ t , les courbes lieux 
des points tels que Q< et seront intéressantes à 
étudier au point de vue de la détermination de leurs 
aires. 

La courbe décrite par QÎ est la podaire de la déve-
loppée de la courbe fondamentale et la courbe lieu du 
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point est la podaire de la développée de la pre-
mière anti-podaire. 

Cherchons donc les aires de ces deux genres de 
courbes. 

Aire de la podaire de la développée de la courbe. — 
Soient et to, les coordonnées du point Q<, W , l'aire 
de cette courbe. Alors 

¿AVi _ i 2 du>x 

~W 2 ?1 ~W 

Or, 

<<>i = 81 —• 

En différentiant par rapport à 9 et tenant compte 
de (3) , il vient 
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D'autre part 

pi — — r cos V = — 

Par suite, 

d\Vx i rV* , o 

Aire de la podaire de la développée de la (m — i yème 

podaire. — On trouve, en appelant pm et tom les coor-
données du point Qm et W™ Taire de la courbe 

d\Wm i doj ,n 

Or, 
dt3im _ d§,„ 

~dV ~ 

pm = — r cos V sin'»-1 V. 

Par conséquent, 

, o, d\Ym i , / r» \ ' " [ /r'2—rr"\l 
-7/0- = i r % ( T ^ i ) [ ' + m V l ^ r p r ) J • 

Aire de la podaire de la développée de la mlème 

anti-podaire. — Si W'_m est l'aire de cette courbe et 
si et io__m sont les coordonnées du point on a 

d W_„, i a dw-m 

¿0 ~ -21 ¿0 

Mais 

— D — - • 

Donc 
dm-m _ d0-(m-V: __ _ dV 

De plus 
r cos V 
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Par conséquent 

En faisant m = i dans cette formule, on a 

Il est à remarquer aussi que l'on a 

p- i=— r'. 

A P P L I C A T I O N S . 

Nous allons appliquer ces formules à des cas particu-
liers et en déduire quelques résultats intéressants. 

I . — APPLICATION A L'ELLIPSE ET A SES PODAIRES 

DU CENTRE. 

Si l'on prend pour équation de l'ellipse 

a2 sin2 0 -+- b2 cos20' 
on trouve 

,2_ a2b2c^ sin20 cos26 
r ~~ ( a2 sin2 0 -h b2 cos2 0)3' 

,2__ a2b2c2(b2 cos29 — a2 sin20) 
'' ~~ ' ' ~ (a2 sin20 -+- b2 cos20)3 ' 

a2b2(ak sin20 -f- b'* cos26) 
r- -f- r 2 = :-, (a2 sin29 -h b2 cos20)3 

«, ,9 r a!*b'* r2-h >,r 2 — rr = 
(a2 sin20 -h b'2 cos20)3 

Aire de la première podaire. — On sait que cette 
podaire a pour équation 

r2 = a2 cos20ln- b2 sin5^ 
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et pour aire 

U, = 

Néanmoins recherchons cette aire par le procédé que 
nous avons indiqué, afin de la généraliser pour la po-
daire d'ordre m. 

L'emploi de la formule (4 ) donne 

d\]\ _ a'+bk (a2 sin2ô-+- b2 cos20) 
~d(T ~ "T"" (•asin26 -+- b* cos20)2' 

Donc, l'aire totale est 

U, 

TZ 

J r 2 ( 
o 

2 (a2 sin20 -4- b2 cos26)d0 
{a* sin26 -h bu cos20)2 

Afin d'intégrer facilement, remarquons que, si l'on 
pose pour abréger 

av sin26 -h bcos26 = A, 
on a l'identité 

A _u a2b2 

a2 sin2ô -(- b2 cos26 = T ,, • 
a2-h b2 

Il vient donc 

•i^b'* I r*dh a 1 a r2d§ 

En posant tangQ = on est ramené à des intégrales 

connues de la forme f .—;—fu ., » 
J 0 (A* U2 + B*)P 

On a ainsi 

?L 
f 2 d $ _ dll __ 7T 

Ç2 dfi _ du(\ -h u2) 

J Â* J0 {a'*u2+b'* ) 2 

7i ( a ^ f c ) - 1 r du b'* r™ du _7T 

a*J0 (a'* u2-+-b'*)2 ~~ 
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On trouve, par suite, après réduction facile, 

U1== ï(a*-+-6»). 

Aire de la mième podaire de Vellipse. — On trouve 
par l'application de la formule (7 ) 

7T 
, ,, /*8(a2sin2ô-+-62cos20)2™-1 

U,„=?.ma464 ' 
(a1* sin2ô -f- b* cos20)w+1 

TC 
N «7» r 2 («2sin20-4-&2cos20)2'»-i . 

J0 ( a sin20 -+- bk cos20)w 

Ces intégrales, comme pour le calcul de U i ? sont tou-
jours ramenables à des intégrales de la forme 

r* du 

JQ (a'¥ w2 •+- B+ )P ' 

En posant successivement 

¿>2 
u — --- lango, 

on a 

r30 du _ 1 r 

J0 (a* m»h-6*)/' ~ aWP-iJ 
COS2/>-2<p 

0 
1.3.5.. .{ip — 3) tt 
2.4.6. ..{ip — l ) l' 

On trouve ainsi pour les quatre premières podaires 

(Ellipse). 
U0 = Tiab, 

U 1 = ^ ( a t + ô i ) , 

U 2 = - ( A 2 - H 6 2 ) -+ ~ l «—r- U- J -1—— ; / „ ? 
fT ^ / o / ®\ 7 ~ c v Trc^rt2^2 
U3 = - ( a2 -f- 62 ) -t- / — -t-

•2V y b*) 4(a2-^-)3 

2V ; 2(a2+62)3 2(a24-62)* 

(-4 suivre). 
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THÉORIE GÉNÉRALE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ET 
DU P L U S P E T I T MULTIPLE COMMUN DES NOMBRES 
COMMENSURABLES H ; 

PAR M. P . B A R R I E U , 

Professeur au lycée de Périgueux. 

CAS PARTICULIER. — Formules de corrélation. — 
Appliquons le théorème II aux deux séries ( 2 ) : 

a, h, c, /, 
i i i i 
a? b7 c' ' / 

Nous aurons 

j D ( ^ , 0 , . . . , ^ ^ ; , ; , . . . , ; ) = ,, <»'> 

I m ( a , 6 , c , . . . , 0 . D ( L , L , ! , • • • , } ) = ,, (IV) 

ce qui donne le théorème suivant : 

Le produit du plus grand commun diviseur de n 
nombres par le plus petit multiple commun de leurs 
inverses est égal à Vunité. 

Nous donnons aux formules ( I I I ) et ( IV ) le nom de 
formules de corrélation parce qu'elles permettent de 
passer d'une propriété du plus grand commun diviseur 
à une propriété correspondante du plus petit multiple 
commun, et réciproquement. 

(1) Voir même Tome, p. 95. 
( 2 ) Il demeure entendu, une fois pour toutes, que les lettres a, b. 

c, . . . , l désignent des nombres quelconques entiers oa fractionnaires. 

Ann. de Mathérncit., série, t. XIV. (Avri l i8()5.) 12 
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Ces deux formules peuvent être mises sous la forme 

suivante : 

d'où il résulte que : 
Le plus petit multiple commun des inverses de n 

nombres est égal à l'inverse du plus grand commun di-
viseur de ces nombres, et réciproquement. 

Ces formules sont d'un usage fréquent dans les trans-
formations. 

Nous allons maintenant tirer du théorème II , par 
voie de corollaires, toutes les propriétés essentielles du 
plus grand commun diviseur et du plus petit multiple 
commun. 

COROLLAIRE I. — Si l'on multiplie, ou si l'on divise 
n nombres entiers ou fractionnaires par un même 
nombre entier ou fractionnaire k, le plus grand commun 
diviseur et le plus petit multiple commun de ces nom-
bres sont multipliés ou divisés par k. 

En effet, d'après le théorème II, les deux séries 

( i i iy 

(iv y 

ak, bk, ck, a-, 

—7 Ty -> 
a b c 7 

donnent 
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d'où, en appliquant les formules de corrélation, 

i P ( « * . » * . - . I * ) . D 

f m(ak, bk, . .., — y—1 = k, 
\ m(a1 b, c, . *., /) ' 

d'où enfin 

( V(ak,bkyck,...,lk) = k.D(a,b,c,...il) ( V 

( m(ak,bk,ck, ...,lk) = k.m(a,b,c> . * . , / ) ( V I ) 

C. Q. F. D. 

COROLLAIRE II* —- i° Pour qu'un codiviseur de n 
nombres soit leur plus grand commun diviseur, il faut 
et il suffit qu'en divisant chacun de ces nombres par ce 
codiviseur les quotients obtenus soient premiers entre 
eux. 

2° Pour qu'un comultiple de ti nombres soit leur plus 
petit multiple commun, il faut et il suffit qu'en divisant 
ce comultiple par chacun de ces nombres, les quotients 
obtenus soient premiers entre eux. 

Soient n nombres entiers ou fractionnaires à, b, Cj »..,./, 
et soient 3 et [¿un codiviseur et un comultiple de ces 
nombres. 

i° On a identiquement^ d'après le corollaire I, 

% _ (a b c l\ 
(i) D(a,6, c, = g» g )• 

Donc pour que 3 soit égal à D (a, c, . . ., /), il faut 

et il suffit que les nombres entiers • • • soient * C 0 0 
premiers entre eux. C4 Q. F. D. 

2° Appliquons le théorème II aux deux séries 

a, 6, c, . .., 
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Nous aurons 

(2) m(a, 6, c, . . l).D • • • , ^ = (Jt. 

Donc, pour que u. soit égal à m(a, bn c, . . . ,/ ) , il faut 

et il suffit que les nombres entiers p — ? ^ 
1 a b c l 

soient premiers entre eux. c. Q. F. D. 

Remarque. — Les formules ( i ) et (i) montrent que 
O est un diviseur de D (a , b, c, . . . , / ) et que JJI est un 
multiple dem(f l , J,c, . . . , / ) . Donc : 

Tout codiviseur de plusieurs nombres divise leur 
plus grand commun diviseur ; 

Tout comultiple de plusieurs nombres est un mul-
tiple de leur plus petit multiple commun. 

C O R O L L A I R E III. — I ° Le produit de n nombres en-
tiers ou fractionnaires est égal au produit du plus 
grand commun diviseur de ces nombres par le plus 
petit multiple commun des produits obtenus en combi-
nant ces nombres n — i à n — i . 

2° Le produit de n nombres entiers ou fractionnaires 
est égal au produit du plus petit multiple commun de 
ces nombres par le plus grand commun diviseur des pro-
duits obtenus en combinant ces nombres n — i à n — ï . 

Soient a, b, cy . . ., l les nombres donnés, et P leur 
produit. 

Le théorème II, appliqué aux deux séries 

a, b, c, ..., /, 
P* P P P 
— y Y > ~ ' ' ' ' ' 7 9 
a b c l 

/P 
M ( <7, 1K C, / ) .D I - , 

P P P D(<7, b, r, ..., l).m — , -r, —t 
a b c 

P P P 
6 ' c ' " " 1 

P, 
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d'où les formules connues 

(VII) m(a. b, c, . . . ,/) = 

\a b c lJ 

( V I I I ) D U , b,c, P 

/P P P P \ 

\ ay b 9 c ' ' / / 

COROLLAIRE I V . — Le produit de n nombres, entiers 
ou fractionnaires, est égal au plus grand commun divi-
seur des produits obtenus en combinant ces nombres r 
à r. multiplié par le plus petit commun multiple des 
produits obtenus en les combinant n — r kn — /•. 

Soient a, è, c, . . ., l les n nombres donnés, et P leur 
produit. 

Désignons par 

(1) T:, tc', TT", ... 

les divers produits obtenus en combinant r à r les 
nombres donnés. 

Les produits obtenus, en les combinant n — r à n — r, 
seront 

, . P P P 
(2) - , —•> — y 

71 TU 71 

Si maintenant nous appliquons le théorème II aux 
séries (1) et (2 ) , nous aurons 

/ P P P \ 
( I X ) 0(71,71', 71", ' " J = P 

/ P P P \ (X) m(71, 7i', 7r", . ..).D ( - ? —,7 — ? • • • ) = P 
\7T 7t TT / 

C. Q. F. T) . 

Remarque sur les corollaires. — Dans la démonstra-
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tion des corollaires, nous avons établi directement les 
propriétés du plus grand commun diviseur et du plus 
petit commun multiple. Nous aurions pu, pour les co-
rollaires ( I ) , ( I I I ) et ( IV ) , nous contenter de faire la dé-
monstration pour le plus grand commun diviseur et en 
déduire la propriété correspondante du plus petit 
commun multiple, au moyen des formules de corréla-
tion. 

Reprenons, par exemple, le corollaire I, et supposons 
démontré directement que si l'on multiplie, ou si Von 
divise9 plusieurs nombres par un même facteur, leur 
plus grand commun diviseur est multiplié, ou divisé, 
par ce facteur. 

Appliquons ce théorème aux nombres • • • et 

au facteur T - NOUS aurons 
k 

d'où, en appliquant les formules de corrélation, 

k m ( a , b, c, . . . ) ni(ak. bk, ck, ...) 

d'où 
k m(a, c, . . . ) — m(ak, bk, ck, ...). 

formule qui donne la propriété corrélative du plus 
petit commun multiple. 

On suivrait la même marche pour les corollaires ( I I I ) 
et ( IV ) . 

Cet emploi des formules de corrélation met bien en 
évidence les liens qui unissent le plus grand commun 
diviseur au plus petit commun multiple, et explique le 
parallélisme complet qui existe entre les propriétés de 
ces deux fonctions. 
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Nous rencontrerons plus loin un emploi analogue des 

mêmes formules. 

THÉORÈME III. — Loi DE TRANSFORMATION. — On peut9 

sans changer le plus grand commun diviseur (ou le 
plus petit commun multiple) de n nombres, grouper 
arbitrairement ces nombres, et remplacer ensuite cha-
cun des groupes par le plus grand commun diviseur 
(ou le plus petit commun multiple) des nombres qui 
le composent, et réciproquement. 

Unmême nombre peut entrer dans plusieurs groupes, 
et un ou plusieurs nombres peuvent être laissés en de-
hors des groupes. 

Soient n nombres donnés, entiers ou fractionnaires : 
a, c, . . ., l. 

Groupons arbitrairement ces nombres et formons le 
plus grand commun diviseur des nombres de chaque 
groupe. Ainsi, par exemple, soient : 

dK le plus grand commun diviseur des nombres ¿z, r/, g-, 
d2 le plus grand commun diviseur des nombres c/., b, 

d, e ; 
d3 le plus grand commun diviseur des nombres k; 
et soient c, h, /, les nombres laissés en dehors des 
groupes ; on aura 

En effet, soit /? un facteur premier quelconque, et 
soit a l'exposant minimum dep dans les nombres donnés. 
Il résulte de la loi de formation que le facteur p se re-
trouvera avec son exposant minimum CL dans l'un des 
plus grands communs diviseurs d d 2 , d3, ou dans l'un 
des nombres restants c, h, L 

L'exposant minimum de p sera donc le même dans 
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(a, è, c, . . /) et dans (dt, d c , A, /). Par con-
séquent, le facteur p entrera avec le même exposant 
dans 

D(a, b, c, ..., I) 

et dans 
D(du d2, d3, c, h, l), 

et l ' o n aura 

(XI) D (a, c, . . . ,/) = D(rf„ c, h, /). 
C. Q. F. D. 

On démontrerait de même que 

(XII ) /w(a, c, . . . ,/) = m(mi, m3, c, h, l). 

Exemples : 
D(a, b, c, d, e) — D [ D(a, b ), c, d, e] 

= D[D(a, b), D(a, c), d, e] 
= D[D(a, b, c), D(d, e)], 

c, = m\m(a, ¿>, c ) , ¿/] 
= m j m [ /?? (a, b ), c], d j. 

COROLLAIRE. — Si, dans une série de nombres donnés, 
il entre en même temps un nombre et des multiples ou 
des diviseurs de ce nombre, on peut, dans la formation 
du plus grand commun diviseur, supprimer tous les 
multiples, et, dans la formation du plus petit commun 
multiple, supprimer tous les diviseurs. 

En effet, soient c, . . I des nombres donnés 
entiers ou fractionnaires, et k un nombre entier; on a 

D(<7, ak, b, c, . ..) = D[D ( r t , ak), b,c, .. .] 

= D[a.D(i, . . . ] 
= D (a, b, c, ...), 

puisque, k étant entier, on a 

D(i, k) = i. 
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m(a, aky b, e, ...)== m\m(a, ak), b, c, ...] 

= m[a.m( 1, /c), b, c, . ..] 

= m{ak, 6, c, ...), 

puisque, Zr étant entier, on a 

m( 1, À') = k. (A suivre). 

NOTE DE GÉOMÉTRIE ; 
PAR M. G. L E I N E K U G E L . 

Une parabole variable a son foyer au centre cl' une 
conique donnée, deux des tangentes communes à cette 
conique et à tune des paraboles se coupent en un point 
qui décrit une droite fixe; démontrer que les deux 
autres tangentes communes sont constamment tangentes 
à un cercle fixe. 

Si l'on transforme, en effet, la propriété précédente 
par polaires réciproques, le centre du cercle par rapport 
auquel on transforme étant le centre de la conique, on a 
la propriété suivante : 

Un cercle variable passe par le centre d'une conique 
et Vune de ses sécantes communes avec la conique passe 
par un point fixe, Vautre sécante commune enveloppe 
une parabole dont le foyer est à l'origine. 

Cette propriété se démontre directement par des 
considérations simples. Je vais montrer que le lieu du 
pied de la perpendiculaire abaissée du centre de la co-
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nique sur la seconde sécante commune est une droite. 
La propriété sera par suite démontrée. 

Il suffit de prouver que, sur toute droite passant par 
l'origine, il n'y a qu'un point du lieu. Nous remarquons 
de suite que l'origine, c'est-à-dire le centre de la conique, 
ne peut évidemment pas faire partie du lieu. Cela posé, 
menons une droite quelconque OA par le centre, la droite 
OB également inclinée sur les axes et la droite CD pas-
sant par le point fixe P et perpendiculaire à OB. Nous 
considérons alors le cercle circonscrit au triangle OCD, 
qui coupera la conique en deux points E, F réels ou 
imaginaires, la corde qui les joindra EF sera toujours 
réelle, elle est également inclinée sur les axes que CD 
et par suite sera perpendiculaire à OA. D'après la con-
struction, on voit qu'à une droite OA correspond une et 
une seule 'droite EF-, le lieu du point d'intersection de 
ces droites est par suite une droite. On voit évidemment 
qu'elle sera perpendiculaire à OP' qui est également 
inclinée sur les mêmes axes que OP, car dans ce cas les 
droites (E'F', OF' ) sont parallèles. 

La seconde proposition donne lieu à la suivante, qui 
est plus générale : 

Étant données une droite IJ, son pôle O par rap-
port à une conique (E ) , on considère toutes les coniques 
circonscrites au triangle OU ( I , J deux points de la 
droite fixe) et coupant la conique ( E ) en des points 
tels que Vune des sécantes communes d'un système 
passe pai' un point fixe : l'autre sécante commune 
enveloppe une conique tangente ci IJ. 

La propriété corrélative est la suivante : 

On considère un triangle dont Vun des sommets a 
pour polaire par rapport à une conique (E) fixe le 
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côté opposé, et les coniques inscrites dans ce triangle 
assujetties à ce que deux de leurs tangentes communes 
avec (E ) se coupent sur une droite fixe : le second om-
bilic du couple, dont Vun d'eux décrit la droite fixe, 
décrit une conique. 

BIBLIOGRAPHIE. 

L E CALCUL SIMPLIFIÉ PAR LES PROCÉDÉS MÉCANIQUES ET 

GRAPHIQUES, par M. Maurice d"Ocagne, ingénieur des 
Ponts et Chaussées, répétiteur à l'Ecole Polytechnique. 
Paris, Gauthier-Villars et fils, 1894. Prix : 2fr, 

Cet intéressant Ouvrage est la reproduction de trois brillantes 
conférences faites par M. d'Ocagne au Conservatoire national 
des Arts et Métiers. C'est une œuvre de vulgarisation, mais con-
çue dans un esprit vraiment scientifique. 

Chacun sait combien il est malaisé de rester clair et précis 
dans l'exposition d'une question de Mathématiques appliquées 
lorsqu'on s'impose la condition de se priver du secours des 
symboles algébriques; il y a là une difficulté presque insur-
montable dont M. d'Ocagne est cependant parvenu à triompher 
avec un succès que nous nous plaisons à reconnaître et à pro-
clamer. Le savant ingénieur a su charmer son auditoire sans 
se départir un moment de la rigueur qui convenait à son sujet; 
pour s'en convaincre, le lecteur n'a qu'à se rapporter à l'exposé 
des notions fondamentales relatives à l'anamorphose et aux 
points isoplèthes ; il constatera le soin que met toujours l'au-
teur à indiquer le point où doit intervenir l'Analyse mathéma-
tique et les motifs de cette intervention. 

C'est, croyons-nous, dans cet Ouvrage qu'apparaît pour la 
première fois une classification rationnelle et complète des 
procédés de simplification du calcul. Le savant auteur range 
ces procédés en deux catégories : à la première appartiennent 
ceux dont le but est d'effectuer une ou plusieurs opérations par 
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un moyen emprunté au graphique ou à la Mécanique; à la se-
conde se rattachent ceux qui ont pour but de fournir en bloc 
et d'enregistrer les résultats d'une même formule pour un 
grand nombre d'états différents des données. 

Les procédés de la première catégorie sont répartis en trois 
groupes : 

Le premier groupe concerne les instruments et les machines 
arithmétiques effectuant mécaniquement les opérations de 
l'Arithmétique, les uns ( instruments) sans transformation de 
mouvement, les autres (machines ) avec transformation de 
mouvement. 

Le second groupe est constitué par les règles, les cercles, 
les cylindres et les hélices à calcul, c'est-à-dire par les instru-
ments dits logarithmiques. 

Enfin au troisième groupe se rapportent le calcul par le trait, 
la statique graphique, et les épures de tout genre remplaçant 
les opérations arithmétiques par des constructions géomé-
triques. 

Les procédés de la seconde catégorie sont divisés en deux 
groupes : 

Au premier se rapportent les Tables numériques ou barèmes 
accompagnés de l'indication de l'emploi du calcul des diffé-
rences. 

Au second appartiennent les Tableaux graphiques ou abaques 
dont le principe paraît avoir été énoncé avec précision pour 
la première fois par Terquem dans le Mémorial de VArtillerie 

en i83o, et dont la théorie, perfectionnée par Lalanne, puis déve-
loppée avec un remarquable talent par MM. Lallemant et 
d'Ocagne, constitue aujourd'hui un véritable corps de doctrine 
auquel M. d'Ocagne a donné le nom, aujourd'hui accepté, de 
Nomographie ( voir Nouvelles Annales, 1 8 9 1 ) . 

Puisse cette analyse sommaire inspirer à nos lecteurs le désir 
d'étudier un livre à la fois attrayant et instructif, et qui 
renferme, n'oublions pas ce détail important, la première des-
cription complète de la machine si curieuse de Tchébychef . 

E. R. 
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S U R DEUX T H É O R È M E S C L A S S I Q U E S DE CINÉMATIQUE ( ' ) ; 

PAR M. ÉMILE PICARD. 

\. Commençons par le mouvement d'un plan sur 
un plan. Nous supposons démontrée l'existence du centre 
instantané de rotation, et nous voulons prouver que le 
mouvement revient au roulement d'une courbe sur une 
autre. 

Deux remarques doivent être rappelées avant de com-
mencer la démonstration. En premier lieu, si les 
coordonnées d'un point M sont des fonctions de t, et 
que M' désigne la position du point au temps t -f- Ai , 
la distance MM' sera de l'ordre de A i pour une valeur 
arbitraire de t. 

Je rappelle en second lieu que, si Ton a un segment 
de droite AB de longueur variable /, se déplaçant avec 
le temps, et étant en A' B' au temps t -f- dt, on a pour 
la différentielle dl 

[AA f cos ( A ' A B ) -h BB' cos (B'BA)] , 
Cela posé, considérons le système S au temps il 

occupe une position S, et il y a un certain point I dont 
la vitesse est nulle. Je marque ce point 1 sur le plan fixe. 
Au temps S occupe une autre position S4 ; le centre 
instantané marqué sur le plan fixe est alors . Nous 
aurons de même I2 comme position du centre instantané 

( ') Je reproduis ici la démonstration des deux théorèmes fonda-
mentaux de la cinématique des systèmes invariables, telle que je la 
donnai en 1881 dans mon cours de la Faculté et que je la donne main-
tenant dans mon cours de l'École Centrale. 

Ann. de Mathémat3e série, t. XIV. (Mai 1895.) l 3 
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pour le temps t2, et nous formons ainsi avec les points 
I, I4 , l2 , .. • une courbe C qui est le lieu des centres in-
stantanés sur le plan fixe. 

Au temps th, le système 2 était en S,. Marquons alors 
sur la position l { du centre instantané à cet instant, 
et ramenons S de la position Sj à la position S qu'il 
occupait au temps t. Le point l{ vient alors en ; de 
même en ramenant S de S2 en S, le point I2 viendra en 
1!m et de cette manière nous construisons une seconde 
courbe C lieu des points I, , l'2, . . . , qui est le lieu 
des centres instantanés dans le plan mobile quand on 
a ramené ce plan à la position S. 

Il faut démontrer que les courbes C et C' roulent 
l'une sur l'autre pendant le mouvement, ce qui revient 
évidemment à montrer qu'elles sont tangentes au point 
I, et que, t{ — t tendant vers zéro, on a 

11 en résultera en effet que les arcs I I , , l ï { et pareil-
lement les arcs I2, I, I2, et ainsi de suite, différeront 
d'une quantité infiniment petite par rapport à eux-
mêmes, et par suite sur les courbes C et C' deux arcs 
finis quelconques, comptés à partir de I jusqu'à deux 
points correspondants des deux courbes, seront égaux. 
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J'envisage un point quelconque M du système S 

quand il occupe la position S; M sera en M' quand S 
sera venu en S«, et la droite M'I< est normale en M' à 
la trajectoire de ce point. On a d'ailleurs 

Mi; = M'I, 
puisque, quand S passe de S en S i5 M vient en M' et 
\\ en . La différentielle du segment M'I, est donc 
nulle, et l'on a 

( 2 ) M M' cos ( M M' I, ) h- i ; It cos ( T ; Ii M' ) = o, 
égalité qu'il faut bien entendre; d'après son origine 
môme, elle est exacte aux infiniment petits près du 
second ordre. 

Or MM' est infiniment petit du premier ordre et il 
en est de même de cos(MM/I i ) ; d'autre part a une 
limite, inconnue pour nous actuellement, mais que 
nous pouvons supposer n'être pas perpendiculaire à MI, 
puisque M est arbitraire. 

De là résulte que cos(r4I1M/) n'est pas infiniment 
petit, et l'égalité (2), entendue comme nous l'avons dit. 
montre que ï{ï\ est un infiniment petit du second 
ordre. 

La démonstration va s'achever maintenant bien aisé-
ment. Formons le petit triangle I I 4 I , . On aura dans ce 
triangle 

• T • Jf Ii Sin I = Sin Jj -yr- 1* 
lli 

Or, dans le second membre, le second facteur est le 
quotient d'un infiniment petit du second ordre par un 
infiniment petit du premier. On a donc 

lim sin I — o. 
et, par suite, C et O sont tangentes en I. 
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Le même triangle nous donne 

ÎTÎ7!2 =TFÎ2 • + • — ÎTi.TFi cosi, 

égalité qu'on peut écrire 

ÎTÎ;1 = (II'i — Ht)»-!- 4ÏÏÏ.n; sin» 

d'où se conclut immédiatement que la différence 

i l ; —TTj 

est du second ordre, et la relation ( i ) est par suite 
établie. 

2. Nous allons suivre une marclie analogue pour 
établir, relativement au mouvement général d'un solide 
invariable, le théorème concernant les deux surfaces 
réglées qui remplacent la base et la roulette. 

Nous supposons démontrée l'existence de l'axe in-
stantané de rotation et de glissement, et par suite à un 
moment déterminé les vitesses d'un point quelconque 
du système résultent d'une rotation autour de cet axe 
et d'un glissement le long du même axe. 

Considérons le système S au temps t \ il occupe une 
position S et nous avons l'axe instantané D. Au 
temps tK, S est venu en S, et nous avons Taxe instan-
tané D,. Nous formons donc une première surface ré-
glée lieu des droites D,, D2, . . c'est-à-dire des axes 
instantanés dans l'espace, comme nous formions tout à 
l'heure la courbe C. Pareillement, ramenons S de S< 
en S en fixant D4 dans ; cette droite viendra en D't, 
et nous aurons une seconde surface lieu des droites D, 
D,, . . . qui est le lieu des axes instantanés dans le 
système mobile quand on a ramené ce système à la po-
sition S. 
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Sur la première surface traçons une courbe C ren-

contrant D, D,, . . . en 1,1,, . . . . Dans le transport 
de D, en D', le point I, vient en I\ et nous avons alors 

Fig. 2. 

sur la seconde surface une courbe C' correspondant à C 
et coupant D au même point I . 

Cela posé, soit M un point arbitraire de S quand ce 
système est en S et soit M' sa position quand S est 
en S,. On a manifestement 

Mi; = M ' ! „ 
et, en supposant tK = l + dl, le théorème sur la diffé-
rentielle d'un segment nous donne 

(3) MM' cos(M'MI / 1 I't Ii c o s ( I i i ; M ) == o. 
Le premier terme représente la projection de MM' 

sur MI, et à la limite sur MI, c'est-à-dire le produit par 
dt de la projection de la vitesse de M sur la direction MI. 
Mais la projection de la vitesse de M sur M I se réduit à 
la projection de la vitesse de translation V i e long de D, 
car la vitesse due à la rotation est perpendiculaire 
à MI. Quant au second terme de (3 ) , il représente la 
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projection de V\ sur I', M ou, ce qui revient au même, 
sur la direction IM. 

Nous allons maintenant faire coïncider successive-
ment IM, qui est une direction arbitraire, avec les direc-
tions des axes des coordonnées. Soient a, ¡3, y les co-
sinus directeurs de la vitesse de translation V dirigée 
suivant D, et, en désignant par z les coordonnées 
de I, appelons x -f- dx, y -f- dy, z dz les coordon-
nées de l{, et x -f- Sx, y -h ùy, z celles de . 
L'égalité (3 ) donne, en menant successivement IM pa-
rallèle aux axes des x, des y et des z, 

— V cos a dt -h dx — ox = o, 
— V cos fi dt -+- dy — oy — o, 
— V cos y dt -f- dz — as = o ; 

le premier terme est précédé du signe moins, car la di-
rection MI est opposée à la direction IM. 

Les relations (4 ) donnent les propriétés essentielles 
des deux surfaces réglées. On voit d'abord immédiate-
ment que les deux courbes G et G'ne sont pas tangentes 
en I, car on ne peut avoir 

dx dy dz 
'^ =r "̂r — > * 
ox oy òz 

Mais les deux surfaces réglées seront tangentes en I, 
car les trois directions 

dx, dy, dz, 

or, oy, 8-, 

cosa, cos [3. cosy 
sont dans un même plan, comme le montrent les rela-
tions (4). Ainsi, les deux surfaces réglées considérées 
sont tangentes tout le long de D. 

3. Pour achever d'indiquer les propriétés essentielles 
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de ces deux surfaces, définissons le glissement de deux 
surfaces. Prenons une surface fixe S; une seconde sur-
face S' se déplace en restant constamment en contact 
avec S, le nombre des points de contact étant quel-
conque. Soit, au temps À un point de contact. Re-
gardons-le comme appartenant à S'; il occupera alors 
au temps t -f- dt la position A'. La grandeur géomé-
trique 

AA' 
dt 

sera dite le glissement moyen des deux surfaces, et à 
la limite nous aurons le glissement des deux surfaces 
au temps t et au point A. 

Nous allons évaluer le glissement au point I de nos 
deux surfaces réglées. A cet effet, envisageons les deux 
surfaces au temps t -f- dt\ est alors en Dî et en I , . 
A l'instant t -f- dt — dt, c'est-à-dire nous avons la 
position dessinée du système. Le glissement sera le 
quotient de la grandeur géométrique T', divisée par 
— dt, et par suite ses projections seront 

ox — dx oy — dy o z — dz 

— dt - dt 9 ~ dt~' 

c'est-à-dire 
Y cos a, V cos [J, V cos v. 

Nous pouvons donc énoncer qu'e/2 tons les points de 
la génératrice commune D, le glissement des deux 
surfaces Vune sur Vautre est dirigé suivant cette gé-
nératrice et est représenté par Ia vitesse de transla-
tion Y du mouvement hélicoïdal. 
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SUR LE THÉORÈME DE LA CONSERVATION DES A I R E S ; 

PAR M. A. DE SAINT-GERMAIN. 

On sait comment, au mois de novembre 1894, M. Ma-
rey appela l1 attention de l'Académie des Sciences sur 
les conséquences du théorème de la conservation des 
aires : contrairement à une opinion exprimée par 
Delaunay et tacitement admise par les géomètres , 
MM. Guyou, Maurice Lévy, Appell, Picard montrèrent 
que, sans l'intervention de forces extérieures, un être 
animé, un système déformable peuvent tourner d'un 
angle fini autour d'un certain axe, grâce à des mouve-
ments intérieurs à la suite desquels leurs diverses par-
ties reprennent leurs positions relatives initiales. Je me 
propose d'indiquer une disposition qui permet d'établir 
ce fait d'une manière extrêmement simple, susceptible 
d'être exposée dans les Gours les plus élémentaires; 
puis, à l'aide d'un calcul très facile, j'exprimerai la loi 
analytique du mouvement d'un système auquel le pré-
cédent se rattache comme cas particulier et qui est tout 
à fait analogue à un appareil imaginé par M. Lévy. 

Gonsidérons un disque horizontal, très mince, parfai-
tement mobile dans son plan et présentant un centre de 
symétrie O : du point O comme centre, décrivons sur 
le disque une circonférence de rayon r et supposons 
2p animaux, de même masse m, placés deux à deux en 
des points diamétralement opposés sur la circonférence. 
Le système étant d'abord en repos, imaginons que, à un 
instant donné, les 2p animaux se mettent à marcher 
dans le même sens sur la circonférence, de manière que, 
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au bout du temps t, chacun d'eux ait parcouru un même 
arc, de longueur ar. Le centre de gravité O restera 
immobile, mais, par rapport à des axes fixes, le disque 
tournera dans le sens opposé à celui du mouvement re-
latif des animaux : soient 0 l'angle dont il aura tourné 
au bout du temps t et 2 mk2 son moment d'inertie rela-
tivement au point O. La somme des moments des quan-
tités de mouvement du système par rapport au point O 
devant rester constamment nulle, nous aurons 

2 M zr, - 2 P m r 2 ( ^ - T J = de r \de de 

l'intégration donne un résultat presque aussi intuitif 
que l'équation différentielle, savoir : 

unk2§ — o,pmr2{<x — 6)= o. 

On voit que 9 croit proportionnellement à a : quand 
a sera devenu égal à ait, les animaux seront revenus à 
leurs places initiales sur le disque; mais celui-ci, sans 
l'intervention de forces extérieures, aura tourné de 

1 angle — • 
0 k2 -f- pr2 

Le résultat précédent peut suggérer diverses disposi-
tions au moyen desquelles un homme pourrait se don-
ner un mouvement de rotation sans faire intervenir de 
force extérieure : en voici une assez simple. Supposons 
l'homme debout sur un sol excessivement poli ou au 
fond d'un baquet rond qui flotte sur l'eau; il porte, en 
guise de ceinture, la moitié inférieure d'un tore coupé 
suivant le plan de son équateur, supposé horizontal : 
enfin, dans cette sorte de gouttière, plaçons des boules 
que l observateur, à l'aide de ses mains, fera rouler dans 
le même sens : lui-même tournera en sens contraire et 
par le seul jeu de ses muscles. Il arriverait à un résultat 



( -86 ) 
analogue en faisant, par exemple, tourner ses bras dans 
le même sens autour de sa tête. 

Considérons maintenant le système, analogue à l'ap-
pareil de M. Maurice Lévy, dont j'ai parlé et dont le 
mouvement est moins simple que le précédent. Repre-
nons notre disque et, à sa surface, traçons deux circon-
férences de rayon /*, dont les centres A, A ' sont symé-
triques par rapport au centre O du disque, OA, OA' 
étant égaux à a : aux deux points des circonférences qui 
sont les plus éloignés du point O, plaçons deux animaux 
M, M' de même masse m. Le système étant d'abord en 
repos, les deux animaux se mettent à marcher sur leurs 
circonférences, de manière que, sur le disque, les 
rayons AM, A7 M' tournent avec une vitesse constante CD 
dans le sens opposé à celui dans lequel on comptera 
l'angle Ç) dont le disque tournera lui-même par rapport 
à des axes lixes OX, OY. Au bout du temps t, les coor-
données du point M, rapporté à ces axes, sont 

x — a cosO -f- r cos(0 — tôt), y — a sinG -+- r sin(Q — to£) ; 

le moment de sa quantité de mouvement autour du 
point O sera 

pour le point M', le moment est le même. La somme 
des moments des qûantités de mouvement du système 
devant rester nulle, on trouve, après avoir divisé par 2 

r ,¿0 / ¿¿o \ 
ar cos a} t. -f- r2 

dt k- a'2 - !- r2 -f- xar costo t ' 
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8 étant nul pour t = o, l'intégration donne 

1 , k2-i- a2 — /*2 /^^-(a — r)2 i - w M . arc tang ' tang -2 V(k2-ha2 — r2)2-}- /it2-f(fl + r)î a 

r 
a ' Soit a le plus petit arc positif dont le cosinus est 

quand w/ croit de zéro à a, 9 augmente, pour diminuer 
quand toi ira de la valeur a «à 27Z— a, puis augmenter 
ensuite. Quand tôt est égal à 271, les mobiles M, M7 ont 
repris sur le disque leurs positions initiales, mais le 
disque a tourné de l'angle 

L -4- a 2 — r 2 ) 2 - H 4 k* r 2 J 

cet angle serait insensible si k était très grand ou très 
petit, comme l'a indiqué M. Lévy pour son appareil. 

L E P R O B L È M E D E S L A B Y R I N T H E S ; 

PAU M . G. TARRY. 

Tout labyrinthe peut être parcouru en une seule 
course, en passant deux fois en sens contraire par cha-
cune des allées, sans qu'il soit nécessaire d'en connaître 
le plan. 

Pour résoudre ce problème, il suffit d'observer cette 
règle unique : 

Ne reprendre Vallée initiale qui a conduit à un car-
refour pour la première fois que lorsquon ne peut pas 

faire autrement. 

Nous ferons d'abord quelques remarques. 
A un moment quelconque, avant d'arriver à un car-



( i88 ) 
refour ou après l'avoir quitté, tout carrefour autre que 
celui du point de départ contient nécessairement un 
nombre pair d'allées parcourues une seule fois, et le 
nombre de ces allées suivies dans le sens de l'arrivée est 
égal au nombre de celles suivies dans le sens inverse de 
la sortie. Cela est évident, puisque le nombre des en-
trées est égal à celui des sorties, et qu'une allée peut 
être parcourue deux fois au plus et en sens contraire. 
Par suite, au moment d'une arrivée dans ce carrefour, 
le nombre des allées parcourues une seule fois et dans 
le sens de l'arrivée surpasse d'une unité le nombre des 
allées parcourues une seule fois et dans le sens de la 
sortie. S'il n'existe qu'une allée parcourue une seule 
fois, ce ne peut être que l'allée initiale, et nécessaire-
ment toutes les autres allées ont été inexplorées ou par-
courues deux fois en sens contraire. On ne peut donc 
être arrêté à ce carrefour, et l'on sera forcé de reprendre 
l'allée initiale dans le cas seulement où toutes les autres 
allées auront été parcourues deux fois. 

Ainsi, en suivant la règle, on ne peut être arrêté 
qu'au point de départ, et l'on ne reprend l'allée initiale 
d'un carrefour qu'après avoir parcouru deux fois toutes 
les autres allées du carrefour. 

Considérons maintenant le carrefour du point de dé-
part. Au moment d'une arrivée à ce carrefour, le nombre 
des allées parcourues une seule fois et dans le sens de 
l'arrivée est égal au nombre des allées parcourues une 
seule fois et dans le sens de la sortie. Par conséquent, 
on ne peut être arrêté que s'il n'existe ni allées inex-
plorées, ni allées parcourues une seule fois. 

Donc, au moment de l'arrêt forcé au carrefour du dé-
part, toutes les allées de ce carrefour ont été parcourues 
deux fois. 

Cela posé, soient A, B, C, D, . . . . Z le carrefour du 
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départ et les autres carrefours, désignés dans Tordre de 
leurs découvertes successives pendant l'exploration. 

Si l'on a exécuté rigoureusement l'application de la 
règle unique, toutes les allées aboutissant aux carrefours 
B, C, D, . . ., Z ont été parcourues nécessairement 
deux fois en sens contraires, comme les allées du carre-
four du départ A. 

En eifet, l'allée initiale AB du carrefour B,.qui abou-
tit au carrefour A, ayant été parcourue deux fois en 
sens contraires, toutes les allées du carrefour B ont été 
parcourues deux fois en sens contraires. De même, toutes 
les allées du carrefour C ont été parcourues deux fois, 
puisque son allée initiale BG (ou AC si AB est une im-
passe), qui aboutit au carrefour B (ou A ) a été parcou-
rue deux fois. Enfin, un carrefour quelconque T, dont 
l'allée initiale aboutit nécessairement à un carrefour 
précédent (ou A, ou B, . . ou S), a été entièrement 
exploré, puisque son allée initiale a été parcourue deux 
fois. C'est ce qu'il fallait démontrer. 

Supposons qu'en prenant une allée pour la première 
fois on dépose à l'entrée deux marques et à la sortie une 
ou trois marques, suivant que cette allée débouche dans 
un carrefour déjà visité ou dans un carrefour nouveau, 
et qu'en prenant une allée où se trouve une marque à 
l'entrée, et la suivant par conséquent une seconde fois 
en sens contraire, on se contente d'ajouter une deuxième 
marque à l'entrée. A l'arrivée dans un carrefour on 
saura toujours distinguer les allées nouvelles qui n'ont 
aucune marque, l'allée initiale qui a trois marques et les 
autres allées parcourues une seule fois et dans le sens de 
l'arrivée qui ont une seule marque. 

La règle unique s'énoncera alors sous cette forme : 

En arrivant à un carrefour, prendre à volonté une 
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allée qui ri a pas de marque ou bien une allée qui a 
une seule marque, et s'il ri en existe pas prendre Val-
lée qui a trois marques. 

En suivant cette marche pratique, un voyageur perdu 
dans un labyrinthe ou dans des catacombes, retrouvera 
forcément l'entrée avant d'avoir parcouru toutes les 
allées et sans passer plus de deux fois par la même 
allée. 

Ce qui démontre qu'un labyrinthe n'est jamais inex-
tricable, et que le meilleur fil d'Ariane est le fil du rai-
sonnement. 

Remarque. — La règle générale permet de toujours 
rétrograder en arrivant à un carrefour déjà exploré par 
une voie nouvelle. Si l'on s'impose cette obligation, 
quand on arrivera à un carrefour par une voie antérieu-
rement suivie, on ne trouvera qu'une allée parcourue 
une seule fois, l'allée initiale, et il ne sera permis de 
prendre cette allée qu'à défaut de voie qui n'aurait pas 
été parcourue. Il est clair que, dans ce cas, il devient 
inutile de distinguer par une marque spéciale le débou-
ché d'une allée initiale. Cette solution particulière a été 
trouvée par M. Trémaux (voir les Récréations mathé-
matiques de E. Lucas). 

CONSTRUCTIONS DU CENTRE DE COURBURE D'UNE PODAIRE; 

PAR UN ANCIEN ÉLÈVE DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES. 

Le point fixe que l'on projette sur les tangentes à la 
courbe donnée (m) est o. Sur la tangente mp, on a le 



la normale en m à (m ) conduit à la normale pc à ( p ) . 

Substituoiis à (m) une conique ayant pour foyer le 
point o et pour rayon de courbure en m le rayon de 
courbure m p. de (ni). 

La podaire de cette conique relative à son foyer o est 
un cercle qui "n'est autre que le cercle osculateur de (p) . 
Le centre de ce cercle podaire est celui delà conique et, 
en vertu d'une construction connue du centre de cour-
bure d'une conique, on le détermine ainsi : on projette 
IL en e sur om et Von projette ce point e en d sur m p. : 
la droite od coupe pc au centre cherché a>. 

Passons à une autre construction de ce centre de cour-
bure de {p). 

On peut obtenir ce point to en construisant dK au moyen 
des points m, et p.,, milieux de om et de ou, comme on 
a fait pour déterminer d. Ce point dK peut s'obtenir 
aussi en projetant en g sur m{c et en projetant ce 
point g en d{ sur mK JJL, . 

T 
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Élevons cf perpendiculairement à cp. Les triangles 

et ofc sont homothétiques, donc la droite/p., 
contient to. Le point to est donc aussi à la rencontre de 
pc et de la droite qui joint f au point , milieu de op. 

Cette dernière construction est celle donnée par 
M. d'Ocagne, p. 112 de ce Volume, et dont il deman-
dait une démonstration directe. 

SIR LES APPLICATIONS DES PROPRIÉTÉS 
DE LA STROPHOIDE ( 4 ) ; 

PAR M. ANDRÉ CAZAMIAN. 

Les propriétés si intéressantes des points con jugués de 
la stroplioïde sont très utiles à connaître dans l'étude 
d'un grand nombre de questions et servent à généraliser 
des résultats connus. 

On trouve la stroplioïde comme lieu géométrique dans 
plusieurs problèmes importants. En général, les points 
dont on cherche le lieu se présentent par groupes de 
deux, qui sont précisément les groupes de points con-
jugués, ce que l'on reconnaît facilement. Il en est ainsi, 
par exemple, dans les problèmes suivants : 

Lieu des points de contact des tangentes menées à des 
coniques liomofocales par un point. 

Lieu des foyers des coniques bitangentes à une co-
nique tixe en deux points fixes. 

Lieu des foyers des coniques inscrites dans un qua-
drilatère circonscriptible, etc. 

( ' ) Cette Note est le complément de celle parue en octobre 1893 
dans les Nouvelles A filiales sous ce titre : Sur un lieu géométrique 
et ses appfications. 
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En appliquant les propriétés de la strophoïde, on 

pourra alors énoncer immédiatement diverses proposi-
tions. 

Ainsi, puisque l'enveloppe des droites joignant les 
groupes de points conjugués est une parabole dont la 
directrice passe par le point double, on voit que l'enve-
loppe des polaires d'un point relativement à des coni-
ques homofocales, l'enveloppe des axes des coniques 
bitangentes à une conique en deux points fixes, l'en-
veloppe des axes des coniques inscrites dans un qua-
drilatère circonscriptible, l'enveloppe des axes des co-
niques tangentes à deux droites données et ayant pour 
directrice une droite donnée, etc., sont des paraboles. 

Puisque la projection du point double sur la droite 
joignant deux points conjugués appartient à la stro-
plioïde, on voit que le lieu des projections d'un point 
sur ses polaires par rapport à des coniques homofocales 
est la même strophoïde qui est le lieu des points de 
contact des tangentes, ou, en d'autres termes, que la pro-
jection d'un point sur sa polaire par rapport à une co-
nique est le point de contact d'une conique liomofocaie 
tangente à cette polaire. On voit de même que le lieu 
des projections d'un point O sur les axes des coniques 
bitangentes à une conique aux points de contact des 
tangentes issues de O est la même strophoïde que le lieu 
de leurs foyers, etc. 

Puisque le cercle circonscrit au triangle formé par le 
point double et deux points conjugués quelconques 
passe par un point fixe, 011 peut dire que, si d'un point 
on mène les tangentes à une conique, le cercle circon-
scrit au triangle formé par le point donné et les points 
de contact, passe par un point fixe quand la conique se 
déforme en gardant les mêmes foyers, etc. 

Voici maintenant des théorèmes obtenus en utilisant 
Ann. de Mathcmat3* série, t. XIV (Mai i8p5). J4 



( '94 ) 
cette remarquable propriété de la strophoïde : La droite 
joignant un point quelconque de la courbe au point 
double est bissectrice de l'angle des droites joignant le 
même point à deux points conjugués quelconques. 

a. Si d'un point P on mène les tangentes à deux 
coniques homofocales, les droites joignant un point de 
contact M sur une conique aux points de contact sur 
l'autre ont pour bissectrice la droite MP. 

b. Lorsque deux coniques sont bitangent.es, les 
droites joignant un foyer Y de Vune aux deux foyers 
de Vautre ont pour bissectrice la droite joignant F au 
point de concours 0 des tangentes communes. 

Supposons que les deux points de tangence des co-
niques se réunissent eu un seul, M ; les deux coniques 
sont alors suroseulatrices au point M; le point O est 
aussi venu en M et Ton a ce théorème : 

c. Lorsqu'une conique S est surosculatrice à une 
conique S au point M, la droite joignant un foyer F 
de 2 au point M est bissectrice de Vangle des droites 
joignant le même foyer F aux deux foyers de S. 

Par suite, en appliquant le théorème fondamental 
qui permet de reconnaître qu'un lieu est une strophoïde : 

Ze lieu des foyers des coniques suroseulatrices à 
une conique donnée en un point donné est une stro-
phoïde ayant ce point pour point double. 

On pourrait ajouter que l'enveloppe des axes est une 
parabole, que le cercle circonscrit au triangle formé par 
le point de surosculation et deux foyers d'une conique 
passe par un point fixe, etc. 

Si Von considère une conique inscrite dans un 
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quadrilatère circonscriptible, la droite joignant un 
foyer de cette conique au centre du cercle bissecte les 
droites joignant le même foyer aux deux foyers de 
l'une quelconque des autres coniques inscrites. 

On pourrait multiplier ces exemples d'élégantes pro-
positions obtenues en appliquant les propriétés de la 
strophoïde. Nous préférons montrer comment elles per-
mettent de généraliser certains lieux connus. 

Ainsi, on sait que le lieu des foyers des coniques bi-
tangentes à une conique en deux points fixes est une 
strophoïde, mais le théorème est susceptible de plus de 
généralité. 

Considérons une famille de coniques homofocales et 
un point O. Menons les tangentes OA, OB à une co-
nique S de la famille, et cousidérons une conique quel-
conque bitangente à S aux points A et B. On voit faci-
lement que ses foyers appartiennent à la strophoïde, 
lieu des points de contact des tangentes menées aux 
coniques S par le point O. Ainsi : 

Etant donnée une famille de coniques homofocales 
S, si par un point fixe O on mène les tangentes à une 
conique quelconque de la famille, le lieu des foyers 
de toutes les coniques bitangentes à C H A C U N E des coni-
ques S aux points de contact des tangentes issues de O 
est la même strophoïde (1 ). 

Voici deux autres exemples de ces généralisations : 

i° Étant donné un quadrilatère circonscriptible à 

(M Ce système formé de coniques bitangentes à des coniques ho-
mofocales aux points de contact des tangentes menées par un point 
O du plan est celui que l'on obtient en coupant un système de qua-
driques homofocales par un plan. 

Le point O est le point de contact de la quadrique tangente au 
plan de section. 
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un cercle, le lieu des points de contact des tangentes 
(ou des pieds des normales) menées par le centre du 
cercle à toutes les coniques homofocales à C H A C U N E des 
coniques inscrites dans le quadrilatère est la même 
strophoïde. 

C'est la strophoïde qui est eu même temps le lieu des 
foyers, etc. (Voir Sur un lieu géométrique et ses ap-
plications.) A tout quadrilatère circonscriptible se 
trouve ainsi associée une strophoïde S qui jouit de pro-
priétés extrêmement remarquables. 

i ° Le lieu des points de rencontre des tangentes me-
nées par deux points fixes à une série de cercles con-
centriques est une strophoïde ayant son point double 
au centre des cercles, et les deux points donnés pour 
points conjugués. Mais ce lieu peut être généralisé bien 
davantage : 

On considère une famille de coniques homofocales 
(S), et une série de cercles concentriques (C) ayant 
pour centre un point quelconque O du plan. On mène 
les tangentes communes à un cercle C et à une conique 
S. Quelle que soit la conique de la famille et quel que 
soit le cercle de la série, le lieu des points de rencontre 
des tangentes communes est la même strophoïde. 

Elle a son point double en O et les deux foyers des 
coniques S sont deux points conjugués (les points du 
lieu se partagent d'ailleurs en couples de points conju-
gués, d'où l'énoncé de diverses remarques intéres-
santes). 

Rectification. — Dans ma Note Sur Vhyperbole équilatère et 
ses inverses, j'ai dit, par inadvertance, que le point fixe R par 
lequel passent les cercles circonscrits aux triangles formés par le 
point double et deux points conjugués quelconques était le milieu 
de la distance du point double au conjugué du point réel à l'infini 
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(qui est le foyer singulier de la stroplioïde). C'est le symétrique du 
point double par rapport au foyer singulier qu'il faut lire. Même 
rectification doit être faite dans les théorèmes où figure le point R 
(p. 273 et 276). 

DES CONDITIONS POUR QUE L'ÉCHELLE D'UNE SUITE 
RÉCURRENTE SOIT IRRÉDUCTIBLE; 

PAR M . ED . M A I L L E T , 

Ingénieur des Ponts et Chaussées ( ' ) • 

I I . 

A U T R E MAN IÈRE D ' É T A B L I R UN C R I T É R I U M POUR LA UÉ-

DUCT1BIL ITÉ D 'UNE L O I POUR UNE SUITE RÉCURRENTE 

DONNÉE. 

Supposons que la loi (1) soit réductible à la loi (2) , 
pour la suite considérée; 011 aura 

ip-i- at Y , 

( 3 ) 

A P - X Y 0 = O, 

O>P-\ Yi = o, J Y^-'r- «1 Y^—J -r- . . 

( Y2p—2 -+" Y2/;—3 -F- . . . Ctp—l Yp—x — O, 

et, par suite, 

(4) 
L/,-1 . . . Y 0 

... Yi 

Y 2 „ _ 2 Y 2p— 3 

Cette condition est nécessaire} on aurait même plus 

(') Voir même Tome, p. 102. 
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généralement ( i ) : 

(5) 
Y/t+p-1 Yn_t_p_2 ... Y n 

1 n-hp 
1 n-t-p—l 

Tn->r1p—2 3 . . . Y^p—! 

Remarquons que le déterminant (4 ) est symétrique 
par rapport à la diagonale Y0 , . . ., Y2/>_2. 

Supposons maintenant que la suite considérée satis-

fasse à une loi d'ordre p — 2 

( 6 ) Y „+¿»1 Yn-l H- ... H- bpsYn-p+1 = O. 
On aura 

Yp-2 Y ... Y0 

Yp_! Yp_2 ... Yi 
) 

Y2p—i 5 • • • Yp— 

d'après ce qui précède. 
Considérons le mineur principal du premier ordre du 

déterminant (4 ) 

( 8 ) 8,= 

V i 

Yp+i— 2 
Y/>-+-/ 

Y/h-1 Y,-! 

Yo/_2 

0/ = 

Y2/)—2 • • • Y p-hi Y p-k-i— 2 
D'après (6) , on aura 

p—i-\-.. , - t - i . . . Y/+ 

biY p+i-3-h bp-2Yi ... Y2 

-+-...-+- bp—^Yi+z • • • Y2. 

. Y0 

Y/-i 
YJ-HI 

Y/-. 

Y*/— 2 

Y p+i Y p-^i-i 

Y„ 

Y/_, 

Y«-i 

(*) Toutes les lois, la loi (1) par exemple, donnent lieu à des re-
lations analogues. 
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Ce déterminant peut être décomposé en p — i autres 

dont p — 3 sont nuls comme ayant leurs colonnes pro-
portionnelles, en sorte que 

Y, Y„_s . • • Y f+1 Y,-, • Y„ 

Y,/-, Y/>+/-3 • • Y „ Y2/-2 Y i-i 
Y2M-I Yp-hi-i • • Y2/+, Y « Y/-H 

Yp+i-i Y2P—3 Y/,+1 Y/H-/—2 Y/»-J 

Le déterminant qui multiplie b[ dans le deuxième 
membre est au signe près un mineur du premier ordre 
du déterminant ( 4 ) qui est compris dans les mêmes 
colonnes de ( 4 ) que le mineur (7 ) , et qui, par suite, est 
nul, d'après un théorème connu, puisque le détermi-
nant (4 ) est symétrique par rapport à la diagonale 

Y0, • • • , Y'2p—1 • 

Il en résulte qu'un mineur quelconque du premier 
ordre de ( 4 ) est nul. 

La démonstration aurait pu d'ailleurs s'opérer de 
même en partant d'un mineur quelconque du premier 
ordre de (4) , directement. 

Ainsi, quand pour la suite considérée la loi ( i ) 
d'ordre p est réductible à l'ordre p — 2, le détermi-
nant ( 4 ) et ses mineurs du premier ordre sont nuls. 

La propriété est d'ailleurs générale et s'établit par 
des procédés analogues. 

Supposons que la loi soit réductible à l'ordre p — q 
pour la suite considérée, laquelle satisfera alors à la loi 

(9) Y ,¿4- Ci Y/t_!-h... 4- Cp-qYn-p+q = O, q >1. 

D'après ce qu'on a vu au début, la suite satisfera à 
des lois d'ordre p — i, p —• 2, . p + 7 + 1; nous 
savons que le déterminant (4 ) et ses mineurs du premier 
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ordre sont tous nuls; admettons qu'il en soit de même 
pour tous les mineurs d'ordre ^q — 2 et montrons qu'il 
en est de même des mineurs d'ordre q — 1, en remar-
quant que le mineur d'ordre q — 1 

( 1 0 ) 

Y 2 (p-q) 

lp-q-1 

12 (p-q)~ 

Y 0 

à cause (1 ) de l'existence de la loi (9 ). 
Supposons qu'il y ait des mineurs d'ordre q —1 qui 

soient différents de zéro; parmi ceux d'entre eux qui 
sont contenus dans les mêmes ( p — q -f- 1) lignes arbi-
trairement choisies de (4), de la forme 

(n) 
Y, 

où l'on suppose que, comme dans (4), les colonnes soient 
ordonnées de façon que dans chaque ligne les indices 
aillent en décroissant, et que 

(12) r >. . .> 5, f i > . . .> . * i ; 

choisissons celui 8 pour lequel les indices de la première 
colonne sont le plus petit possible : il suffit d'ailleurs 
que cette condition soit remplie pour une ligne de 0, la 
première par exemple, pour qu'elle ait lieu pour les 
autres lignes. Par hypothèse S yé. O} par suite, on aura 
r— p — <7, sans quoi, à cause des conditions (12), 
8 serait contenu dans les mêmes colonnes que (10), et 
serait nul, puisque ( 4 ) est symétrique par rapport à la 
diagonale Y0, . . . , Y2/>_2. 

La relation (9 ) permettra alors de remplacer chaque 

( » ) Il suffit, pour le voir, d'écrire les équations analogues à (3 ) 
résultant cKî la loi (9). 
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élément de la première colonne de 8 en fonction linéaire 
homogène d'éléments d'indices respectivement plus 
petits compris dans la même ligne de (4) . Le mineur 8 
sera donc égal à une fonction linéaire homogène de dé-
terminants mineurs de (4 ) d'ordre q — i -, si dans chacun 
de ces déterminants on ordonne les colonnes de la même 
manière que pour 8, les indices de la première colonne 
seront respectivement plus petits que les indices de la 
première colonne de S compris dans les mêmes lignes. 
D'après l'hypothèse que nous avons faite sur S, ces dé-
terminants seront tous nuls, et dès lors il en sera de 
même de 3. 

On ne peut donc supposer 8 o. 
On en conclut pour q = 3 que le déterminant (4 ) et 

ses mineurs des deux premiers ordres sont nuls; par 
suite, pour q = 4, le déterminant (4 ) et ses mineurs des 
trois premiers ordres sont nuls; et ainsi de suite. D'où 
l'on tire : 

Pour que la loi (1) d'ordre p soit réductible pour la 
suite considérée à l'ordre p — q, il est nécessaire que 
le déterminant (4) et tous ses mineurs jusqu'il Vordre 
q — 1 soient tous nuls. 

Remarquons que l'on aurait pu raisonner identique-
ment de même sur le déterminant (5 ) : il aurait suffi 
d'augmenter partout les indices de la quantité n. 

Remarquons également qu'on pourrait ne pas invoquer 
les propriétés des déterminants symétriques. Il suffirait 
pour cela d'opérer à l'aide des lois (6) et ( 9 ) sur les élé-
ments de chaque colonne de 8/ et 8 qui ont dans cette 
colonne les plus forts indices, et qui sont d'ailleurs com-
pris dans une même ligne, comme nous l'avons fait sur 
les éléments de la première colonne de 8/ et 8. On sup-
poserait de plus que 8/ est un mineur quelconque du 
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premier ordre. En répétant au besoin cette opération sur 
les nouveaux mineurs obtenus, on finirait par voir que 8,-
et 8 sont proportionnels respectivement aux mineurs (7 ) 
et (10), et par suite nuls. 

Je dis maintenant que la condition nécessaire que 
nous venons de trouver est suffisante. 

Supposons que le déterminant (4 ) et ses mineurs 
jusqu'à Tordre r — 1 soient nuls, mais qu'un mineur 
d'ordre r soit o. 

Si l'on pose un système analogue à ( 3 ) 

1 a0Yp- l +a1Y/;_2 4-...4- cip-iYo = o, 

(12) ) a<>Yp Yp-i 4- .. .4- ctp-i Yî 

: 
\ a0 Y2/,_24- ci y Y2p—3 4~.. ap-{YP-\ = <>, 

on sait que Ton peut y satisfaire par des valeurs de a<>, 
aK, . . a p _ \ , dont p — 1celles qui correspondent aux 
colonnes du mineur d'ordre r différent de zéro, sont dé-
terminées en fonction des r autres choisies arbitraire-
ment. 

D'ailleurs, multiplions les deux membres de ces 
p équations respectivement par A ^ , . . . , A t et 
ajoutons membre à membre; il vient 

(AjYj^-h.. .-+- ApYp-O^o-H. • • 
H- ( Aj Y - H . . . - r A-p Y0 ) ap-i = o, 

ou, d'après (1), 

( 13 ) « 0 Y 2 / , _ I 4 - . . . H- A P - I Y P = O. 

En opérant sur les p — 1 dernières équations (12) et 
sur (T3) comme nous venons de le faire sur les p équa-
tions (12), puis continuant de la sorte, on aura évidem-
ment 

( 1 4 ) a 0Y, t -+- at Y / t _ i - t - . . .4 - ap-x Yn-p+t = o ; 
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c'est-à-dire que la suite satisfait à la loi (14) où r des 
coefficients convenablement placés sont arbitraires. 

Dès lors, parmi les rapports des quantités « 0 , 
ap_\ à la première d'entre elles qui ne s'annule pas (et 
l'on sait qu'il y en a), il y en aura r — i arbitraires, et 
l'équation génératrice de la loi ( i 4 ) renfermera r — 1 
coefficients arbitraires : on pourra donc fixer arbitraire-
ment la valeur de /* — i racines de cette équation géné-
ratrice qui est au plus de degré p — i, et, d'après ce que 
nous avons vu, d'après la relation ( c ) en particulier, 
l'équation génératrice de la loi irréductible à laquelle 
satisfait la suite est de degréS(p — i ) — (7'—1 )—p — 
ainsi qu'on le montre facilement. La suite satisfait à une 
loi d'ordre p — r : elle ne peut satisfaire à une loi 
d'ordre moindre, d'après ce qui précède, puisqu'il y a 
un mineur d'ordre r différent de zéro. Donc ( * ) : 

T H É O R È M E . — La condition nécessaire et suffisante 
pour que la loi (1) d'ordre p soit réductible à Vordre 
p — q pour une suite récurrente 

Yo, Yj, Y2, ..., Yrt, . . . , 

satisfaisant à cette loi, est que le déterminant 

Y/,-1 YP_2 . . . Y0 

(4) Y " Y l 

Y2P-2 Y2P-3 • • • YYR,-! 

soit nul ainsi que tous ses mineurs d'ordre ^q — 1 • 

On obtient ainsi sous forme explicite, et sans avoir 
d'élimination à faire, les conditions nécessaires et suffi-

( ') M. Kronecker est arrivé à ce théorème par une méthode sem-
blable, quoique légèrement différente ( Monatsberichte der Berl. 
Akad16 juin 1881.) 
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saules pour que la loi ( i ) soit réductible à l'ordre p— q 
pour la suite considérée, puisque l'on peut toujours 
exprimer Y ,̂, . . ., Y2p_2 à l'aide de Y ^ , . . ., Y0 qui 
sont donnés et des coefficients A , , , . -, Ap. 

En particulier, la condition nécessaire et suffisante 
pour que la loi soit réductible pour la suite considérée, 
ou pour que les équations <!>(#) = o et = o 
aient une racine commune, est que le déterminant ( 4 ) 
soit égal à zéro. 

On déduit de ce théorème et de la Section II du Mé-
moire de M. M. d'Ocagne le corollaire suivant : 

Corollaire. — La condition nécessaire et suffisante 
pour que chaque terme général d'une suite du pieme 

ordre, quelconque, soit une fonction linéaire homogène 
de p termes généraux consécutifs d'une suite donnée de 
même échelle est que l'échelle considérée soit irréduc-
tible pour cette dernière suite. 

Cette propriété a d'ailleurs été établie et utilisée par 
M. M. d'Ocagne, quand la suite donnée est ce qu'il a 
appelé la suite fondamentale. 

III. 

A P P L I C A T I O N S . 

i° L'équation 

Wp^(x) - Y„_, Q x {x) Y . . . -i- Q, , - ! * » Yo - o 

est de la forme 

(i5) xi'-1 -+- oc1 xp-*-*-. ..-htXp-i— o. 

On pourra toujours déterminer . . ., Y0 de fa-
çon que ai, . . ap_t aient des valeurs choisies arbi-
trairement, ou que (i 5) soit une équation quelconque de 



( 3O5 ) 

degré p — i, car on est conduit au système 

I Y0 

Ì A ^ o + Y ! = « I f 
O6 ) <  

\ A,,-! Y0 -4- A/;_2 Yt -4- ... Y^^ra^- ! , 

où le déterminant des coefficients est égal à l'unité. 
La condition nécessaire et suffisante pour que les 

équations <ï>(.r) = o et xPp_i (x) = o aient une racine 
commune est que le déterminant (4 ) soit nul. On pourra 
donc exprimer, en égalant à zéro un déterminant ana-
logue à (4), de côté p — i, la condition nécessaire et 
suffisante pour qu'une équation de degré p et une de 
degré p — i aient une racine commune. 

Si, eu particulier, on prend 

* - \ P ~ 1 A - p ~ j * - \ 1 
a, — AL > CL j — A Y y «/>—T— AN—1 — Ï p p p 

le polynome (.r) sera égal à la dérivée de 4>(«r) 
divisée par p. La condition nécessaire et suffisante pour 
que <&(x) = o ait une racine double sera donc que le 
déterminant ( 4 ) soit nul. On en conclut : 

T H É O R È M E . — La condition nécessaire et suffisante 
pour que Véchelle (A<, . . Ap) soit irréductible pour 
la suite qui y satisfait et qui est définie par les p va-
leurs des termes initiaux Y 0 , . . Y / 7 _ < telles que 
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est que l'équation génératrice 

4>(a?) = XP-T- A I X P - I + . . . + Â , = o 

riait pas de racine double. 
2° M. M. d'Ocagne a énoncé(4 ) la propriété suivante : 
Les puissances pièmes des nombres entiers 

OU, I^, 2^, 71 ,̂ . . . 
forment une suite récurrente qui admet pour polynome 
générateur irréductible (x — 

En formant pour ces suites le déterminant analogue 
de (5) , on en conclut l'identité 

XV- (¿r-4-1)1* ... (x -h jjl -f-
(x-hl)^ ... {x —i— JJL —Î— 2)^ 

(X -h [JL -h l)^ (X -h (J. -h ... ( X -H 2 -H 2 

qui a lieu quel que soit ( x ) . 
Il nous suffira de signaler, dès lors, que cet autre théo-

rème de M. M. d'Ocagne ( 2 ) 

Toute fonction algébrique et entière des termes de 
même rang de plusieurs suites récurrentes engendre 
elle-même une suite récurrente, 

donnera lieu à une foule d'identités analogues. 
Si f ( x ) est un polynome entier en x de degré JJL -f- 1, 

on aura 

f ( x ) /(*+•!) 

/(ar-+- ¡J.-+- 1) / (a?H- H-+-2) 
quel que soit x. 

... f(x-h n-f- 1) 

... f(a7-f-ji4-2) 

... 

(•) Loc. cit. 
(*) Loc. cit. 
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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE [suite ( ' ) ] ; 

PAR M . LE CAPITAINE E . B A R I S I E N . 

IV 

Rayon de courbure de la première podaire. — On 
trouve sans difficulté, en faisant m = i dans la for-
mule (11) et tenant compte des valeurs de /*, 

«3^3 

a* sin2 0 -h b2 cos20 [ > 2 ( 2 £ 2 — a 2 ) sin26 -4- ¿>2(2a2 — ¿> 2)cos 28] 

L'examen du dénominateur montre que R4 ne peut 
devenir infini que si 

a > b \fi , 

auquel cas la podaire a des points d'inflexion. Dans ce 
cas, il est inutile de chercher la longueur de la déve-
loppée de la première podaire, puisqu'elle a des branches 
infinies. Mais, lorsque 

a <C b 2, 

on a pour la longueur Ŝ  de la développée de la pre-
mière podaire 

e _ 4 [b*(*a* - b*) - - «»)] 

Rayon de courbure de la ml€me podaire. — On a 
de même 

1m — 3 
D 7 ( a 2 sin20 -h ¿>2 cos 2 6) 2 
R m=ab ^ 

(a'+ sin2Ô -h bk cos 2 6) 2 

[" a 4 sin20 bk cos29 -4- m c 2 ( 6 2 cos2Q — a 2 sin2 6) "I 
X [ a * sin26 h- b* cos26 -4- ( m + 1 ) c2 (è2 cos* Ô — a 2 sin2 0) J ' 

(') Voir même Tome, p. 137, 
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Et si 

a > c \J m -r- i , 

la développée de la //¿iome podaire est une courbe fermée 
(l'aire Sm 

c _ /r r> 4(g — ab(a2-h ab -f- ¿>2)] 

Pour = o, on retrouve bien la longueur de la déve-
loppée de la courbe 

4 («3— /?3) S 0 

Aire de la première anti-podaire de Vellipse. — La 
formule ( i 3 ) donne 

_ a2/;2 (a 4 s i n 2 0 ¿ > 4 cos20) 
¿0 " 2 ( a - s i n2 0 -h //2 c o s2 0 ;3 

a-h2 c'2 ( cos2 0 — a- si n - 0 ) 
2 ( a 2 sin20 -+- cos2O)3 " 

Donc 
7T 

- . o/2 sin'O -+- b'*co^0)d<) 
ÀCl~ J0 (a*s in«0- t -6*cos 2 0)3 

Jo 

2 (¿>2 cos20 — a 2 sin20 )^0 
( a 2 sin20 H-¿>2 cos2G/3 

Ces intégrations s'effectuent facilement, comme dans 
le cas des podaires, et l'on trouve 

U_!= izab — • 
8 ab 

Donc 

L'aire de la première anti-podaire du centre de 
Vellipse est égale à l'aire de l'ellipse diminuée du 
fiers de Faire de la développée de l'ellipse. 
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Aire de la mième anti-podaire de l'ellipse. — Ou 

obtient par la formule ( i 4 ) 

J
r2 (a 
f TK-o ( a 2 i o 

7T 

4 sin20 -4- b'* cos20)w  

sin26 -+- ¿>2cos20)2//M-i ' 

, ,, C* (a'+ sin26 cos20)™-i 
/ (a1 sin2 6 ¿>2 cos2e)2'«+i 

Hayon de courbure de la première anti-podaire. — 
On a par la formule (i 5) 

R_] = "'' 

(a2 sin26 -f- b2 cos20 )2 

X [ a 2 ( m 2 - b2) sin20 h- b2{xb2— a2) cos26]. 

n'est jamais infini, quel que soit le rapport de a 
à b. 

La développée de la première anti-podaire est doue 
toujours une courbe fermée qui a pour longueur 

S_, = LTR- j l ^ î = ~4n[bHïa2— b*)—a*(-ib* —a*)]. 
ô = o a2»2 1 

Rayon de courbure de la mlème anti-podaire.— On 
a de même 

m 3 
__ ah (a '* si l l2f) -u bk C0S26)_2~~* 
— " 2 m + 

(a2 sin2 G -î- b2 cos26) 2 

a4 sin2Ô -f- cos2Q — mc2(b2 cos26 — a2 sin28) X 
si 

ak sin2 Ï26cos26 —(m — i)c2( 62 cos28 — a2 sin26) 

Si donc 
b >> c y/ m — i, 

la développée de la mieme anti-podaire n'aura pas de 
branches infinies et sa longueur S__m sera 

- ab(a--h ab b2)] 

( a2 — me2 )( b2 -f- me2 ) 

Ann. de Mathémat3e série, t. XIV. (Mai 1895.) i5 
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Aire de la p oda ire de la développée de /'ellipse. — 

La formule (17) donne 

W t = 9.a4ò4c4 

TZ 
*2 sin20 cos20 

J^ ( a2 sin2 6 -t- è2 cos2 Ô ) ( a4 sin2 0-4- 64 cos2 Ô )2 

La comparaison des aires et W 4 donne lieu à la rela-
tion suivante : 

U i - W , = r.ab, 

c'est-à-dire que la différence des aires de la première 
podaire de l'ellipse et de la podaire de la développée 
de l'ellipse est égaie à l'aire de l'ellipse. 

A ire de la podaire de la développée de la (ni — iyème 
podaire.—On trouve par application de la formule (18) 

fm — %makb'*clt I ' sin20 cos26( a2 sin26 h- 62 cos20)2'»~3 ¿0 
(a4 sin20 H- b'+ cos20 * 

TZ 
«,/, » C 2 fin26 cos28(a2 sin2 G ¿>2 cos20)2m~3 dSS 

(a4 sin20 -+- bk cos29)/w 

En posant tangQ = zt, on effectuerait ces intégrales 
comme pour les aires des podaires et anti-podaires, en 
les ramenant aux intégrales connues de la forme 

du 
(¿4 />*)/' 

Aire de la podaire de la développée de la mième an-
ti-podaire de l'ellipse. — La formule (19) donne 

_ 2 m 1 i sin20 cos2 G (a4 sin28 -f- ¿>4 cos2B)^~1 
m *—• 2 Tt\ CL v O ' 1 r 

J0 (a2 sin20 -f- 62 cos2e)2»'+i 
TZ 

, , f 2 sin20cos26(a4sin2e-hè2cos2ô)^-Jc?9 -- 2 (m— 1 ìa4ò4c4 / , „ . QA = -A (a2 sin20 -+- b2 cos9B)im+i 
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Eu particulier, pour /// = i, 011 a 

ZE 
W_f = a a W f s i n 2 6 c Q s 2 ° ^ ( a 2 sin2 6 cos2 6)3 8a6 

En comparant etW_ l y 011 a la relation 

U-t-f-W . , = ^ 6 . 

Donc Vaire de la première anti-podaire de Vellipse 
augmentée de Vaire de la podaire de la développée 
de cette anti-podaire est égale à l'aire de Vellipse. 

Nous avons donc aussi pour l'ellipse 

U, — \V1== U_i-+- W_ t. 

De quelques autres propriétés des podaires de 
l'ellipse. — Voici d'autres propriétés sur les podaires 
d'ellipse qui sont faciles à démontrer et qu'il suffit de 
signaler : 

i° L'aire de la podaire d'un point (a, ¡3) du plan d'une 
ellipse est 

A = 6»)h- P2); 

2° L'aire du lieu des projections du point (a, ¡3) sur 
les normales à l'ellipse a pour expression 

A '= ^ (a — 6)*-+-

3° Comme conséquence des deux premières proposi-
tions, on a 

2 A' — A = - ( a- -f- b2 — 4 ab ) = const., 
2 

quel que soit le point (a, ¡3); 
4° La somme des aires des podaires des quatre som-

mets d'une ellipse est égale à six fois l'aire de la podaire 
du centre. 



I I . — A P P L I C A T I O N A L A P A R A B O L E ET A SES P O D A I I I E S 

I )U S O M M E T . 

Il est facile de démontrer que l'équation de la para-
bole étant 

eelle de sa première podaire du sommet est 

9 _ 2.X3 

y ~~ 2 X 4- p ' 

C'est l'équation d'une cissoide de Dioelès ayant pour 
asymptote la directrice de la parabole. Cette cissoide est 
en même temps la transformée par rayons vecteurs réci-
proques de la parabole. 

Si l'on prend le sommet de la parabole pour pôle et 
pour axe polaire l'axe de la parabole, cette parabole a 
pour équation oos 0 

L'aire de la cissoide comprise entre la courbe et son 

asymptote est finie et a pour expression — -

La seconde podaire du sommet de la parabole ou pre-
mière podaire de la cissoide est une courbe fermée ayant 
pour aire 

On trouve aussi pour la troisième podaire delà parabole 
ou deuxième de la cissoïde 
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Ces aires deviennent de plus en plus petites et tendent 
à se rapprocher de zéro. 

Première cinti-podaire de la parabole.— Cherchons 
directement l'équation de cette anti-podaire qui est une 
courbe à branches infinies et dont l'aire ne présente au-
cun intérêt. 

M étant un point de la parabole et O son sommet, il 
suffit de chercher l'enveloppe de la droite perpendicu-
laire en M à MO pour avoir l'équation de l'anti-podaire. 

Si y est l'ordonnée du point M, l'équation de la per-
pendiculaire en M à MO est 

Cette équation ordonnée par rapport à y peut s'écrire 

JK3-!- 2/>(2/> - X)y — 4^2Y o. 

Si nous exprimons que cette équation en y a une racine 
double, nous avons immédiatement pour l'équation de 
l'enveloppe 

2/7)3 
iyp 

C'est une courbe de forme analogue à la développée de 
la parabole. 

Les autres courbes anti-podaires de la parabole ou 
podaires de développées n'offrent rien d'intéressant. 

(A suivre.) 
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THÉORIE GÉNÉRALE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ET 
DU PLUS PETIT MULTIPLE COMMUN DES NOMBRES 
COMMENSURABLES H ; 

PAR M. P. B A R R I EU, 

Professeur au lycée de Périgueux. 

A P P L I C A T I O N S . P R O D U I T S . ÉLÉVAT IONS AUX PUISSANCES. 

T R A N S F O R M A T I O N S . 

Produits. — Pour simplifier le langage, au lieu de 
dire que D(a, c, . . . ) est le plus grand commun divi-
seur des nombres rz, è, c, nous dirons qu'il est le plus 
grand commun diviseur de l'expression c, . . . ) . De 
même, pour le plus petit commun multiple. 

Nous appellerons produit de deux expressions 

(a, 6, c, . . .) x («', b\ c\ . . . ) , 

le résultat obtenu en effectuant la multiplication comme 
si les virgules étaient des signes -h, mais sans effectuer 
la réduction des termes semblables. Ainsi 

(a, b) X ( c , d) — (ac, bc, ad, bd). 

(a,b) x ( a , b ) = (a*, ab, ab, ¿>2). 

Dans ees conditions, nous aurons le théorème sui-
vant : 

Le produit des plus grands communs diviseurs (ou 
des plus petits communs multiples) de deux expressions 
est égal au plus grand commun diviseur (ou au plus 
petit commun multiple) du produit de ces deux ex-
pressions. 

(') Voir même tome. p. (p. 
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En effet, on a successivement 

D ( # , b, c ) D(a ' , 6') = D f a D ( a ' , 6'), 6 D ( a ' , 6'), c D(a ' , 6')] 
= D [ D { a a \ bb'), D(ba\ bb'),to(ca, cb')] 
= D ( a a ' , ¿>6', 6a', bb'> ca\ cb') 
= D[(a,6,c)(a', 6')]. 

c. Q. F. n. 
On aurait de même 

ni (a, c) m (a', b' ) = c) (a, b' )\. 

Le théorème, démontré pour deux facteurs, s'étend, 
par le précédé ordinaire, à un nombre quelconque de 
facteurs. 

Elévation aux puissances. — Nous désignerons par 

I)"(a, b, c, ...), m'1 (a, b, c, ...) 

les nwmcs puissances du plus grand commun diviseur et 
du plus petit commun multiple des nombres a, è, c, 

Si l'on élève plusieurs nombres à la même puissance, 
tous leurs facteurs premiers sont élevés à cette puis-
sance, donc leur plus grand commun diviseur et leur 
plus petit commun multiple sont aussi élevés à cette 
même puissance, et l'on a 

(XIII) 6, c, . . . ) = D ( a » , b», c«, . . .) , 
(XIV) m* {a, 6, c, . . . ) = m (a*, b", c", .. .). 

D'après ce théorème, on a 

D 3 ( a , b) = D ( a 3 , b*). 

Mais, d'après le théorème sur les produits, on a 

D » ( a , 6 ) = D [ ( a , ô ) » ] = D ( a 3 , a 6 2 , ¿>3). 
On a donc 

D ( a 3 , ¿>3) = D ( a 3 , a 2 6 , a6», ¿>3). 
Ce qui montre que, dans le développement de ¿»)3. 
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les termes a2bet ab2 peuvent être négligés en présence 
des termes è3. 

D'une façon générale, dans le développement de 
(a, b)n tous les autres termes peuvent être négligés en 
présence de a11, bn qui doivent seuls rester. 

On peut se rendre compte de ce fait par la considéra-
tion des facteurs premiers, en observant que le déve-
loppement de (a, è, c, . . .)'* est une fonction entière et 
homogène du degré n. 

Transformations. — Nous allons donner un exemple 
des transformations que l'on peut opérer à l'aide du 
théorème III. 

Exemple : Transformer le produit 

D(a, b) DU, c)D(6, c). 

En désignant ce produit par P2, on a successivement 

P 2 = D(a, b) D(a, c) D(6, c) 
— D(a26, ab2. abc, b*c, a*c, abc, ac2, ¿>c2) 
— D(a26, ab2, a6c, 62c, a2c, abc, ac2, 6c2, a6c) 
= D[ D(a26, a62, a&c), D(a2c, ac2, a6c), D(62c, 6c2,a6c)] 
= D [ab D(a, c), ac D(a, c), 6cD(a, b, c)] 
= D(a, 6, c) D(a6, ac, ¿c). 

Mais le corollaire III du théorème II donne 

/n(a, b, c) D(ab, ac, ¿>c) = a&c. 

On a donc 
p a^cD(a, ¿>, c) 

2 m (a, ¿>, c) 

Do cette formule, on tire 

abc D(a, b, c) ?n(a, c) : L)(a, D(a, c) D(6, c; 

formule qui répond à un cas particulier d'un théorème 
plus général que nous allons démontrer tout à l'heure. 



( 2-7 ) 
Les propriétés du plus petit commun multiple étant 

les mêmes que celles du plus grand commun diviseur, 
les égalités précédentes subsisteront si Ton y permute 
les signes D et m. On a donc 

rw , , abc m (a, b, c ) D { a , 6, c ) = — — -f —— m( a, b ) m ( a, c ) m ( c ) 

Cet exemple suffira ici ; nous donnerons à la fin de 
cette étude quelques exercices que le lecteur pourra ré-
soudre. 

IL 

Définitions et notations nouvelles. — i ° Nous appelle-
rons produit alterné de n facteurs un produit de la 
forme 

Ai x kl1 x Aj X Â ^ X . . . x A'"1 1""'. 
2° Suivant l'usage adopté, nous désignerons par P r le 

produit des plus grands communs diviseurs des groupes 
formés en combinant r à r les n nombres donnés a, 
c, . . ., I. D'après cette notation, on a 

P2=D(a,b)D(a,c).. . D ( Â , / ) . 

P 3 = D (a, b, c) D (a, b, d)...D(h, k, /), 

et ainsi de suite jusqu'à P — D (a, c, . . . /). 
Il y aurait pour P4 une exception que nous lèverons 

en convenant de dire que le plus grand commun diviseur 
d'un nombre est ce nombre lui-même, de telle sorte que 
l'on aura : D ( a ) = a. Il y a là une extension de sens 
analogue à celle que l'on a introduite quand on a dit 
que la première puissance d'un nombre est ce nombre 
lui-même. 

Avec cette convention, on aura 

P 1 = = D ( a ) D ( 6 ) D ( c ) . . . D ( 0 = abc.. A = P. 
Étendant les mêmes conventions au plus petit commun 
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multiple, nous désignerons par le produit des plus 
petits communs multiples des groupes formés en com-
binant /' à r les nombres donnés. 

3° Nous conviendrons de désigner par les notations 

D(TI,.), m (Tir) 

le plus grand commun diviseur et le plus petit commun 
multiple des divers produits que l'on obtient en com-
binant r à r les n nombres donnés. 

D'après cette notation, on a 

D(TT2 ) = T)(ab, ac, . . k l ) , 

D(7T3 ) = D { a b c , abd, . . hkl), 

et ainsi de suite. 
De même pour le plus petit commun multiple. 

THÉOBÈME I V . — Etant, donnés n nombres entiers 
ou fractionnaires a, b, c, . . ., /, on a 

( X V ) m(a,b,c, P3 p - i . .. P (-1, , l+\ 

(xvi ) D (A, b, c, . . . , o = p; p;-* p; p'R1. ..p;-,,MHt. 

I° Proposons-nous de démontrer la formule (XV ) , 
dans laquelle le second membre est le produit alterné 
des plus grands communs diviseurs des groupes formés 
en combinant successivement i à i , 2 à 2, . . ., n à 
les nombres donnés. 

Considérons un facteur premier quelconque p arbi-
trairement clioisi, et désignons par 

a2, a3f <ii, . an 

les nombres donnés disposés dans un ordre tel que les 
exposants 

' « n a2, a3. a/, x M a„ , 
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dont le facteur p est affecté dans ces nombres, se trou-
vent rangés par ordre de grandeur croissante. 

Cela fait, cherchons d'abord l'exposant ei dont le 
facteur p est affecté dans le produit alterné des plus 
grands communs diviseurs des groupes qui commencent 
par ai. 

Pour cela, remarquons que les plus grands communs 
diviseurs des groupes qui commencent par a/ renferment 
tous le facteur premier p avec Vexposant minimum a*-, 
de telle sorte que la question se trouve ramenée à 
chercher combien il y a de groupes commençant par a, 
dans chacun des facteurs P { , P2, P3, . . P ^ . 

Or, dans P r où tous les groupes sont composés de r 
termes, le nombre des groupes commençant par ai est 
évidemment égal au nombre des combinaisons que l'on 
peut former en prenant r — 1 à r — 1 les n — i nombres 
qui suivent a/, c'est-à-dire égal à . 

Ainsi donc, le nombre des groupes qui commencent 
par ai est 

I 

C î - , 

dans 
» 

p., 

p2, 
p„ 

Cn-i ^n-i 
O 

» 
» p» - . 

p » - , 

O p ». 

L'exposant de p dans le produit alterné des plus 
grands communs diviseurs des groupes qui commencent 
par ai est donc : 

(I) ^ - Œ/(i - ou-*- c - c%_é . . ± c»i } ) . 

Mais, pour avoir l'exposant e du facteur p dans le pro-
duit alterné P, P24 Ps . .. P ^ 1 , il suffît de faire la 
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somme des valeurs que prend <?/ quand on attribue suc-
cessivement a i les valeurs i, 2, 3, on a donc 

/ = « 

(1) e^^ei. 
i = 1 

Or, dans l'égalité (1), le coefficient de a,- est la somme 
alternée des coefficients du binôme et Ton sait que cette 
somme est toujours nulle. 

Le coefficient de a/ dans l'égalité (1) est donc nul 
quand on attribue à i les valeurs 1, 2, 3, . . . ,/z— 1, 
tandis que ce coefficient prend la valeur 1 pour i = n. 
On a donc 

1 — n 
d — o a t - f oa 24-oa ; } -f-. . . — oy.n-\ 1 a„ 

/ = 1 
= a„. 

Donc 
e = 

Le facteur p entre donc dans le produit alterné 
P2* P3P74. - . avec l'exposant c/Ln ; mais ct.n est 

précisément l'exposant maximum de ¿?dans les nombres 
donnés; c'est donc aussi l'exposant avec lequel p entre 
dans m (a, h. c, . . . ,/ ) , et l'on a 

m(a,ù,c, ...,/) = P ^ P ; ^ 1 . . ^ 1 " " ' c. q. F. i). 

20 La démonstration de la formule ( X V I ) se ferait 
absolument de la même manic^re, en disposant les nom-
bres dans un ordre tel que les exposants de p aillent en 
décroissant, et en substituant l'exposant maximum à 
l'exposant minimum. 

On peut d'ailleurs déduire la formule ( X V I ) de la 
formule ( X V ) au moyen des formules de corrélation. 

E11 efïçt, appliquons la formule ( X V ) aux nombres 



( ) 
y 7 • Nous aurons b c l 

Mais 

m(â9 b' / ) = D(a, . . . ,/) ' 

D'autre part, P r est un produit de facteurs de Ja forme 

D ( 1 , ' ! . . . . ) . \ <7 6 C / 

D ( 1 1 ' 
Ka b c / m(a, b, c, . . .) 

On a donc 
P — -L — P ' - 1 *> — P/ — r » J r 

et la formule ( i ) devient 

1 p'-i P' p'-i p' p'(—i)" 
D(a,b,c, ...,/) ~ 2 3 ' 

d'où 

D(A, c, ..., Z) = P't p;-1 P'3 p;-1...P'ir1,w+1 c. Q. F. D. 

Remarque. — Le théorème IV était déjà connu pour 
les nombres entiers; nous l'avons étendu aux nombres 
fractionnaires et nous en avons donné une démonstration 
nouvelle. L'introduction des produits alternés nous a 
permis d'en préciser l'énoncé. Ce théorème n'est d'ail-
leurs qu'un corollaire d'un théorème plus général qui 
n'avait pas encore été formulé et par lequel nous allons 
terminer cette étude. 

T H É O R È M E V . — Etant donnés n nombres, entiers ou 
fractionnaires, a, b, c, ...,/; si Von désigne par o>4, 
(JL>2, O)3, ... les nombres figurés successifs de l'ordre 

Ann.de Mathe'mat., 3 esérie, t. XIV. (Juin 1895.) 16 
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r — i, on a 

XVII) D « . ( i u / t _ r ; D ^ n n - r - i ) D « * - ^ , ) , 
(XVIII) p ; + 1 = m ^ ( T . n - r ) W » . ( i r „ - r _ i ) m ^ ( T Z n - r - 2 ) . . . m^n-r(Tn). 

i° Établissons d'abord la formule (XVI I ) , et, pour 
plus de précision, supposons 7* = 3. On verra bien 
d'ailleurs que le raisonnement est tout à fait général et 
s'applique à une valeur quelconque de r. 

La formule à démontrer devient alors 

et to4, (o2, o>3, . . . représentent les nombres figurés suc-
cessifs du deuxième ordre. 

Cela posé, considérons un facteur premier quel-
conque p et désignons par 

«1, «2, «3) CLn 

les nombres donnés disposés dans un ordre tel que les 
exposants 

al> a3> a/i> 

dont le facteur p est affecté dans ces nombres, soient 
rangés par ordre de grandeur décroissante, c'est-à-dire 
que l'on ait 

(1) ai= = ...~ 

Le facteur p entrera dans le produit 

D » « ( « » - « ) D W 3 ( 7 R W _ 5 ) D » 4 ( 7 R B _ 6 ) . . . D ^ - ^ T T O 

avec un exposant de la forme 

e — sxa.i -+- s 2 a 2 - f - £3*3-+- • • • + 5/a/-h. . .H-
et dans le produit P4 avec un exposant de la forme 

e' = i j a j - H Î 2 «2 -f- Î3«3-+-- • .-4- - .4- ¿ «a « , 

et tout revient à démontrer que e = e1. 
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Pour cela il suffit de démontrer d'une façon générale 

que Si = ti. 
Occupons-nous d'abord de e. On voit immédiatement 

que l'exposant de p dans le plus grand commun divi-
seur D(T:*) des produits obtenus en combinant les nom-
bres k à A n'est autre que l'exposant de p dans le produit 
fourni par la dernière combinaison, puisque, en vertu 
de l'inégalité ( i ) , ce produit est celui où la somme des 
exposants de p est la plus faible. 

L'exposant de p sera donc : 
Dans 

D(îU„_I) . . . « ¡ + 2 3 + ^ + 2 5 + 3 6 + . . . + a,,, 
D(7T^_2) . . . a3 + a t + a 3 + a3 + . .. + aw, 

Dans 

D ( TT„_3) . . . a 4 + a s + a 6 - * - . . . + 0Ln, 
D(tt«_4) . . . a 5 + a6 + . . . + %n, 

D(TT„_ 5) . . . a 6 + . . . -t- a n , 

D ( l t ! ) . . . 
Il résulte de ce Tableau que les exposants a2, a3 

n'entreront pas dans le produit 

D « . ( 7 ^ - 3 ) D^(7T«_ 6 ) . . . D ^ ( ï ï t ) . 
L'exposant a4 y entrera avec le coeflicient qui est 
l'exposant de D dans Dwi(7rw_3) : 

L'exposant ot5 y entrera avec le coefficient w i + w 2 , 
)) a6 » » WJ+C02+W3, 
» a 7 » » + co2+o)3+to4. 

D'une façon générale, l'exposant a/ y entrera avec un 
coefficient égal à la somme des (1 — 3) premiers nombres 
figurés du deuxième ordre ; ou, ce qui revient au même, 
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avec un exposant égal au ( i — 3)ième nombre figuré du 
troisième ordre. 

Mais on sait que le iième nombre figuré de l'ordre n 
est C ^ ^ . En remplaçant dans cette formule i par i— 3 
et n par 3, on voit que le (i — 3)i,mfi nombre figuré du 
troisième ordre est 

p 3 — r 3 
^3+1-3-1 — W-t • 

Le coefficient de a ; dans e est donc 

(i) Si^Cl,. 

Passons maintenant à l'exposant e' avec lequel le fac-
teur premier jy entre dans P4, c'est-à-dire dans le pro-
duit des plus grands communs diviseurs des groupes obte-
tenus en combinant quatre à quatre les n nombres 
donnés. 

Pour cela, remarquons que les plus grands communs 
diviseurs des groupes qui se terminent par ai renfer-
ment tous Je facteur p avec l'exposant a; qui est l'expo-
sant minimum de p dans les nombres de chacun de ces 
groupes; tandis que les plus grands communs diviseurs 
des groupes qui ne se terminent pas par ai contien-
nent p avec un exposant minimum qui est dilièrent 
de a/. 

Le nombre des facteurs du produit PA dans lesquels 
le facteur premier p entrera avec V exposant ot/ est donc 
égal au nombre des groupes de quatre termes qui se 
terminent par at-. Or ce nombre est évidemment égal au 
nombre des combinaisons que l'on peut former en pre-
nant trois à trois les (i — i ) uombres qui précèdent ¿z/. 

Le facteur p entrera donc avec 1 exposant a/ dans 
facteurs de P4 . 

Le coefficient de a/ dans e' est donc 
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Mais nous avons déjà trouvé 

(2) Si = 0 1 , . 

Donc on a 
si — til 

et le théorème est démontré. 

On démontrerait de la même manière la formule 

(XV I I I ) . On peut, d'ailleurs, la déduire de la formule 

( X V I I ) , au moyen des formules de corrélation, en appli-

quant la formule ( X V I I ) aux inverses i? 

et en remarquant que le plus grand commun diviseur 
des inverses de n nombres est égal à l'inverse du plus 
plus petit multiple commun de ces nombres. 

COROLLAIRE. — En attribuant successivement à v les 
valeurs i , 2, 3, . . n — i, la formule ( X V I I ) donne 

P t = D ( K a - l ) D ( T z n - t ) D ( i r „ - 3 ) D ( I R D ( i t „ _ 5 ) . 

P 3 = D(7R„_2 ) D* (7RW-3 ) D3 (TT,,_4 ) D4 ( 7R/F_S ) . 

P4 - D(7Tn_3) 03(71^) 
P 8 = D ( 7 C ^ ) I > 4 ( ^ - 6 ) . 

P E = D (^/«-S). 

P „ = D(7U!), 

d'où, en faisant, membre à membre, le produit alterné 

( I ) P2 P?1 PI PI1 . . . P ! r l r - D( T T ) . 

Mais on sait que 

I p 
m(a,b, c, ..., ¿) = 

\a 6 c l J 

PT 
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On a donc 

m(aAc,... ,/) =PiPï* P3P41 • • .PSrf,"+l, 

et l'on retrouve ainsi la formule du théorème IV. 

N O T E SUR LES C O D I V I S E U R S ET LES C O M U L T I P L E S 

DES NOMBRES I R R A T I O N N E L S . 

Étant donnés n nombres irrationnels, ou n nombres 
dont quelques-uns sont irrationnels, nous supposerons 
toujours que tous ces nombres ont été réduits au même 
indice. 

Décomposition d'un nombre irrationnel en facteurs 
premiers. — Tout nombre réel irrationnel est un pro-
duit de iacteurs premiers affectés d'exposants entiers 
ou fractionnaires, positifs ou négatifs. Ainsi 

2 1 
y/3 Go ~ v/23 x 3'2 x j = 2 x 33 x , 

Multiples. — En conservant le sens attribué au mot 
multiple pour les nombres commensurables, nous dirons 
qu'un nombre irrationnel est multiple d'un autre quand 
il est égal au produit de cet autre par un nombre entier. 

m . 

3 

3 

L E M M K . — P o u r quun nombre irrationnel ^h. soit 

divisible par un nombre irrationnel y^B, il faut et il 
suffit que chaque facteur premier entre dans A avec un 
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exposant supérieur ou égal à celui qiiil a dans B, et 
que la différence de ces exposants soit un multiple de 
l'indice q. 

En effet, soit p un facteur premier quelconque, et 
soient a et p les exposants entiers, positifs, négatifs ou 
nuls avec lesquels ce facteur entre dans les nombres 
positifs commensurables A et B. Le facteur p entrera 

dans le quotient avec l'exposant Donc, 

pour que ce quotient soit un nombre entier, il faut et il 
a g 

suffit que l'exposant — s o i t un nombre entier, positif 

ou nul, ou, en d'autres termes, que a soit supérieur ou 
égal à et que la différence a— ¡3 soit un multiple de q. 

c . Q. F. D. 

Corollaire. — Condition pour que n nombres irra-
tionnels 

Va, VÏ, y~c, yi 

aient un codiviseur ou un comultiple. 
Soit p un facteur premier quelconque, et soient 

ai, a2, 

les exposants entiers, positifs, négatifs ou nuls, rangés 
par ordre de grandeur croissante, dont le facteur/; est 
affecté dans les nombres positifs commensurables 

a , 6, c, I. 
Considérons maintenant un nombre irrationnel ^'X, 

et désignons par x l'exposant entier, positif, négatif ou 
nul avec lequel le facteur p entre dans le nombre positif 
commensurable X. 

Pour que J/X soit un codiviseur des nombres irra-
tionnels donnés, il faut et il suffit, d'après le lemme, 
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1° x S ai, 

2 0 x ~ a i = a 2 ^= • a / i (modgr). 

La dernière condition exige que les exposants, avec 
lesquels un facteur premier quelconque /centre dans les 
nombres placés sous le signe y/ , soient congrus entre 
eux, par rapport à l'indice, ce qui n'arrivera que dans 
des cas tout à fait exceptionnels. 

On peut donc dire que, généralement, n nombres 
irrationnels n'ont pas de eodiviseur. On verrait de même 
que généralement, ils n'ont pas de comultiple. 

Toutefois, lorsque la condition de congruence est 
remplie par les exposants de chacun des facteurs pre-
miers qui entrent dans la composition des nombres 
placés sous le signe \j , les conditions pour que ^/X 
soit un eodiviseur des nombres 

y a, qy/b, <lsjc, .... y//, 

se réduisent aux suivantes 

1° x^x,, 
2 0 x == a! ( m o d ^ ) . 

Ces conditions étant satisfaites, le eodiviseur aura 
sa valeur maxima lorsque x sera égal à c'est-à-dire 

quand on aura - — — • 
q q 

Il résulte de là que, lorsque les exposants satisferont 
à la condition de congruence, on formera le plus grand 
commun diviseur de n nombres irrationnels en formant 
le produit de tous les facteurs premiers qui entrent 
dans ces nombres et en affectant chacun de ces facteurs 
de son plus faible exposant. 
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Dans le même cas, on formera le plus petit commun 

multiple en faisant Le produit de tous ¿es facteurs pre-
miers et en affectant chacun d'eux de son plus fort 
exposant. 

Ainsi donc, dans ce cas, la loi de formation du plus 
grand commun diviseur et du plus petit commun mul-
tiple est la même pour les nombres irrationnels et pour 
les nombres commensurables, d'où il résulte que les pro-
priétés sont aussi les mêmes. Mais, avant d'appliquer 
ces propriétés aux nombres irrationnels, il faudra 
toujours s'assurer que les exposants, dont chaque 

facteur premier est affecté dans les nombres placés 
sous le signe sj , sont congrus entre eux par rapport 
à l'indice. 

On peut lever cette restriction en élargissant le sens 
donné au mot multiple. 

Au lieu de dire qu'un nombre est multiple d'un autre 
quand il est égal au produit de cet auire par un nombre 
entier, il suffirait de dire qu'un nombre est multiple 
d'un autre quand il est égal à cet autre multiplié par 
un produit de facteurs premiers affectés d'exposants po-
sitifs. 

Cette nouvelle définition est acceptable, car, appliquée 
aux nombres commensurables, elle conduit à l'ancienne 
qu'elle renferme ainsi comme cas particulier. 

En effet, si un nombre commensurable A est égal à 
un nombre commensurable B multiplié par un produit C 
composé de facteurs premiers affectés d'exposants po-
sitifs, ces exposants sont nécessairement entiers, car 
chacun d'eux est égal à la différence des deux exposants 
entiers avec lesquels un même facteur premier entre 
dans les nombres commensurables A et B. Le produit C 
est donc un nombre entier. c. Q. F. n. 
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Si l'on accepte cette nouvelle définition du mot mul-

tiple, on voit, en se reportant à la démonstration du 
lemme, que, pour que s/h. soit divisible par (/B, il faut 

A Q 
et il suffit que l'exposant soit positif ou nul, ou, 

a , . -, 
ce qui revient au meme, que — soit supérieur ou égal 

q q -

Donc, avec la nouvelle définition, pour que y/A soit 

divisible par 

yB, il faut et il suffit que chaque facteur 

premier entre dans \jA avec un exposant supérieur ou 

égal à celui qu'il a dans y/B. 
La condition de la divisibilité d'un nombre par un 

autre est alors la même pour les nombres commensu-
rables et pour les nombres irrationnels, et l'on a le 
lemme général : 

L E M M E . — Pour qu!un nombre, commensurable ou 
irrationnel, soit divisible par un autre nombre, commen-
surable ou irrationnel, il faut et il suffit que chaque 
f acteur premier entre dans le premier nombre avec un 
exposant supérieur ou égal à celui qu'il a dans le 
second. 

Le lemme étant ainsi généralisé, toutes les propriétés 
qui en découlent le sont aussi du même coup et s'ap-
pliquent aussi bien aux nombres irrationnels qu'aux 
nombres commensurables. Il faut en excepter toutefois 
celles qui exigent que les quotients obtenus en divisant 
des nombres par leur plus grand commun diviseur (ou 
un plus petit commun multiple par les nombres) soient 
des nombres entiers. Tel est le cas du deuxième co-
rollaire du théorème II. 

On "remarquera que la loi de formation déduite du 
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lemme, donne pour les nombres irrationnels 

v(Vâ, yi,..., ri) = 
m(yâ,Vb, ..., - y~m(a, b, ..., /}. 

EXERCICES. 
Dans tous ces exercices, les lettres a , c, . . . , / représen-

tent des nombres quelconques entiers ou fractionnaires. Quel-
ques-unes des identités proposées deviendraient immédiate-
ment évidentes si les nombres étaient entiers. 

Exercice I. — Dans les formules du théorème II, on peut 
permuter deux lettres de même indice, A 2 et B 2 par exemple, 
et écrire 

D ( A „ B S , A 3 , An).m(Bu A 2 , B 3 , . . . , B „ ) = C. 
Exercice II. — S i l ' o n a 

Ai Bj = A 2 B 2 = . . . — AnBn, 
on a 

D(AT, A 2 , A ^ B ^ B , , . . . , B „ ) 
X m{Aj, A 2 , . . A W , Bu B 2 , . . B „ ) 

= D ( A i , A 2 , . . . , A„).m(BuB2y . . . ; B „ ) . 
Exercice III. — S i l ' o n a 

a _ b _ c _ _ l 
a! b' c' ' " V 

on a 
D(a, b, c', .. I) m(a, b, c, . .., / ) _ a _ b __ 

b\ c', .. ., /') m(a', b', c', .. ., ï ) a' b' 

Exercice IV. — Si les nombres a , c, d forment une pro-
portion, les nombres D ( a , b), m(a, b), D (c, d), m(c,d)) for-
ment aussi une proportion. 

Exercice V. — Si les nombres a , c, . . . , I sont en pro-
gression géométrique, on a 

D ( a , b. <?, . . . , l ) . m ( a , c, . , . , / ) = a / . 
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Exercice VI. — O n a 

D ( i , a , a2) = D 2 ( i , a). 

En généralisant, on a 
D ( i , a, a 2 , . . a n ) = D « ( i , a ) ; 

on a de même 
m{i, a, a 2 , . . . , an) = mn(i, a). 

Exercice VII. — Si les trois côtés et les trois hauteurs d'un 
triangle ont une commune mesure, on a 

S = - D ( a , b, c).m{h, h', h"). 

Exercice VIII. — O n a 

T)(a, ¿>) 
» ( • • M ) - m(a, 6) 

a & \ m(a, b) 
' 6 a/ D(a, ¿>) 

Exercice IX. — O n a 

D ( a , 6 , c ) ^ T D C a , ô ) D ( a , c ) D ( 6 , c)~ _ D f D K ^ [ b) ' /?i(a, c ) c ) j 
m(a,b,c) Ym(a,b) m(a, c) __ ni{b, c)~1 
m{a, b, c) 
m(a, b, c) _ 
~D(a, b, c) = [ ~D(a, 6 ) ' D ( a , c ) " D ( 6 

Exercice X. — En transformant 
Y){abc, abd, acé/, 

on obtient 
D {abc, abd, acrf, = D ( a , 6 ) . D ( c , d).D[m{a, b),m(c, d)]. 

En continuant les transformations, on arrive à la formule 
connue 

abcd 
m {a, b, c, d) = D {abc, abd, acd, bcd) 
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SIR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE [fin ( ' ) ] ; 

PAR M . LE CAPITAINE E . B A R I S I E N . 

I I I . — A P P L I C A T I O N AU CERCLE ET A SES PODAIRES PAR 

RAPPORT A t ' N P O I N T DE L A CIRCONFÉRENCE DU CERCLE. 

En prenant pour pôle le point de la circonférence et 
pour axe polaire le diamètre passant par le point, l'équa-
tion du cercle est 

r — a cosO. 

a désignant le diamètre du cercle. 
Nous avons donc 

r' = — a sinO, r" = — «cosô, 
r'2 — aî ? r'2 __ rr" —a2, r2 H- 2 r'~ — rr" — ici2. 

Aire de la mième podaire. — On trouve 

Î^JH = —-- ( 7)1 —K i) cos2rn~*~2 0. 
aO i 

Donc 

U „ = « . ( « + , ) R T C O S 2 M + 2 ( W 0 . 

«A 
Or, on sait que 

"K 
r 2 a o A 7A I . 3 . 5 . . . ( 2 W + i ) 7T 
/ COS2'"+2Ô ci0 = ) 

J 2*. 4. b . . . ( 2 m -+- 2) 2 

Par suite 
_ T. a2 i .3 .5 .. . (2m -f-1 )  

V m ~ 2 . 4 . 6 . . . 2 m ' 

( ' ) Voir même Tome, p. 207. 
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ou encore 

Donc 

(Cercle) U 0 = 
4 

3tta2 (Limaçon de Pascal) Uj = 
TT I5tt«2 

° 2 = 3~2~~ ' 
TT 35tt a2 

= TT, 9 
64 

3i5na2 : 3 bii 

Si Ton veut avoir l'équation de la mlème podaire, il 
suffit d'éliminer 0 entre les deux équations 

0/w = (m-f-i)O, 
rm — a c o s w + 1 6 , 

ce qui donne 

r m — a cos w-t-l 
V M: -4- I / 

Rayon de courbure de la mlème podaire 

^ a ( /w. -I- i ) R / r t = cos™6. 
/W + 2 

On trouve par suite, pour la longueur de la développée 
de la /nieme podaire, 

c'est-à-dire 

(m-h i), = ? 

ia(m-h i) = 
/n + 2 
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Rectification de la mième podaire. —- On a 

^ = a(m -+-1) coswô. 

Donc 
H 

sm — ia{m-4-T) f cosm6c/0. 

Si m est pair, on aura 

. I . 3 . 5 . . . (m — I ) TC s,n = ia(m -+- Ï ) — ' 
2.4 .b ... m 1 

Si m est impair, on aura 

2 4 . 6 . . . (m — r ) sm = ia{m -+-1) — 1.0.5 ... m 

On a donc 

(Cercle) s0 — iza, 
(Limaçon de Pascal) = r \ a , 

3iza s2 — , 
2 

= 8 

1 6 a 

I5TT a 

32 a 
= a 

Anti-podaires. — Pour la première anti-podaire, 
on trouve 

6_! — O, U_! = o. 
C'est qu'en effet la première anti-podaire se réduit 

alors à l'autre extrémité P_4 du diamètre passant par O. 
La seconde anti-podaire donne 

cosò 
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Son équation est par suite 

/*-2 ; cos 0_ 
Elle représente la droite tangente à l'extrémité P_ 

du diamètre passant par O. 
Pour la troisième anti-podaire, on a 

0-3 = — 26, r _ 8 = * cos 2 0 
Son équation est donc 

a 

cos 2 - 2 

Elle représente une parabole ayant pour sommet le 
point et pour foyer le point O. On sait, en elfet, que 
le lieu des projections du foyer d'une parabole sur ses 
tangentes est la tangente au sommet. 

Les autres anti-podaires successives sont alors les 
anti-podaires du foyer de la parabole. 

Aire de la podaire de la développée de la courbe. 
— La courbe primitive étant un cercle, sa développée 
n'est autre cliose que le centre du cercle : par suite, la 
podaire de ce point est le lieu des projections du point 
sur les droites passant par le centre du cercle. Ce lieu 

est le cercle de rayon ^ dont l'aire est 

\v, = T f r . 

Aire de la podaire de la développée de la (m— iyème 

podaire. — On a 

— J H = —^ L cos 2 8 sin 2'" 0. «0 i 
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Donc 

7Z 

= a2 (m -+- i) Ç sin2 '"0 cos26 db, 
* o 

c'est-à-dire 
Yy i. 3.5 . .. ( 9 m — i ) 

m 4 . \. 0 , . . 'i m 

Par conséquent 

W — U w . 

Hayon de courbure de la podaire de la développée 
de la (;m— \yème podaire. — Nous n'avons pas donné de 
formule générale pour ce rayon de courbure parce 
qu'elle ser ait trop compliquée. Dans le cas présent, nous 
avons 

Or on a 

V jJ ni ' Y m ) f ̂  m 
En posant 

on a donc 

o'm = a c o s ' " - 1 0( cos2 0 — m sin26) 1 atOm 

= — - — C O S ' " - 1 6 (cos2ô — m sin2 6 ), m -h i 

On calculerait de même p"n. On a eniin 

AV o/̂ c 1 A i 
A,H -

3 
a cos ' " -^) (m 2 sin26 cos 2 0) 2 

m -h i /¿¿2sin20 — m cos 2 0-hcos-0( i -i-cos'-Oj 

Longueur de la développée de la podaire de la dé-
veloppée de la (m — i y è m e podaire. — On a 

0=ï 
S/i, = 2(Jl,W)ôr, ;2 : m -+-1 

Ann. de Mathemat3' série, t. XIYr. (Juin »Sg5.) 17 
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I V . — A P P L I C A T I O N A L A L E M N I S C A T E DE B E R N O U L L I 

E T A. SES POD A IRES DU C E N T R E . 

L'équation cartésienne de la lemniscate de Bernoulli 

= a 20 2 — y2) 

devient en coordonnées polaires 

/•2 — a1 cos 2 0. 

On trouve pour l aire U 0 de la courbe 

Uo = a 2 -
Aire de la mième podaire. — On trouve 

H 

J i. J.o . - - (-2 m — i) 

Donc 
U0 - a 2 , 
Ui = 2a2, 

u - î f . 

~ 48a2 
u3 = —— > 10 

_ I28a2 

L'équation de la rnieme podaire est 

r* = a2 cos2m_M ( 2 

Remarquons que l 'aire U m peut aussi s'écrire 

Si donc on compare cette aire «à l'aire analogue de 
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la 7?iième podaire du cercle (§ I I I ) , on a la propriété sui-
vante : 

Si Ton considère une lemniseate de centre O et dont 
l'un des sommets est en A , tel que OA = tf, avec le 
cercle décrit sur A O comme diamètre, le produit des 
aires des miemes podaires relatives à la lemniseate et au 
cercle a pour expression 

ira4 
—7— (2m -h 1). 4 

On en déduit l'identité assez curieuse 

21)1 -h l 

Rayon de courbure de la podaire d'ordre ni. — 
On a 

R/« = c o s 

Longueur de la développée de la podaire d'ordre m. 
— On déduit de la formule précédente 

0 4a 2m + i / m-- \ 4= — 
S,n = - — J-— ( c o s 2 2 6 ) 2 m 4 - 3 2m-h $ \ /0=0 

Pour m = o, 011 obtient la longueur S 0 de la déve-
loppée de la lemniseate 

4« 
0 ~ T~* 

Anti-pod aires. — On trouve pour l'équation de cette 
anti-podaire 

a r_, = — = = = r ; 
Y C O S 2 0 - 1 
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elle représente l 'hyperbole équilatère ayant même are 
réel eu grandeur et en direction que celui de la lem-
niscate. 

Toutes les autres anti-podaires sont par suite des 
courbes à brandies infinies et ne présentent rien d'in-
téressant. U en est de même des podaires des dévelop-
pées des anti-podaires. 

Podaire de la développée de la lemniscate. — On 
trouve pour l'équation de cette podaire 

0 o • .-> 2 CO! 2 0J, p 2 — a 2 s in 3 — - cos —— ; 
et pour son aire TÇ 

\V/W = 3a2 I sin-cp coso dv = a2. 
« o 

Podaire de la développée de la (tu — i 
yème podaire. 

— On a pour l 'aire de cette podaire 
7t \ V m ~ 2 a2 (2m •+• i) Ç s in 2 2 0 c o s 2 / , t ~ 1 2 0 dO, 

o 
2 .4 . 6 . . . ( '2 m — 2 ) 
i . 3 .5 . . . ( 2 m — il 

Donc 
Yv — >> m — 

9. ni 

Ha) on de courbure de la podaire de la développée 
de la (m—iyème podaire de la lemniscate. — S a n s 
donner l'expression de ce rayon de courbure, laquelle 
est assez compliquée, nous nous contenterons de donner 
la longueur de la développée de la podaire de la déve-
loppée de la (m — i y*me podaire 

= - I ^ W ^ o 4 = 
u t U = - 4 a 

2 m — i 
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V . — A P P L I C A T I O N A U X COURBES DE L A F A M I L L E 

rm = am cos m 9. 

On a ici i 
r — a ( cos m6) , w , 

2 
r'i = a2 (cos 

« 
— - 2 

r -2—/v. — »¿a2 ( cos/?i 9 )'" 

Donc 

c/V f/Ô ! ^ = » » + ,, 6, = ( , « + „9 

et 
m -(- 1 

/*! = rt (cosmO) . 

Podaires successives. — On déduit de là poni' 1 equa 
tion de la première podaire 

m -+-1 
/ ni 

r* = ai cos 0, V tn-hi J 
ou 

m m 
1 = am + 1 cos 1 o e  

1 m -h i 

Cette équation représente une courbe de même fa 
mille que la courbe primitive-, c'est ce qu'a démontr 
M. de Rliéville à l'article déjà cité (Nouvelles Annales 
1890, p. i43 ) . 

L'équation de la deuxième podaire sera de même 

m m 
+ 1 = a*m + l cos 02 2 'i m -4- 1 

et en général celle de la nit)mv podaire 

rnm -h 1 _ anm + i cos 0 
n nm -+-1 
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Rayon de courbure despodaires. — On trouve pour 

le rayon de courbure de la première podaire 

E I = « ( c o 8 m O ) = ( ^ t i r ) 

OU 

R, = r • '2 m -h i 

Or, le rayon de courbure de la courbe primitive a 
pour expression 

a 1 r r 
R - ( cos m 0 )m = . >—.h = 7 ; — • m -r- i y m —t— i ) cos m u ( m -+- i ) sin V 

Donc, ou a 
/• — ( i) K 0 sin V. 

C'est, aux notations près, la formule de M. du Cha-
tenet rappelée par M. de Rhéville à l'article précité. 

Pour la /2ieme podaire, 011 trouve 

_ I" mn h- i "I 
" ~ anan~\) [ ( /ï — I) -1- I J * 

Anti-podaires. — On trouve pour l'équation de la 
première anti-podaire 

m m 
rl - M — A \ ~ m C O S Q _ 1 

t pour celle de la nu'mc podaire 

m 
jA mn —- a\-mn cos ()_„. 
—» I — mu 

Il est intéressant de voir dans quel cas l'une des po-
daires successives peut être une transformée par ray ons 
vecteurs réciproques de la courbe donnée. 

Il faut déterminer n de façon que 

m _ 
mn H- i 



( 243 ) 
d'où 

n — m 

Comme m doit être un nombre entier, il faut clone 
que m soit égal à z b i , ± 2, ou à une fraction de 
l'unité. Dans ce cas la courbe aura parmi l'une de ses 
podaires ou anti-podaires sa propre transformée par 
rayons vecteurs réciproques. 

Si m = =J= 1 , 011 a // = qz 2, l'une des courbes est un 
cercle et sa transformée est la droite qui est en même 
temps la seconde anti-podaire du cercle par rapport à 
un point de sa circonférence. 

Si m — ± il en résulte n = zç. 1 , et l'on obtient 
les mêmes courbes que précédemment. 

Si m = — 011 a n = c e qui veut dire que la 
courbe 

a 

I/c o s l 
a pour transformée par rayons vecteurs réciproques sa 
quatrième podaire. 

Si m = -H n — — 1 8 : c'est donc la dix-huitième 
anti-podaire qui est la transformée de la courbe 

» / (T 
r = ai / cos - • V 9 

Écrivons maintenant les équations des podaires et 
anti-podaires des courbes de la famille 

r'* = am cosmO, 

dans les cas particuliers de m = i et m = 2 : le premier 
cas correspond au cercle et le second à la lemniscate. 
Nous avons étudié ces deux cas particuliers en détail. 
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i° m = i : 

a 
r-n = / 0-n V ( COS } 

V n — \] 

a /•_ 3 = q— (Parabole) , 
c o s 2 — 2 

= ( D r o i t e ) ' 
( r_ i --= a 

( P o i n t ) , f O-i = o 
r = a c o s ô (Cercle), 

Q 
r, = a c o s 2 ~ (Limaçon de Pascal) , 

r2 a cos 3 — > 

rn = a ('cos 
2° m — 2 : 

/ o,, y cos 
\ fl •+• l / 

r - n = a ( c o s — — - ) 
V i — m ) 

* ? 

/*— i = —— (Hyperbole équilatère), 
y/cos'iO-j 

.1 r = ( c o s î O ) 2 (Lemniscate de Bernoulli) , 
/ rj — a ( c o s ) ? 

5(cos—?— e/t ) \ 2/1 + 1 / 

Nos formules donnent lieu également à des applica-
tions intéressantes relatives à la cycloïde et aux déve-
loppantes de cercle. 
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SUR U\E APPLICATION DE LA FORMULE DE MULTIPLICATION 
DES ARCS; 

PAR M. E. G O U R S A T . 

1 . La formule qui donne eos ma en fonction de cos a 
permet de déterminer tous les ares, cominensurables 
avec la circonférence, pour lesquels cos2 a est égal à un 
nombre rationnel. On trouve par là même tous ceux de 
ces arcs dont une des lignes trigonométriques est com-
mensurable. 

La formule qui donne cos ma en fonction de cos a, m 
étant un nombre entier positif, peut s'écrire 

j 2 cos ma = ( 2 cos a )m — A }n ( 2 cos a)m~2 -f- A ^ ( 2 cos a 
( I ) ( -+-(—1)? A*(2COS 

le second membre est un polynouie entier, de degré m 
par rapport à 2 cos a , ne contenant que des termes dont 
le degré est de même parité que m, et tous les coefficients 

A ^ , . . A ^ , . . . sont des nombres entiers. La loi se 
vérifie pour les premières valeurs de m 

2 cos 2 a = ( 2 cos a ) 2 — 2 , 

2 cos 3 a = (2 cos a ) 3 — 3 (2 cos a ) , 
2 c o s 4a = ( 2 C O s a ) 4 — 4 (2C0S«) 2-f- 2, 

2 c o s 5 et = ( 2 c o s a ) 5 — 5 ( 2 c o s a) 3-4- 5 ( 2 c o s a ) , 

011 démontre ensuite que la loi est générale à l'aide de 
la relation de récurrence 

2 cos ( m -f- 1 ) a = 4 cos a cos ma — 2 cos ( ni — 1 )a. 

Cela posé, soit a un arc commensurable avec - , et 2 p 
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ui) nombre pair positif tel que 2/?asoitun multiple de TZ. 
Remplaçons m par 2p dans la formule ( t ) ; 011 a 
eos ipa = ziz 1, et la formule (1) devient 

j zt 2 = (7. cos a)*P— A\f) ( 2 c o s a 4 - . . . 
{ 2 ) ) + ( — i)<7A7„(2cosa) 2 />- 2 ?-4-. . . 
ou, en posant 

4 C O S 2 « = X , 

On voit donc que .r est racine d'une équation algébrique 
à coefficients entiers, le premier coefficient étant égal 
à l'unité. Si cette équation admet une racine eommen-
surable, on sait que cetle racine est égale à un nombre 
entier. Comme x est compris entre o et 4? l e s seules 
valeurs admissibles sont o, 1, 2, 3, 4 et, par conséquent, 
les seules valeurs possibles de cos a sont : 

-I- 1 -4- 1 _±/S _i 
o , ± - , zh — 1 d z — > ± 1 . 2 sj'>. 2 

On voit qu'en se bornant au premier quadrant les seuls 
arcs répondant à la question sont les arcs de o°, 3o°, 45°, 
6o°, 90°. 

2. La question peut être généralisée, Je dirai, pour 
abréger, qu'un nombre x est une irrationnelle algébrique 
d'ordre /', lorsque x est racine d'une équation algébrique 
entière d'ordre /', irréductible, à coefficients eommensu-
rables. Proposmis-nous d'obtenir tous les arcs, commen-
surables avec la circonférence, dont une des lignes 
trigonométriques est une irrationnelle d'un ordre donné. 
Le problème sera évidemment résolu, si l'on a obtenu 
tous les arcs, cotnmensurables avec TC, pour lesquels le 
carré du cosinus est une irrationnelle d'un ordre r donné 
à l'avance. 



( 247 ) 
Soient donc a un arc commensurable avec 7u, et z p un 

nombre entier tel que ipa soit un multiple deir. Le pre-
mier membre de l'équation ( 3 ) doit admettre un divi-
seur de degré r , à coefficients commensurables. S'il en 
est ainsi, on sait, d'après 1111 théorème dû à Gauss, que 
f ( x ) doit être le produit de deux poljnomes cp(x) et 

à coefficients entiers, cp(.r) étant de degré r ; comme 
le coefficient de x.P dans f ( x ) est un, le coefficient de 
xr dans doit aussi être égal à l'unité, et, par suite, 
x doit être racine d'une équation de degré r 

epO) = xr-\- Axr~l -1- Bxr~~2-4-... + L = o, 

dont tous les coefficients A, B, . . . , L sont des nombres 
entiers. Comme toutes les racines de cette équation 
doivent être comprises entre o et 4? on a immédiatement 
une limite supérieure de chacun des coefficients A , B , 
C,* . . , L . Il n 'y a donc qu'un nombre fini d'arcs répon-
dant à la question, en ne considérant pas comme distincts 
deux arcs qui diffèrent par un multiple de TZ. 

Il résulte aussi de là qu'une irrationnelle donnée j " ne 
peut être le cosinus d'un arc commensurable avec TT que 
si 4jK2 est racine d'une équation algébrique irréductible 
à coefficients entiers, le premier coefficient étant l'unité, 
ayant toutes ses racines positives et inférieures à 4- Par 
exemple, soit A un nombre rationnel, qui n'est pas égal 
au cube d'un autre nombre rationnel; \/K ne peut pas 
être égal au cosinus d'un arc commensurable avec 7:. 

Proposons-nous, pour donner une application, de 
trouver tous les arcs commensurables avec TT, pour les-
quels le carré du cosinus est une irrationnelle du second 
degré. D'après ce qu'on vient de voir, x = 4 cos2 a doit 
être racine d'une équation du second degré 

x2 — A x -h B = o, 
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où A et B sont des nombres entiers positifs, ayant ses 
deux racines réelles et positives, et inférieures à 4> ce 
qui exige que l'on ait 

A < 8 , B < 16, A * — 4 B > O , ' i 6 - i - B > i A . 

En négligeant les équations qui admettent des racines 
entières, on ne trouve que quatre équations satisfaisant 
à ces conditions 

.r2 — 3 x -f- i — o, x- — 4 x -+- 1 = 

x 2 —4 ¿r -f- *2 o, x 2 — 5 . r - h 5 = o ; 

les seules valeurs possibles pour cosa sont doue les sui-
vantes : 

cos <7 —- in 
, /3 ± y/-5 _ =b 1 ± y/5 
V 8 4 

. y / 2 ± v/3 _ =h v/a ± y/6 
i 

± 2 ± y/2 
cos a = .» 

2 

± v/ io ± 2 y/5 
cos a = , 

Les arcs correspondants sont bien commensurables avec 
la circonférence. On a, en effet, en se bornant au pre-
mier quadrant, 

TZ y/6 + V2 5 7T V 6 — V2 COS = ; y COS = » 12 4 4 

71 y/5 -4- I 2 7E y/ 5 — I COS 7 = - - - , COS-y- = — , 5 4 5 4 
n _ sj'i -i- y/2 3 7t \/i — y/2 COS - = y COS -7— — 

2 

~ \J\o^-i\/5 3t: v 10— 2 y/5 COS = : — y COS — ; 
10 4 1 0 \ 
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COXCOliRS POUR LES BOURSES DE LICENCE EN 1894 -

I. Par chaque point M d'un plan rapporté à des coordonnées 
rectangulaires Ox, Oy passent deux des hyperboles repré-
sentées par l'équation 

(i ) aïxy H- ay H- x — o , 

où a est un paramètre variable. Sur quelle courbe (G) le 
point M doit-il se trouver pour que les deux hyperboles se 
coupent en ce point à angle droit? 

En combien de points réels, à distance finie et distincts de 
l'origine, la courbe ( C ) rencontre-t-el le l'hyperbole définie 
par l'équation ( i )? 

Quelle relation doit-il exister entre a et b pour que les 
deux hyperboles définies par les équations 

a1 xy -f- a y x — o, b^-xy -+- by + rr = o 
se coupent à angle droit en un point autre que l'origine? Cette 
relation, si l'on y regarde a et b comme les coordonnées d'un 
point, définit une courbe; on construira cette courbe et l'on 
cherchera en combien de points réels, à distance finie et dis-
tincts de l'origine, elle rencontre la courbe (C) . 

II. Etant donnés trois nombres inégaux a, b, c, on considère 
les six points qui, rapportés à un système de coordonnées rec-
tangulaires Oxyz, ont respectivement pour coordonnées a , b, 
e; b, c, a ; c, a, b; b, a, c; c, b,a; a, c, b. Démontrer que ces 
six points sont sur un cercle; former les équations du plan de 
ce cercle et du cône qui a ce même cercle pour directrice et 
l'origine des coordonnées pour sommet. 
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CONCOURS GÉNÉRAL DE 1895. 

Mathématiq ues spéciales. 

Première question. — On considère l'équation 

(ax2-h bx H- c) H- i (X.T -h u) — ky — o. v 'dx1 dx J 

i° Les constantes réelles a , b, c, X, fjt étant données, on 
demande de prouver que Y on peut choisir la constante /r, de 
manière que l'équation précédente soit vérifiée par un poly-
nôme y — f (x) de degré donné n. 

On suppose ensuite que le trinôme 
a x2 -t- b x -h c 

a ses racines <z0, at réelles et distinctes et que, dans la décom-
^ x | t x position de — -,—: en fractions simples définie par 1 ax2-+-bx-+-c 1 1 

l'identité 
X X H - [JL OTO CCJ 

ax2-\-bx-hc x — tt0 x — a^ 

les coefficients a 0 , a t sont positifs et différents de zéro. 
Démontrer que, dans ces conditions, l'équation 

/ ( * ) = o 

a toutes ses racines réelles et comprises entre a0 et ax. 
On examinera si cette équation peut avoir des racines mul-

tiples. 
Deuxième question. — On donne une courbe du troisième 

degré C 3 définie par les équations 
3?=:6XV, JK=6X(JL2, 2=X*H-f 

où X et JJL désignent deux variables indépendantes que, pour 
abréger, nous appellerons les coordonnées du point a de la 
courbe^ C 3 . 
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i» Trouver la relation qui doit lier les coordonnées de trois 

points a i , a 2 i de la courbe C 3 pour que ces points soient 
en ligne droite. 

2° Trouver la relation qui doit lier les coordonnées de six 
points ai, a 2 , « 3 , aki a 5 , a6 de cette courbe pour que ces points 
soient sur une conique. 

Déduire de là la condition nécessaire et suffisante pour que, 
par trois points au a2, a 3 de la courbe C 3 , on puisse faire pas-
ser une conique C 2 , touchant C 3 aux points au a2, a 3 . 

Les côtés du triangle coupent C 3 en des points bu b2, 
b3, situés sur une droite D. 

Les droites qui touchent la courbe C 3 aux points aif a2, a3 
la coupent en des points ct, c2, c3 situés sur une droite A. 

La droite D étant donnée, quel est le nombre des coniques 
C 2 qui lui correspondent? 

La droite A étant donnée, quel est le nombre des coniques 
C 2 qui lui correspondent? 

NOTE SUR UNE FORMULE BIEN CONNUE 
DE L i GÉOMÉTRIE IMAGINAIRE ; 

PAR M. B. KAGAN. 

On sait bien que l'aire (A ) d'un triangle rcctiligne 
dans l'espace hyperbolique est proportionnelle à la dif-
férence 2d — ( A - f - B - f - C ) , A,B, C étant les angles 
de ce triangle. Si l'on prend pour unité l'aire (S) du 
triangle, dans lequel cette différence est égale à l'unité 
angulaire (ce qui est toujours possible, pourvu que 
celle-ci soit moindre que i d), on tire de cette relation 
l'équation fondamentale 

( î ) A ^ i d — A — B — G, 
qui ne dépend pas du choix de l'unité angulaire, parce 
que celle de surface lui est proportionnelle. Pour un 
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triangle, rectangle en C, cette formule devient 

A = d— A — B . 

Si la cathète A C ( = A ) reste invariable, tandis que 
l'autre cathète A B ( = a ) augmente infiniment, << B tend 
vers o et C vers Donc 

( i ) lim A — d — ri ( b ) (a — oo). 

Pour passer de la géométrie imaginaire à celle d'Eu-
clide, il ne faut que poser 

II (.2?) — constante = d. 

Donc la formule (s>) nous donne pour l'espace eucli-
dien 

('y a) lim A — o. 

Or. on sait bien que cette limite est égale (dans ce 
cas-ci) à oc-. U est clair que ce n'est qu'une contradiction 
appaiente. Dans l'équation ( i ) , A désigne la mesure de 
l'aire du triangle, c'est-à-dire son rapport à l'aire o. 
En l'exprimant explicitement, on reçoit 

(3) arf —A —B —0. o 

Dans l'espace euclidien, le triangle, dont l'aire est 
prise pour unité ci-dessus, n'existe pas; pour unité de 
surface y est adoptée la double aire (20') d'un triangle 
rectangle, dont les eathètes sont égales à l'unité de lon-
gueur. L'équation (2 a) n'exprime que la proposition 
suivante : le rapport de l'aire d'un triangle rectangle, 
dont une des eathètes est constante et l'autre augmente 
infiniment, à celle d'un triangle (o), pour lequel 
\id—A — — C est égal à l'unité angulaire, tend 
vers o avec la courbure de l'espace. La contradiction 
apparente ci-dessus interprétée convenablement conduit 
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à la conclusion, que le rapport augmente infini-

ment, quand la courbure négative de l'espace tend vers 

zéro. 
Il s'agit, en premier lieu, de constater analytique-

ment cette affirmation. En second lieu, nous allons pré-
senter quelques considérations où la formule ( 2 ) trouve 
son application. 

A, B et G étant les angles d'un triangle rectiligne 
dans l'espace de courbure constante négative, a, b et c 
les côtés opposés, on a 

(4) s inI I (a ) (cos A H- cosB cosC) = sinB sin G. 

D'autre part, 

/ . sin II (a?) sin II ( y ) 
p,nn(x + r ) = , + c o s I I ( a ? ) c o s t i W ' 

( J ) 

I TT/ x COS II (a?)-h cosll(jr) f cosn (^H-r )= rr;— ,,, \ « \ v J ' I + cos II ( a? ) cosll(jr) 

En conséquence, 

i . N sin 211 (a?) sm u(à.T) = rrr f -v ) 1-h cos 211 (a?) 
( 6 ) 1 f cos II (sa?) 2 coslI(a~) 

-+- cos 2 II (a?)' 

d'où l'on tire sans peine 

\2 J y 1 4 - s i nil 
(7) 

i l 

j / 2 sm 11 ( x f tangn(5r) = i / r-=— \ ® 7 y 1 — sinH( 
XL 

x) 

ào\v tetoe tompvfe pour ^es valeurs 
positives de l'argument x . 

Ann.de Mathémat., S'série, t. XIV. (Juin 1895.) 18 
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En combinant les formules ( 4 ) e t ( 7 ) , 011 reçoit 

^ / / s inB sin G t a n g n ^ J = / A + B + C B + C - A ' 
v 1/ COS cos  \ 1 1 

• TT / a \ / s i n B s i n G 
S ' U / = t / A -4- C — B U + B - A ' 1 / COS cos  \ '2 1 

ou bien, en vertu de la relation (3) , 

Ces formules, combinées avec celles que l'on en tire 
par analogie, nous donnent 

Or, ha désignant la hauteur AD du triangle ABC, 
abaissée du sommet A,on tire du triangle rectangle ADC, 

sinC = c o t n ( / i a ) t a n g ï ï ( è ) . 

Après la substitution de cette expression, la formule 
précédente devient 

s i n f l ^ i s i n n Q ^ c o t l ï ^ ^ c o t I I ^ | ^ t a n g l l ( c o t I I ( / ? a ) . 

Or, une simple combinaison des formules ( 7 ) donne 

( 8 ) cotri t a n g i l ( 6 ) = i sinTI 
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et l'on reçoit finalement 

( 9 ) " G ) = ^ S I N I I ( F ) S I N I L ( ^ ) C O T N ( F ) C O T I I ( ^ « ) -

Dans le cas où le triangle est rectangle en C, 

ha — b; 

si on le substitue dans l'équation (9 ) et que l'on y ap-
plique de nouveau la relation (8 ) , on reçoit 

sin ( Ì ! ) = sinn ( £ ) c o t n ( 2 ) co tn (^ ) . 

En particulier, 

( ,o) s i n ( i | ) = s i n n ( f : ) c o t n ( l ) c o t n ( l ) , 

où c' désigne l'hypoténuse du triangle rectangle équi-
latère, dont les cathètes sont égales à l'unité de lon-
gueur. 

Comme il en a été déjà fait mention, les équations (1) 
et (3 ) ne dépendent que du choix de l'unité angulaire. 
On peut donc la choisir de telle manière que id = it, 
ce qui revient à mesurer l'angle par le rapport de Tare 
correspondant à son rayon géodésique sur la sphère 
limite. Alors il est permis de substituer en (9 ) et (10), 

au lieu de l'argument Q celui-ci devenant 

infiniment petit. Si la courbure — ~ de l'espace tend 

vers o, les côtés ¿z, c du triangle restant finis, les 

rapports p j<> j deviennent infiniment petits. Comme 

il est permis, dans ce cas, de substituer au lieu de 
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sinll (a) , tangll (a), . . ., 1 et j ? • • en négligeant les 

infiniment petits des ordres supérieurs, on voit (9), (10) 
A 0' 

que les rapports g et y tendent aussi vers o. Donc les 

équations (9 ) et (10) deviennent 
A i a ha ( i l ) = ~ T T 9 
0 2 / / 
0' 111 

(V>. ) V = ~ 7 y 0 2 / / 

En divisant ces équations l'une par l'autre, on reçoit 
la formule euclidienne 

A 1 a ha lim — = ( l — oc). 
20 2 1 1 

En outre, l'équation (12) prouve que 

l i m ^ = 0 ( 1 = oc) . C . Q . F . D . 

Il est évident que le sens de cette proposition est 
purement analytique. C'est seulement dans le cas où 
on l'applique à des ensembles, dans lesquels on peut 
passer de l'un à l'autre en conservant la même unité de 
longueur, qu'elle admet une interprétation réelle. 

La circonférence ( C ) et Taire ( R ) du cercle s'expri-
ment dans la géométrie imaginaire par les formules 
suivantes 

( i 3 ) G = 27: co t l l ( r ) , 
(f.{) K = 4 * c o t « I l ( Q . 

Donc, pour la surface (T)d'un secteur, dont l'arc a la 
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longueur s, on a l'expression suivante : 

25 cot 2 II 
s K 7 = © 
G / c o t l l ( r ) 

ou bien, en la transformant au moyen de la formule (8), 

s „ / r <j = - c o s n -l \ 2 

En désignant par 2 A l'aire du triangle qui est formé 
par les deux rayons extremes et la corde ( a ^ ) du sec-
teur, et par x celle du segment, on reçoit 

7 = - cos l l ( - ) — 2 A. 

Si le rayon du cercle augmente infiniment, l'arc ( s ) 
s'approche de l'arc (sf) du cercle limite, qui correspond 
à la corde (2). ) . Or 

s' — il cotiI(X ); 
donc 

lim ^ cosII j = 2cotII(X) ( r = ac). 

D'autre part, selon la formule ( 2 ) , 

l i m ( 2 A ) = iz — 2 II ( X ) (r = 00). 

La démonstration de la formule (14) suppose, essen-
tiellement, que les arcs du cercle sont mesurés par leur 
rapport à leur rayon géodésique, ce qui nous oblige 
d'exprimer id par TT. En conséquence, 

z' = lilïlT^-ao) = 2 c o t n ( X ) H - 2 II ( X ) TC j 

T'désignant l'aire du segment d'un cercle limite, dont 
la corde est égale à 2 I . 
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Comme la mesure de cette surface est toujours posi-
tive, on a 

Ci5) 2 c o t n ( X ) - H 2 i c ( X ) > n (X > o). 
Or 

X X t 

el — e 1 i _ l cot l I (X) = , tanff - II(X) = e /. 
2 2 

En substituant ces expressions dans l'inégalité ( i 5 ) , 
on reçoit 

_ X X __ X 
(16) 4 a r c t a n g e îe* — e ' > 1 1 ( X > o ) 
ou bien 

X X X 
(17) 4 arc c o t e 7 h- e1 — e~T> n ( X > o ) . 

_ x 
Si l'on pose enfin dans (16) e L=z et dans (17) 

X 

e1 = s, on en tire 

4 arc tang^ -4- ^ — ^ > ir (z < 1), 
4 arc cot^ -1- ^ — ^ > Il (2 > 1). 

Ces inégalités admettent certainement une démon-
stration analytique; les considérations qui précèdent 
leur donnent l'interprétation géométrique. 

REMARQUE SUR LA VALEUR DE 

PAR M. VLADIMIR VARICAK, 
Professeur à Osijek ( E s s e g ) , en S l a v o n i c . 

La vraie valeur de cette expression a été déterminée 
déjà par Euler. Prenant pour point de départ 

cos a -h i sin a = e ' a , 
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équation fondamentale dans la théorie des imaginaires, 
on trouve 

TT . 

Elevant de côté et d'autre à la puissance i, on obtient 

_ 71 
i* = e 2 . 

Jusqu'à ce moment j'estimai ce résultat incontes-
table-, maintenant je trouve dans la Géométrie de po-
sition de Mouchot (* ) , à la page i46, le raisonnement 
que voici : 

Comme il est certain que 

TC . 

i = e2 1, 
Euler ne fait pas difficulté d'en conclure 

et, par suite, 
71 

— V --: e2 , 

Vallès conteste, non sans raison, Vexactitude des 
deux dernières formules, puisqu'il en résulterait 

TZ TZ 
e 2 -H e 2 — o ; 

d'ou 
e^ — — i , 

conséquence absurde, et qui ne saurait provenir que 
d'une fausse hypothèse. 

( * ) A . MOUCHOT, Les nouvelles bases de la Géométrie supérieure. 
Paris , 1892. 
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Afin de donner Jes valeurs exactes, M. Moue ho t évalue 

par son procédé purement géométrique les logarithmes 
de i£ et de — i£. A la page i/\i de l'Ouvrage cité, il 
donne les égalités 

il = = t i et — iL — z p i ; 

d'où il suit que i£ et — i£ ont pour logarithmes, l'un 

dz - t, l'autre zp - Il en résulte 

. 7 C . TC . 
± — l . . ZiZ— i il = e - , — il — e 2 , 

et, si l'on applique à ces nouvelles formules le raison-
nement de Vallès, on trouve 

-+- — / — i 
e 2 -h e 2 = o ; 

doù 
e±TZi = — I, 

résultat exact (1 ) . 
Tout cela m'étonnait bien. Je lus plusieurs fois ce 

passage; cela m'eut coûté beaucoup d'admettre que la 
déduction d'Euler soit erronée. Celle de Mouehot-
Vallès me semblait l'être du moment où j'ai lu à la 
page 139 de l'Ouvrage cité « qu'élever une vectrice à 
la puissance i, c'est la convertir en une autre vectrice 
ayant pour logarithme le sien changé de mode » , et 
pourtant quand l'auteur opère avec les angles, dont la 
tangente excède l'unité, il ne suit pas cette règle ( 2 ) . 
Sur cette déduction douteuse s'appuie la détermination 
des logarithmes de i£ et de — i£. 

Je regrette que M. Mouchot n'ait pas dit où se trouve 

( l ) Ouvrage cité, p. 1.57. 
{*) Voir les quatre dernières l ignes de la page 189. 
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la remarque de Vallès sur l'inexactitude de la formule 
d'Euler, car je voudrais bien connaître son analyse et 
savoir d'où il a tiré l'égalité 

71 

— ¿i = e*. 

Elle est évidemment fausse, et c'est bien difficile de 
croire qu'elle se trouve dans Euler. Après tout, il me 
semble qu'elle dérive d'un lapsus calami. 

En faisant 
cos a — i sin a = 

et, pour a = - > 

— i 7 1 

on a, élevant à la puissance i, 
n 

¿y = e*. 

Si I on oublie de mettre la base — i entre paren-
thèses, on a la seconde équation en question. Au moins 
j'ai en vain tenté de la déduire d'une autre manière. 
Mais il n'est pas permis d'omettre les parenthèses; 
(— i)£ n'est pas égal à — i 

D'ailleurs on a 

< - > = ( j H - " ' 
et enfin 

71 
i-i = e2, 

comme la seconde équation. Avec elle on ne peut ti-
rer aucune conséquence absurde, mais avec celles de 
M. Mouchot on le peut de la manière suivante : nous 
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avons vu qu'il est arrivé à l'égalité 

¿¿ = e 2 ; 

prenons les logarithmes népériens, nous aurons 

ili = ± 71 i 

et, quand l'on supprime le facteur i, il vient 

i 

conséquence absurde et qui est en contradiction avec 
l'expression donnée à la page 146, 

k désignant un nombre quelconque ou zéro. 

SUR LA COURBURE DU CONTOUR A P P A R E N T D'UNE SURFACE 
PROJETÉE 0 R T I 1 0 G 0 N A L E M E N T ; 

PAR M. M. n'OCAGNE. 

Soient, en 1111 point M de la courbe de contact C de 
la surface S et du cylindre projetant P, M X et MY les 
tangentes aux sections principales dont les rayons de 
courbure sont R0 et R4 , Mm la génératrice du cylindre 
projetant, m étant la projection de M, MT la tangente 
à la courbe C, MS la tangente à la section droite du 
cylindre P, droite perpendiculaire à M/// en M. 



( 263 ) 

Appelons, en outre, RT et Rw les rayons de courbure 
en M des sections normales de la surface, menées par 
MT et Mm, le rayon de courbure du contour appa-
rent en m, égal à celui de la section droite du cylindre 
P en M, 9, G*, jx les angles que MT, MS et Mm font 
avec MX, a l'angle TMm. 

La relation d'Euler donne, lorsqu'on l'applique à la 
surface S, 

i __ cos 2 [Jt ^ s in 2 fji 
R«* Ro Ri 

et au cylindre P, 

RT 
ou 

(2 ) = R j sin2a. 

Puisque, d'après le théorème de Dupiu, les droites 
MT et Mm sont deux diamètres conjugués de l'indica-
trice au point M. on a, par application des théorèmes 
d'Apollonius 

(3 ) RTH-R,n = R o + R i , 

( 4 ) R T U / W s i n * a = R 0 R i . 
Des formules (2 ) et (3 ) on tire 

formule qui peut se traduire par ce théorème : 

Le produit de la courbure en M de la section nor-
male faite dans la surface S par la génératrice Mm, 
par la courbure en m du contour apparent, est égal ci 
la courbure totale de la surface S en M. 
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Au moyeu de la formule (3 ), la formule ( 5 ) peut être 

transformée en 

formule qui lie la courbure du contour apparent à la 
courbure normale de la courbe de contact de la surface 
et du cylindre projetant. 

Enfin la formule (5 ) , transformée au moyen de ( î ) , 
donne 

r == Rj cos 2 fjt. -h R 0 s in 2 |jt 
ou 

( - ) r — R 0 cos 2cr-4-Hi sin2cr. 

Cette dernière formule est celle que M. Mannheim 
obtient dans son Cours de Géométrie descriptive 
('2° édit., p. 321), en faisant intervenir la considération 
de la normalie à la surface S le lonç de la courbe C. 

CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1895. 

Composition de Mathématiques. 

On donne, d'une part, deux droites D et D' ne se coupant 
pas; d'autre part, deux autres droites, A et A' ne se coupant 
pas. On considère une droite variable OA passant par l'origine 
O, et située dans le plan de coordonnées xOy. 

i° Former l'équation de la surface du deuxième degré S qui 
contient D, D' et OA. 

La surface S, et la surface analogue 2 qui contient A, Ar 

et OA, se coupent, en dehors de OA, suivant une certaine 
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courbe. Trouver la surface lieu géométrique de cette courbe, 
lorsque OA décrit le plan xOy. 

3° Déterminer les droites situées sur cette surface. 
4° Etudier complètement cette surface dans le cas particulier 

où les quatre droites D, D', A et A' sont quatre génératrices d'un 
même système d'un hyperboloïde tangent en O au plan xO y: 
et montrer que, dans ce cas, le lieu comprend un plan qui 
demeure invariable lorsque les quatre droites décrivent res-
pectivement des plans passant par le point O. 

,V. B. On conservera les notations indiquées. 

Epure. 

Un tore à axe vertical a son centre : i ° à i 4 o m m du bord droit 
de la feuille, 2° à i 8 o m m du bord inférieur en projection hori-
zontale, et à 3 i o m m du même bord en projection verticale. Le 
cercle méridien a 2 8 m m de rayon, et son centre est à 6 8 m m de 
distance de l'axe du tore. 

Une sphère de 2 4 n n n de rayon touche l'axe du tore à 4 o m i n 

au-dessus du centre de celui-ci . En projection horizontale le 
centre de cette sphère est sur la bissectrice de l'angle de deux 
droites issues du centre du tore, l'une de front dirigée vers la 
gauche, l'autre debout dirigée vers le haut de la feuille. A cette 
sphère est circonscrit un cône dont le sommet est sur l'axe du 
tore, à 9 3 m m au-dessus du centre de celui-ci . 

On demande de représenter par ses projections la partie du 
tore supposé plein qui est intérieure au cône. La courbe 
d'intersection des deux surfaces sera en traits noirs pleins pour 
les parties vues, en points noirs ronds pour les parties cachées. 

On indiquera en traits rouges la construction : i° d'un point 
quelconque de la courbe et de la tangente en ce point; 2° d'un 
point de la courbe, choisi sur chacun des contours apparents 
circulaires du tore; 3° de la sphère, ainsi que des parties du 
tore et du cône en dehors de l'intersection. 

Calcul trigonométrique. 

On donne dans un triangle la base « = 22579"', 83, e t ' e s 

deux angles B — 71 o 22'34", 5; G = 39°5ï'2.0",G-
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Calculer A, b, c, la surface S, et la hauteur H correspon-

dant à la base a . 

Composition de Physique et Chimie. 

Physique. — I. Lunette de Galilée. 
II. Détermination du poids d'un litre d'air à o°, et à la pres-

sion de 7(i c n i . (On supposera connue la détermination du poids 
spécifique des gaz. ) 

Chimie. — Indiquer : i° les différences qui existent entre le 
chlore et l'azote, et entre leurs composés; 2° les rapproche-
ments qu'on peut établir entre ces corps. 

Composition française. 

Expliquer et justifier cette pensée d'un écrivain étranger : 
« La France réserve d'heureuses surprises à ses amis et à 

ses ennemis aux plus tristes jours de son histoire. Il y a clans 
ce peuple étrange, après les désastres et les décadences, une 
vigueur de renaissance, une vitalité excitée par le malheur, 
une faculté à revivre qui doivent mettre en garde ses ennemis 
les plus triomphants contre un mépris prématuré, et les Fran-
çais contre le découragement et le désespoir, contre le doute 
même à l'égard de leur immortelle patrie. » 

C O R R E S P O N D A N C E . 

M O N S I E U R - L E R É D A C T E U R , 

Bien qu'en dépit d'une légende assez répandue, le 
sujet de la Composition mathématique, pour l'admission 
à l'Eeole Polytechnique, n'ait pas été, cette année, pro-
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posé par moi, j'ai rencontré, en m'en occupant, une 
élégante solution géométrique de l'une des questions 
posées, qui intéressera peut-être quelques-uns de vos 
lecteurs. Je vous demande la permission de l'exposer 
en quelques mots. 

Étant donnés deux couples de droites quelconques 
D, D' et A, A', un plan P et un point O dans ce plan, 
il s'agit de trouver le lieu de l'intersection de deux sur-
faces du second ordre S et S, contenant toutes deux 
une même droite variable OA du plan P et passant, 
l'une par les droites D et D', l'autre par les droites A 
et A'. 

Soient a, a;, a, a' les traces respectives de D, D', 
À, A' sur le plan P, b et b' les points où D et D' sont 
rencontrées par une même droite issue du point O, 
¡3 et les points où A et A/ sont rencontrées par une 
même droite issue également de O. Les droites aa' 
et bb\ rencontrant chacune les trois droites OA, D 
et D' de la surface S, sont situées sur cette surface. 
Par suite, lorsque OA pivote autour du point O, la 
surface S passe constamment parle quadrilatère gauche 
aaJb'b, de manière à engendrer un faisceau ponctuel, 
en restant constamment en correspondance homogra-
pliique avec OA. De même la surface S passe constam-
ment par le quadrilatère gauche aa'jâ'p et forme un 
second faisceau ponctuel, en restant également en cor-
respondance hornographique avec OA. Par suite, les 
surfaces S et S des deux faisceaux se correspondent 
homographiquement et, d'après un théorème bien connu, 
leur intersection complète engendre une surface du 
quatrième ordre. Mais l'intersection comprend la droite 
OA qui décrit le plan P. La cubique gauche, complé-
tant cette intersection, engendre donc une surface du 
troisième ordre. 
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Cette surface, comme on le voit presque immédiate-

ment, peut encore être engendrée de la manière sui-
vante. On fait pivoter le plan P autour du point O. 
Dans chacune de ses positions, on joint les points où 
il rencontre les droites D et D', les points où il ren-
contre les droites A et A'. Le point d'insersection des 
droites ainsi obtenues engendre la surface du troi-
sième ordre en question. Ce qu'il y a de particulière-
ment remarquable, c'est que toute surface du troisième 
ordre peut être décrite par le mode de génération qui 
vient d'être indiqué et même d'un certain nombre de 
manières. Ce nombre est égal à 216000, dans le cas où 
les 27 droites de la surface sont réelles. Enfin ce mode 
de génération conduit à un mode de représentation 
plane d'une surface quelconque du troisième or.dre. En 
eifet, au plan P, mobile autour du point O, menons, 
dans chacune de ses positions, une perpendiculaire 
en O. La trace de cette droite sur un plan fixe arbi-
traire correspondra à un point unique de la surface et 
réciproquement. 

Il y aurait là matière à de plus amples développe-
ments; mais je me bornerai à ces remarques très géné-
rales, qui m'ont paru présenter un certain intérêt, sans 
pouvoir affirmer d'ailleurs qu'elles sont nouvelles. 

Veuillez, Monsieur le Rédacteur, agréer l'expression 
de mes sentiments distingués. 

G. Fou R E T . 

Paris, le 5 jnin i8çp. 
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SUR LES EXPONENT IELLES I M A G I N A I R E S ; 

PAR M. G. TARRY. 

On sait que les nombres qui mesurent les angles sont 
(les logarithmes dont la base est ou e. La figure géo-
métrique formée par deux droites qui se coupent repré-
sente une infinité d'angles égaux au point de vue de 
leur représentation matérielle, mais non identiques 
puisqu'ils diffèrent de multiples de 27t. Pareillement, 
la figure algébrique a-\-h\J—i représente l'infinité 
des nombres 

égaux au point de vue de la représentation matérielle 
algébrique, mais non identiques, puisque les exposants 
diflerent de multiples de 27:. 

Ce rapprochement entre les angles et les exponen-
tielles met en lumière cette vérité d'apparence para-
doxale : deux nombres égaux élevés à des puissances 
égales peuvent donner deux nombres inégaux, et réci-
proquement deux nombres inégaux élevés à des puis-
sances égales peuvent donner deux nombres égaux. 
Ainsi les nombres égaux e27r, e47t élevés à la puis-
sance \J— i donnent les nombres inégaux ? ? 

et réciproquement les nombres inégaux e W - i 
élevés à la puissance —Y/— T donnent les nombres égaux 
s27C, De même, si l'on élève à la puissance ^ les 
nombres égaux (4-1)2 e t ( — O2? 011 obtient les nombres 
inégaux + 1 et — 1. 

Mais deux nombres égaux et identiques, élevés à des 
Ann. de Mathémat3e série, t. XIV. (Juillet i8o5). 19 
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puissances égales, donnent toujours deux nombres 
égaux et identiques, puisqu'on a identiquement 

( v/̂T _ £( v'—-T-+-2Xtc) ( m+n tt )% 

L'exposant m -f- n\J— i représentant une infinité de 
nombres égaux et non identiques, on voit qu'on a 
admis implicitement le postulatum suivant : 

Deux nombres identiques élevés à des puissances 
égales et non identiques donnent deux nombres identi-
ques. 

Deux nombres identiques, soumis à des opérations 
non identiques, ne pouvant donner des résultats abso-
lument identiques, il demeure sous-entendu que les 
nombres obtenus sont considérés comme identiques au 
point de vue seulement de la représentation algébrique 
de la forme ea+pv/-<# Ces nombres diffèrent nécessaire-
ment, mais ils se confondent dans cette représentation 
algébrique, comme deux nombres de la forme 
dont les exposants diffèrent de 2iz se confondent dans la 
représentation a + byj—• i, ou comme deux angles qui 
diffèrent de 211 se confondent dans la représentation 
géométrique. 

En résumé, si l'on veut éviter l'introduction en 
Algèbre d'une nouvelle espèce de quantité imaginaire} 

il faut admettre que les nombres 

sont égaux au point de vue de la représentation sous la 

forme e « ^ " 1 . 
Cela accepté, aucune difficulté ne peut se présenter 

dans le calcul des exponentielles. Les contradictions 
qu'on a cru rencontrer doivent être attribuées à des 
raisonnements inexacts ou à des erreurs de calcul. 
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Il convient de signaler ici une faute de calcul com-

mise en 1876 par M. Vallès, et qui ne paraît pas avoir 
été signalée, car elle a été répétée en 1892 par M. Mou-
chot (N o u v e l l e s bases de la Géométrie supérieure, 
p. 147). 

On lit dans l'Ouvrage de M. Vallès Sur les formes 
imaginaires en Algèbre (3e partie, p. 4 ° ) : 

« Dans la formule d'Euler 

ex\i-i — cosa? -hy/— 1 sina?, 

si l'on élève les deux membres à la puissance y/—1, il 
viendra 

e~x = ( coscc -h\J— isina?)^"1, 

égalité qui, en faisant x = se réduit à 
71 

r ^ v / z r ^ . 

» Elevons maintenant les deux termes de la formule 

d'Euler à la puissance —y/— 1, il viendra 

ex = (cosa? •+-s/—1 sina?)-^-1 = (cosa?— \J— 1 sinar)^^, 

égalité qui, si l'on suppose que x devient donne 

I 

» Or, cette valeur de —\J— 1 ajoutée avec celle de 

H-y/— ^~1 donne 

2F 
e 2 -r- e 2 = o ou e71 = — 1, 

ce qu'aucun géomètre à coup sûr ne sera disposé à ad-
mettre. » 

Le résultat auquel arrive M. Vallès est dû à l'omission 
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d'une parenthèse. Eu effet, si dans l'égalité 

ex = (cosa; —s/ — i sino;)^" 1 , 

on suppose que x devient^* on a 

et cette valeur ajoutée à celle de -h y/— ne donne 
plus o. 

On éviterait bien des confusions si l'on adoptait une 
notation spéciale pour distinguer l'identité de la simple 
égalité. Il est regrettable que le môme signe = figure 
l'égalité dans les relations 

i .eflw-P^ï = ga+P^, « (— i)2 = a , 

et l'identité dans les relations 

y a y/—~î = Va = - Va. 

P R O B L È M E DU CONCOURS GÉNÉRAL HE 1 8 9 4 ; 

PAU M . RAYMOND S É E , 

Élève de Mathématiques spéciales au lycée Janson de Sa illy. 

On donne un triangle ABC dont les côtés ont respec-
tivement pour équations 

( Z = o, 

une conique S touchant en A et B les côtés CA et CB de 
l'angle ACB et dont l'équation est X Y — Z2. 

Sur çette conique S, on prend le point p. défini par les 
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équations X = Y = Z, et un point variable M ; enfin on 
désigne par v le point où la droite Cfx rencontre la 
corde de contact AB. 

Cela posé, on joint le point M à Tun des points m 
de AB qui ont même polaire par rapport aux angles AMB 
e t JJLMV : 

i° Démontrer que, M décrivant S, la droite M m en-
veloppe une courbe S du quatrième ordre et de la troi-
sième classe, dont l'équation tangentielle est 

M3-h V3 — UVW = o. 

20 Aux points où une droite D rencontre la courbeS, 
on mène à cette courbe les quatre tangentes T Î , T 2 , T3 , 
T4 , et l'on considère la conique C, inscrite dans le pen-
tagone formé par ces quatre tangentes et la droite AB. 
Démontrer que, si l'on assujettit C* à passer par un 
point P, la droite D enveloppe une conique C2 ; 

3° Montrer que la conique C2 se réduit à deux points 
fy f r quand le point P est sur une certaine conique C3. 
Trouver dans ce cas l'enveloppe S' de la droite f f ' et Je 
lieu des points f e t f f . 

S XY — Z2 = o, 

BG X = o, 
GA Y = o, 
AB Z = o, 

X = Y = Z, M [x 

X = Y, 
Z = o, 

Y 
i 

M 
X = XZ, 

Y - V 
X 

— X 

Z = o, 

Y. 

Les points de A13, qui ont même polaire par rapport 
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aux deux angles AMB, pMv, ont même conjugué har-
monique par rapport aux deux segments AB et pv et, 
par suite, même polaire par rapport aux angles ACB 
et pCv. 

Fig. i. 

sa polaire par rapport à 

ACB, aX + Y = o, 
pCv, X [ a ( À - i ) + 2 ] + Y ( - ' 2 « U ) , - i ) = o , 

A ( — 2AX -F- X — I ) = A ( X — I)-R-2, 

c'est-à-dire 

a 2 X -f-1 — o. 

Donc à tout point M correspondent deux points 

/ Z = o, 

réels si X < o. 
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I. 
X = xz, 

1 S Z = o, M . Z m \ avec a 2 X -Y = t ' l Y = a X , 

M jjl 

J'identifie avec 

X 
X Y Z 
» ; 0 -

uX H- c Y -h (vZ = o, 
u a = , 

' ' ' 

a i A ^ i 
u v w ' I \ v 

\ a ' - U , = 0, ou, eu éliminant a et A, 

S j P3 — 

courbe de la troisième classe. 
Pour avoir l'équation ponctuelle, je cherche l'enve-

loppe de 
a 3 Z — a 2 X -h a Y — Z = o 

(obtenue en remplaçant A dans Mm) , c'est-à-dire que 
j'élimine a entre 

3 a 2 Z — 2 a X -4- Y — o, ( 

- a*X 2«Y — 3Z = o, " ' S \ ( XY— 9 Z 2 ) 2 — 4 (3 YZ— X 2 ) ( 3 XZ —Y 2 ) 

courbe du quatrième ordre. 

II. 

Soit une droite D de coordonnées z*0, w0. 

S = u* — P 3 — uvw ~ o. 
r)S dï dZ 

— i/ 0 (3 a 2 — c 0 (3 c 2 — mw ) — cr0 wc = o 
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représente une conique tangente aux quatre droites T<, 
T2, T3 , T4 . Elle est de plus tangente à AB (puisque pas 
de ternie en w2). 11 n'y a qu'une seule conique tangente 
à cinq droites. L'équation précédente est donc celle de 
la conique Ci, 

Ci = 3 UQ i l 2 -+- 3 P2 — u>o v w — W l i — Wo uv = o. 
Soit 

ux0 -+- vy0 -+- — o 
l'équation d'un point P. Pour exprimer qu'il est sur la 
conique C l7 j'élimine w et j'exprime que l'équation lio-
mogène 

VVo\ 
— r ~ j = o 

a ses racines égales. 
En supprimant les indices, 

C 2 = ( U.TQ -t- vy0-h WZ0)2— 4 ( 3 m 3 0 — VX0)(3VZq-- uy0) = o, 
équation de la conique enveloppée par D. 

III. 

Pour que la conique C2 se réduise à deux points, il 
faut que le premier membre de son équation soit une 
somme de deux carrés au plus. Il faut donc cjue les trois 
demi-dérivées partielles, égalées à zéro, aient en w 
un système commun de solutions, qui sont précisément 
les coordonnées de la droite j y . 

C2 est de la forme R 2 — 4?Q — 

R = uxq-Y- U'Z0, 
P ^^ O UZq— 
Q = 3c «o — 

x0l\ — ly^V — G^oQ " o, 
( i ) yo R — 6 P ^ x() Q — o, 

R ~ o. 

3 U0 a 2 -h 3 Ç0 c 2 — UV -F- (U0 P + 

• 
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J'élimine P, Q, R : il vient 

AB Z = o r 

C 3 = XY — y Z 2 = o, 
conique bitangente à S aux deux points À et B. 

Enveloppe de f f 1 . — Posons 

X 0 = 3 X Z 0 , 
v 3Z„ 

A 

Il faut éliminer \ entre les deux équations auxquelles 
se réduit le système ( i ) , 

| Y 0 P -t- 3 Z 0 Q = o, j U + X " = 0 ' 
( R = o, j 3 -4- ^ j -+- w = o, 

X' — W3-f- C3— J MPW — O. 

Lieu des points f et f . — Je remplace, dans C2, X0 , 
Y0, Z0 en fonction de X, 

/ 3 c \2 /i i 3¿¿X -r—h «m — y ( 3 a - h 3X^) 2 = o. 

C2 se décompose alors en deux fonctions linéaires, équa-
tions des points dont nous cherchons le lieu. 

Soit 
- . V W O. ^ , „X + jj + T - — o. 

Je pose y/A = t , 

¿ ¿ ( ¿ 4 — — '¿¿3)-Ht> — = o. 

Je résous donc les deux équations 

t t ^ u { i t z — î ) — 3 / 2 c - i - - w = o, 
i t2 
f — 2 H' — t = 



et 
a v 

2 (ft-h i)*' 

= tu, 
(¿3 r ) 

I w = 3 —-— w, = w3-+- c3— J mw — o. 

L'enveloppe de y/7, le lieu de f , le lieu de y7 sont 
donc une seule et même courbe : cette courbe Sr est du 
quatrième ordre et de la troisième classe, comme S. 

Les deux points f?/, qui ont même polaire par rapport 
aux deux angles A MB, pMv, sont les points de AB 

communs aux deux involutions définies par leurs points 
doubles A, B, p, v. 

Cela posé, je projette la figure de manière que la 
droite AB devienne la droite de l'infini, et les points 
AB les points cycliques. La conique S devient un cercle 
de centre C projection de C. Le point p devient un cer-
tain point p'. 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. 

Fig. 2. 

C 
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Le faisceau en involution MA, MB se projette suivant 

un nouveau faisceau en involution. Ce dernier traçant 
sur la droite de l'infini une involution dont les points 

Fig. 3. 
\ r 

doubles sont les points cycliques est engendré par un 
angle droit tournant autour de M', et son point image 
est C , quel que soit M'. 

Le deuxième faisceau en involution a pour point 
image le point I'. Par suite, les droites dont nous cher-
chons l'enveloppe sont les droites MM/, M'L',. 

Cette enveloppe doit être une hypoeycloïde à trois 

Fig. 4-

rebroussements : car elle est de troisième classe, de 
quatrième ordre, et bitangente à la droite de l'infini aux 
points cycliques. De plus, cette hypoeycloïde doit avoir 
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pour centre le point G et pour cercle de roulement un 
cercle de rayon égal au triple de celui de S', car les 
deux droites M'L ' et WL\ sont rectangulaires, et l'on 
sait que le lieu des points, d'où l'on peut mener à l'hy-
poeycloïde à trois rebroussements deux tangentes rectan-
gulaires, est le cercle inscrit à cette hypoeycloïde. 

Nous allons le démontrer directement. 
Considérons le cercle de centre G et de rayon égal 

au triple de celui de S', et le cercle de rayon égal à celui 
de S'tangent à S' en L/. La droite M'L ' rencontre le 
second cercle en D'. Cherchons le lieu de D', 

co = + G'E'D' = i l t -f- aM'L'L; , 
aM'L'L; = i v rcy — (IÎ — 0), 
2(iu — 0 ) = 1U —M'GV, 

(A) -f- 1 71 —f- TU '2 ( 71 • — O ) ( 7T O ) = 3 O. 

co = 3 0 . Donc D' décrit une hypoeycloïde à trois 
rebroussements, et l'on sait que la tangente à cette 
hypoeycloïde en D' est la droite L'D'. Donc M'L ' enve-
loppe une hypoeycloïde à trois rebroussements. 

La courbe 2 est donc la perspective d'une hypoey-
cloïde à trois rebroussements. 

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPECIALES 
PROPOSÉE AU CONCOURS D 'AGRÉGATION EN I 8 9 i H ; 

PAR M. J. LEM AIRE. 
Professeur au lycée de Douai. 

L'équation générale des hyperboles équilatères qui 
déterminent sur O y des segments ayant leur milieu au 

0 ) Voir 3e série, t. \ l i l , p. ôo3. 
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point O est 

— JK2 •+• 2 B xy -f- 2 D x -h F = o. 
Ecrivant que les traces de ces courbes sur 0.r parta-

gent harmoniquement le segment A13, nous avons la 
condition 

de sorte que l'équation générale des hyperboles H est 

( H ) f{x,y) — x* —y2-h- 2Bxy-+- iDx~ ab — D ( a - h b) = o . 

I. Pour établir la première partie, il suffit de prouver 
qu'il y a une inimité de points dont les polaires, par 
rapport aux coniques ( H ) , concourent. 

La polaire d'un point par rapport à H, a 
pour équation 

x0x — y0 y — ab -f- B (x^ y y0 x) -h D (x H- — « — b) — o. 
Cette droite passera par un point fixe, quels que 

soient B et D, si l'on peut trouvera et y , de manière 
que 

x0x— y0y — ctb = o, 

^oy -+- j o^ = o, 
x - x0 — a — b — o. 

Pour que ces trois équations, linéaires en x et y, 
aient une solution, il faut et il suffît que l'on ait 

— J o — ab 
Jo o 

i o x0 — a — b 
— o, 

autrement dit, que le point M soit sur la courbe 

( i ) (x — a — b)(x2-j-y2) abx — o . 

Cette condition étant remplie, les polaires de M, par 
rapport aux hyperboles H, ont un point commun M', 
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dont les coordonnées x^ yK satisfont aux relations 

/ XQXi—yoyx — ab = o, 
(a) < x0y1-hy0x1= o, 

( x0 -h xl — a — b — o. 

Ces conditions étant symétriques par rapport aux 
coordonnées de M et de M', il j a réciprocité entre ces 
points; les polaires de M', par rapport aux coniques (H), 
passent en M, et le point M' appartient aussi à la 
courbe ( i ) : nous dirons que les points M et M' sont 
conjugués. 

Pour qu'une conique H se réduise à deux droites, il 
faut et il suffit que le centre de cette conique soit sur la 
courbe, c'est-à-dire que les équations 

\f'x = se H- By H- D = o, 

2 fy = y -+- Bx = o, 
if'z =Dx — ab — D(a + 6) = o 

aient une solution en x , y , d'où une relation condi-
tionnelle entre B et D; nous aurons le lieu des centres 
des coniques ( H ) ainsi réduites à deux droites en éli-
minant B et D entre les équations ci-dessus; nous obte-
nons ainsi 

y i x 
x o —y 
o x — a — b — ab 

Nous retrouvons la courbe (J); donc les points M 
et M' sont les centres d'hyperboles ( H ) réduites à deux 
droites. 

II. La deuxième relation (2) ~ = — ~ exprime que 

OM et OM' sont également inclinées sur les axes de 
coordonnées ; donc, les coniques de foyers M et M7, qui 
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passent en O, sont l'une tangente, l'autre normale à OJC. 
Si nous éliminons b entre les deux autres relations 

(2), nous avons 

JK0JK1 = — a)(xx — a). 

Cette relation exige que jKo d'une part, (.r0 — a) 
et (x{ — a) d'autre part, soient à la fois de même signe 
ou de signes contraires, autrement dit que M et M' 
soient à la fois du même côté de O a: et de la droite 
x — a = o, ou de part et d'autre de ces deux droites ; 
elle exprime que le produit des distances des points M 
et M' à cette dernière droite est égal au produit des dis-
tances de ces points à O x ; il en résulte que la conique 
tangente à Ox en O, et ayant pour foyers M et M', est 
aussi tangente à la droite x — a = o. Ou verrait de 
même qu elle est tangente à la droite x — b = o. 

I I I . La troisième relation (2), mise sous la forme 

Xo-h xt a H- b — — y 
2 2 

montre que le lieu des milieux des segments MM'est la 
parallèle à Oy menée par le milieu de AB. 

Le lieu S des points M et M'n'est autre que la courbe 
(1) obtenue plus haut. 

C'est une cubique circulaire admettant Ox pour axe 
de symétrie, pour asymptote d'inflexion la droite 

x — a — b = o. 

On la construit sans difficulté en résolvant son équa-
tion par rapport à y 

y ± à # 
y a-t- b — x 

O11 peut supposer b a et distinguer quatre cas, 
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selon que l'on a 

1° b > a > o, 

b > o > a et ¿ + fl>o, 
3° b > o > a et b a < o, 
4° o > 6 > a . 

On a les quatre formes correspondantes indiquées 
dans les fi g. i , 2 , 3, 4-

Nous indiquerons, plus loin, un modejde construction 
de cette courbe par points et par tangentes. 

IV. Montrons qu'elle peut se reproduire de trois ma-
nières par inversion. 

D'abord, tout pôle d'inversion répondant à la ques-
tion doit évidemment être sur la courbe; soit (x0,y0) 

un pareil point et une droite 

= ( avec « * + ? « = . ) , 

passant par ce point. L'équation aux p des points com-
muns à la courbe et à cette droite est 

(ir0-f-a?— a— ¿>)[(#0-+- Pp)*] -+- ab(x0~hap) = o, 

ou, en tenant compte de ce que le pôle est sur la courbe, 
et supprimant le facteur p, 

-h i(x0— a — b)(oLx0^~ $y0) -+- abcc = o. 

Le produit des racines, qui a pour valeur 

-ro •->> Oo — a— b)(x{) -+- | JKô  -4-

sera indépendant de a et ¡3, si l'on a 

(J70— a — JK0 = o, 

et seulement à cette condition. Le premier facteur 
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donne le point de la courbe situé à l'infini sur l'asym-
ptote réelle, qui est une solution singulière. L'autre 
facteur donne les trois pôles d'inversion O, A , B; on 

F i g . i . F i g . 2. 

y i y 

0 A B I 

\ 

Œ- A 0 IB ^ 

Fig. Fig. 4. 

/ y \ 
A 

y 

\ 0 B 

/ 
A B 0 .C 

aurait sans peine les modules d'inversion correspon-
dants. 

A chacun de ces pôles, on peut faire correspondre 
une famille de cercles qui touchent chacun la courbe S 
en deux points, et dont cette courbe est l'enveloppe. 

D'abord, au pôle situé à l'infini dans la direction Oy, 
correspondent des cercles bitangents à S et avant leurs 
centres sur O x ; nous ne nous y arrêterons pas. 

Considérons le pôle O, qui permet de reproduire la 
Ann. de Mathéniat3e série, t. XIV. (Juillet 1895). 20 
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courbe elle-même par inversion, el supposons, pour 
lixer les idées, b a o {fig- i ) . 

Soit (fig. 5) OJ\N' une sécante quelconque passant 
par O : on sait que les tangentes en N et IV à S forment 
avec iSiV un triangle isoscèle NTJV-, par conséquent, le 

Fig . 5. 

cercle passai)t par N, IV, et tangent en N «à la courbe S 
est aussi tangent à cette courbe en IV; la courbe S est 
l'enveloppe de ce cercle, quand la sécante tourne autour 
de O; les autres points communs à ce cercle et à S sont 
les points cycliques. 

Cherchons l'équation de ce cercle que nous appelle-
rons F-, soit 

y — Ax — o 

l'équation de la droite ONN', l'équation 
(S) — k (y — lx)2 = o, 

où (S ) représente le premier membre de l'équation ( i ) , 
est l'équation générale des cubiques qui passent par les 
points communs à la cubique S et à la cubique 

z(y — lx)* = o, 

c'est-à-dire des cubiques circulaires tangentes à S en O, 
JN et N^ et passant par le point à l'infini sur O y . 



( ) 
La cubique formée de l'axe Oy et du cercle T est une 

de ces cubiques; nous aurous son équation en déter-
minant k de manière que x soit en facteur dans le 
premier membre de l'équation écrite plus haut, d'où 

— k = a -h b. 

Cette équation devient alors 

(x — a — b)(x2^~y2) -4- abx 4- (a -+- b)(y — lx)* = o, 

d'où, en supprimant x dans le premier membre, l'équa-
tion du cercle T 

( I1 ) x2 + y--+- ( X2 — I ) ( a -4- b ) x — X ( a -4- b ) y -h ab = o. 

Si l'on cherche l'enveloppe de ce cercle, on retrouve 
bien la courbe S. 

Les équations du centre de T sont 

i x -4- ( X2 — i )(a -4- b) = o, 
y — X ( a -h b ) = o. 

Eliminant A entre ces deux équations, on obtient 

•T24-y2 = [x — (a -W>)]2, 

qui représente la parabole ayant pour foyer le point O 
et pour directrice l'asymptote de S : cette conique est le 
lieu des centres des cercles F. 

Transportant l'origine en A, on verra de la même 
façon que la courbe S est l'enveloppe des cercles f qui 
la touchent chacun en deux points en ligne droite avec 
A, et dont le lieu des centres est la parabole ayant pour 
foyer le point O et pour directrice la parallèle à O y 
menée par le point B; enfin, cette courbe est l'enve-
loppe des cercles qui la touchent chacun en deux 
points en ligne droite avec B, et dont le lieu des centres 
est la parabole qui a pour foyer O et pour directrice la 
parallèle à Or menée par A. 
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V. Soient Met M' deux points conjugués (fig. 6 ) ; les 

droites OM et OM'sont symétriques par rapport à Ox; 
OM coupe la courbe S en un troisième point M4 symé-
trique de M', OM' coupe S en M't symétrique de M. 

D'après un théorème connu, les tangentes à S en O, 
M et M, coupent la courbe en trois points situés sur 
une droite A; comme la tangente en O coupe S en un 
troisième point à l'infini, A est perpendiculaire à Ox . 
De même, les tangentes en M' et M, coupent S en deux 
points situés sur une droite A' perpendiculaire à Ox . 
Mais OMM| et OM'M, étant symétriques par rapport à 
Ox , A et A' sont également symétriques par rapport à 
Ox , et par suite se confondent. On en conclut que les 
tangentes en M et M' concourent sur la courbe : ainsi le 
lieu du point de rencontre des tangentes à la courbe S 
en deux points conjugués M, M' est la courbe elle-même. 

Remarques. — i° L'équation générale des hyperboles 
( H ) contenant deux paramètres B et D au premier de-
gré, ces coniques forment un réseau linéaire. 

Si l'on astreint ces coniques à passer par un même 
point, l'équation ne renferme plus qu'un paramètre au 
premier degré; on conclut de là que les hyperboles Ii 

F i g . 6. 
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qui ont un point commun ont trois autres points com-
muns. 

La courbe S n'est autre chose que la hessienne du 
système des trois coniques 

/ x2— y2—cib = o , 

\ xy ~ 
\ z{ix — a — b) — o, 

c'est-à-dire le lieu des points dont les polaires, par rap-
port à ces trois coniques, concourent, et aussi le lieu du 
point commun à ces polaires. 

Si M et M' sont deux points conjugués, OM et OM' 
forment avec Ox et O y (2e conique) un faisceau har-
monique, et sont par suite également inclinées sur les 
axes; M et M'étant conjugués par rapport à la troisième 
conique, qui se compose de la droite de l'infini du plan 
et de la droite 

\ix — a — b — o, 

le milieu de MM' est sur cette dernière droite; c'est 
bien ce que nous avons trouvé. 

20 II est facile de construire S par points et tangentes : 
Supposons, par exemple, b > a o et soit OMM, 

une sécante passant par O; la courbe S étant anallag-
matique par rapport au point O pris pour pôle, nous 
avons (Jig. 7) 

OM x OM1 = OA x OB, 

et les quatre points M, A, B, sont sur un cercle. 
Nous avons vu que le milieu de MM' (M' symétrique de 
M| par rapport à O x ) est sur la perpendiculaire à AB 
en son milieu; le milieu I de MM4 est aussi sur cette 
droite; par conséquent, I est le centre du cercle MM< AB; 
d'où la construction suivante de S : par O, on mène une 
droite quelconque qui coupe en I la perpendiculaire D 
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à AB en son milieu; sur cette droite, on prend 
IM = IM, = IA ; les points M et M, appartiennent à la 

courbe S; on retrouve facilement l'asymptote à l'aide de 
cette construction. 

OMM, rencontre l'asymptote en K ; la parallèle à O x 
menée par K et la perpendiculaire en I à OMM, se 
coupent au centre T du cercle considéré plus haut; les 
perpendiculaires à TM et rM< en M et M! sont les tan-
gentes en ces points à la courbe S. 

3° Remarquons que O ayant la même puissance par 
rapport aux cercles T, ces cercles coupent orthogonale-
ment un cercle fixe de centre O ; de même les cercles Tr 

coupent orthogonalement un cercle fixe de centre A , et 
les cercles V un cercle fixe de centre B; les rayons de 

ces cercles sont respectivement \!OÂ X OB, s/AH X AO, 

v/BO x BA; deux sont donc réels et l'autre imaginaire^ 
Tout cercle coupe la courbe S aux points cycliques 

et en quatre points à distance finie; on démontre sans 
peine que, par ces quatre derniers points, on peut faire 
passer une hyperbole ayant pour asymptote l'asymptote 
de S; en particulier, par deux points de S en ligne 
droite avec O, A ou B, on peut faire passer une liyper-

Fig. 7. 

D 
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bole tangente en ces points à S et admettant pour 
asymptote l'asymptote de S. 

Si l'on cherche le lieu des points de rencontre des 
tangentes à S en deux points en ligne droite avec O, 011 
obtient un cercle de diamètre OE, le point E étant le 
conjugué harmonique de O par rapport à A et B. 

Du théorème invoqué dans la cinquième partie, il 
résulte que, si OIV1M, passe par un des points d'in-
ilexion M, de la courbe, la tangente en M passe par 
l'autre. 

ÉTUDE SUR UN FA ISCEAU DE C O N I Q U E S ; 
PAR M. MEYER, 

Professeur au lycée de Nancy. 

JNOUS nous proposons de montrer comment on peut 
étendre à un faisceau de quatre coniques certaines pro-
priétés bien connues du système de deux coniques. A 
cet effet, nous démontrerons d'abord le lemme suivant : 

Étant données trois coniques d'un faisceau ponctuel 
(S, S', 2 ) , la droite AB qui joint un point quelconque 
A de la conique ( S ) à un point B de la conique (S7 ) con-
jugué de A par rapport à (S ) est tangente à une conique 
iixe, et le lieu du point de rencontre des tangentes à S 
et à S' aux points A et B est une conique du faisceau 
considéré. Soient en eifet 

S = a x2 -+- by2 -f- c z2 = o, 

S' = ax2 -h b'y2 H- cz2 — o 
les équations des coniques (S, S') rapportées à leur tri-
angle autopolaire commun, et S — K S ' = o l'équation 
de (S ) . Si Z\)(x2,¿y"21 ¿2) S 0 I l t tas coordonnées 
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clés points A' et B' où AB rencontre 2, les coordonnées 
des points A et B sont de la forme (x{ -+• \x2, jKi 4- tyzi 

zh H- Âs2 ) et (xt — X.r2, J\ — z\ — ^2)-Écrivons 
que ces points appartiennent à S et à S', 011 obtient 

a (TFJ-T- X#2 )2-T- ^ (>1 + C ( ^ + H 2 ) 2 = O, 

et en retranchant de la première équation la deuxième 
multipliée par R 

égalité qui montre que les points A'et B' sont conjugués 
par rapport à la conique 2 ' = S 4-KS ' — o. 

Dès lors, la droite AB est coupée harmoniquement par 
les coniques 2 et 2', et par suite a pour enveloppe une 
conique. Cette conique a pour équation langentielle 

( 1 ) bcu2 H- cav2-\- abw2 = K 2 (b'c'u2-\~ c'a'v2-+-a'b'w*). 

De même, en exprimant que les tangentes à S, S', aux 
points A et B, sont conjuguées par rapport à la conique 

u2 v2 w2 1 / u2 v2 w2 \ 
= 77 (— + >v + — > a b c K \ a b c J 

on obtiendra F équation ponctuelle du deuxième lieu 

(1) ax2^-by2-^cz2= abtc , (a'x2~h b'y2-i- cr z2): 
\ / J K2a b c v J n 

c'est une conique du faisceau (S, S', 2). Réciproquement 
si C, S, S' sont trois coniques d'un faisceau ponctuel, 
et que d'un pohit M de l'une d'elles (C ) on mène des 
tangentes MA, MB aux deux autres, les points A et B 
sont conjugués par rapport à l'une ou l'autre des coniques 
2, = S — K S ' = o, 22 = S 4- KS' = o. 

La valeur de K se détermine en identifiant l'équation 
( 2 ) avec l'équation de la conique C. 
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Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théo-

rème suivant : 

Si quatre coniques (S, S', S'7, S) dyun faisceau ponc-
tuel sont telles qu'il existe un triangle conjugué par 
rapport à Vune d'elles 2, et dont les sommets soient 
situés respectivement sur les trois autres, il en existe 
une infinité. 

Soient en eiï'et 

V — z± — ô  
S = ax2-±-by2-± cz2 — o , 

S ' = ( a + K ) x 2 - + - ( b - ï - K ) y 2 - ± - ( c - + - K)'** = o, 
S " = ( a + K > 2 + ( 6 + K ' )y2 -h + o, 

et ABC un triangle remplissant les conditions de 
l'énoncé. Si le point A ( x ' ^/ i , Z\) se trouve sur la co-
nique S, 011 a 

( 3 ) ax\+ by2-+- cz\ = o, 

et la droite BC a pour équation 

xxi+yyt-i- zzt= o . 

Mais, d'après ce qui précède, elle est tangente à la 
conique dont l'équation tangentielle est 

[ ( 6 + K ) ( c + K ) ~ ( 6 + K ' ) ( c + K')] u2-h . . . = o, 
ou 

( b -h c H- K h- K') u2 -h . . . — o. 
On a donc 

( 4 ) ( è + c + K + K > 5 + , . . = o. 
En ajoutant les équations (3 ) et (4) , il vient 

(a+ b -+- c -h K -4- K') (¿FJ -hy? •+• z\ ) = o 
ou 

( 5 ) a + è + c + K + K ' = o , 
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car x\ -hjK? + 11'cst pas nul, puisque A n'est pas un 
point commun aux coniques du faisceau. Cette dernière 
relation étant indépendante du point A considéré, le 
théorème est démontré. 11 y a plus, les sommets du 
triangle dont les côtés touchent respectivement les 
coniques S, S', S" aux points A, B, C appartiennent à 
une conique fixe (E ) du faisceau. En elfet, les points de 
rencontre des tangentes à S et à S' aux points A et B 
a pour lieu la conique 

( a -+- K ) x2 -+- . . . — — — 7 — — i ax*-h . . . 1 
abc L 

ou 

( 6 ) a ( a - h K ) ( a -f- K')x*-±- . . . = o, 
en tenant compte de la relation (5) . Il est clair qu'on 
trouverait le même lieu pour les autres sommets. Plus 
généralement, si l'équation de (2) est de la forme 

(a -+- / ) . . . — o, 
la conique (E ) est représentée par 

. . = O. 

Réciproquement, soient (S, S', 2) trois coniques d'un 
faisceau ponctuel, si deux sommets d'un triangle conju-
gué par rapporta 2 décrivent respectivement les coniques 
S, S\ le troisième sommet resté libre décrit une conique 
Sf/ du faisceau précédent. 

Ces propriétés nous conduisent presque immédiate-
ment à la proposition suivante, qui est due à Chasles : 

Étant données trois coniques (S, S', E) dy un faisceau 
ponctuel, si un triangle LMP inscrit dans la conique 
(E ) se déforme de manière que deux de ses cotés 
restent respectivement tangents aux coniques S, S', le 
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troisième côté a pour enveloppe deux coniques du 
faisceau. 

Soient 

E — = o, 
S = «a?2-4- C-32 = o, 

les équations des trois coniques. 
Du point L, pris sur la première, menons les tan-

gentes LA, LB aux deux autres. Les points A et B sont 

conjugués par rapport à l'une des coniques S2, soit 
2, par exemple. Cela étant, désignons par C le pôle de 
AB par rapport à cette conique. Lorsque le point L dé-
crit la conique (E ) le point C se déplace sur une conique 
(S|) du faisceau, car le triangle ABC est con jugué par 
rapport à de plus les tangentes en A, B, C aux 
coniques S, S', S, se coupent aux points L, M, P situés 
sur une conique du faisceau. 

Comme cette conique n'est autre que ( E ) elle-même, 
le théorème est démontré. Rien de plus simple, dès lors, 
que d'obtenir les équations des enveloppes S,, S'̂ . Repré-



( 3 9 6 ) 
sentons eu effet par 

v 1 = + -f- l )yt + (c + o, 

Si = (a 4- K') K')/2 + (C + K f) = o, 

les équations des coniques (2*), 
D'après les calculs précédents, l'équation de la conique 

(E ) est de la forme 

_ , £ (£-f-K) ( ¿>-f-Kf) , 
(à~+lj* (b + l)* y" 

c(c-f-K)(c-f-Kf) 
(CH-O2 

d'où les relations 

a(a-+- K)(a-h K ' ) _ b (b - f - K ) ( 6 - f - K ' ) _ c(c-h K ) ( c K ' ) 
(a + l j i ~~ W ^ ^ ï 1 ~ ("c^T/)2 ' 

Pour éliminer / entre ces équations, désignons par p la 
valeur commune de ces rapports. 

T , • x (x -I- K ) (x h - K') , , ^ JL expression ————— — p s annulant pour 

les valeurs <7, ¿, c attribuées à x, on a identiquement 

x (x - h K ) (x -f- K') (x — a) (x — b) (x — c) 
~[x - + - ly1 ' 

ou 

x (x -h K) (x K') — p (x (x — a)(x — b)(x — c ) ; 

en identifiant, ou trouve 
K H- K r a -h b -+- c — p, 

«¿c = p /2 

et 

[ K K ' — -h bc -+- c « ) ] 2 = 4 abc (K + K' + a + i - f c ) , 
équation qui donne deux valeurs pour K', comme on 
devait s'y attendre. 

Dans le cas particulier où K = K/ = o, les trois 
coniques S, S', S" se confondent; l'égalité précédente 
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devient 

(aò + ^c + c a ) 2 - 4 abc {a -b- 6 -f- c) = o. 

C'est la relation connue 

e'* - 4A '0 = o, 

exprimant qu'il existe un triangle inscrit dans (E ) et 
circonscrit à (S ) . 

SUR LES CUBIQUES UNICURSALES; 
PAR M. ANDRÉ C A Z A M I A N . 

Dans une Note précédente ( S u r les points d'une co-
nique situés sur un même cercle), nous avons montré 
que plusieurs des théorèmes donnés par M. Balitrandet 
nous-mêine sur la strophoïde s'étendaient à toutes les 
cubiques circulaires uuicursales. Nous allons compléter 
ces résultats en montrant que tous les théorèmes sur la 
strophoïde s'appliquent, à un degré plus général, aux 
cubiques unicursales circulaires (et même pour 
quelques-unes non altérées par la projection, aux cu-
biques unicursales non circulaires). 

Définitions. — (a ) Les cubiques circulaires uni-
cursales sont les inverses des coniques, le point double 
étant au centre d'inversion, P, placé sur la conique, 
et les tangentes au point double étant parallèles aux 
asymptotes de la conique. Les cubiques acnodales sont 
les inverses de l'ellipse; les cubiques crunodales sont 
les inverses de l'hyperbole. 

(b) Les cordes supplémentaires d une conique sont 
parallèles aux systèmes de diamètres conjugués; il en 
résulte que ces cordes, issues d'un même point P, 
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forment un faisceau harmonique avec les parallèles aux 
asymptotes menées par le point P. Ainsi : 

A deux points diamétralement opposés d'une co-
nique correspondent sur la cubique inverse deux points 
que nous appellerons points conjugués et qui sont tels 
que les droites les joignant au point double forment un 
faisceau harmonique avec les tangentes en ce point. 

Plus généralement nous appellerons points conju-
gués sur une cubique uuicursale quelconque deux 
points tels que les droites les joignant au point double 
forment un faisceau harmonique avec les tangentes en 
ce point. 

( c ) A un cercle langent en P à la conique corres-
pond une parallèle à l'asymptote de la cubique circu-
laire uuicursale. D'après un théorème connu, les droites 
PC, PD joignant le point P aux points d'intersection 
de la conique avec le cercle w sont également inclinées 
sur les axes et par suite sur les asymptotes. Donc : 

THÉORÈME. — Les vecteurs des points d'intersection 
d'une cubique circulaire unicursale avec une parallèle 
à l'asymptote sont également inclinés sur les tan-
gentes au point double. 

Nous appellerons ces points, qui n'existent que dans 
les cubiques unieursales circulaires, points correspon-
dants (définition donnée pour la strophoïde par M.En-
rique Val dès). 

Nous allons maintenant énoncer un certain nombre 
de théorèmes en les divisant en deux groupes : i° ceux 
qui ne sont pas altérés par la projection et s'appliquent 
à toutes les cubiques unieursales; 2° les théorèmes par-
ticuliers aux cubiques unieursales circulaires. Ces der-
niers sont obtenus par inversion en partant de théorèmes 
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connus ou évidents sur les coniques, ou de théorèmes 
nouveaux obtenus par le même procédé de démonstra-
tion dont nous nous sommes servi dans notre Note Sur 
les points concycliques d'une conique. Nous ne revien-
drons pas sur les théorèmes relatifs aux cubiques uni-
cursales circulaires déjà énoncés dans cette Note. 

I. — THÉORÈMES S 'APPL IQUAIT A TOUTES LES CUBIQUES 

UJV IC U RSALES. 

1. Les droites joignant le point double h tous les 
points conjugués forment un faisceau en involution 
dont les rayons doubles sont les tangentes au point 
double. 

Corollaires. — i° Dans la strophoïde, les points 
cycliques sont conjugués. De là résultent les propriétés 
particulières de cette cubique de la famille. 

2° En projetant une cubique unicursale de façon que 
deux points conjugués deviennent les points cycliques, 
la projection est une strophoïde. Deux points conjugués 
restent conjugués. 

2. Les droites joignant un point M quelconque 
d'une cubique unicursale ci tous les points conjugués 

forment un faisceau involutif dont l'un des rayons 
doubles est la droite joignant le point M au point 
double. 

Corollaire. — Dans la strophoïde, les droites iso-
tropes faisant partie du faisceau, le rayon double MO 
bissecte les couples de rayons homologues du faisceau. 

3. Si trois points d'une cubique unicursale sont col-
linéaires, l'un d'eux et les conjugués des deux autres 
sont également collinéaires. 
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4. Deux points conjugués ont le même tangen-
tiel('). 

5. Le collinéaire de deux points conjugués est con-
jugué de leur tangentiel. 

Appelons cordes polaires d'une cubique unicursale 
les droites joignant les couples de points conjugués. 

6. La droite joignant le collinéaire de deux points 
conjugués à leur tangentiel est une droite polaire. 

7. Soient (A , B), (A', B') deux couples quelconques 
de points conjugués d une cubique unicursale. Les 
droites AA', BB' se coupent en I sur la cubique; les 
droites AB' et A'B se coupent en I' sur la cubique ; les 
points I et V sont conjugués. 

Corollaire. — Tout quadrilatère complet inscrit 
dans une cubique unicursale est un quadrilatère dont 
les sommets opposés sont conjugués. 

Dans la stropboïde, ce quadrilatère est de plus cir-
conscriptible à un cercle ayant pour centre le point 
double. 

8. L'enveloppe des cordes polaires d'une cubique 
unicursale est une conique tangente aux tangentes au 
point double (2). 

9. Une corde polaire rencontrant une corde polaire 
fixe A au point L, le lieu du conjugué harmonique de 
L par rapport aux deux points conjugués de la cubique 

( ' ) La réciproque est vraie; elle résulte d'ailleurs d'un théorème 
donné par M. Astor dans les Nouvelles Annales de juillet 1892. 

( - ) On retrouve un théorème de M. \stor (loc. cit., p. 280). 
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située sur la corde considérée est une droite passant 
par le point double. 

I I . — THÉORÈMES PARTICULIERS AUX CUBIQUES 

UNICURSALE S CIRCULAIRES. 

10. Les cercles circonscrits aux triangles formés 
par le point double et deux points conjugués quel-
conques passent par un point fixe qui est le symétrique 
du point double par rapport au conjugué du point réel 
à l'infini. 

11. Les cercles circonsci its aux triangles formés 
par deux points conjugués et leur tangentielle passent 
par le conjugué du point réel à l'infini. 

12. Les points situés sur les bissectrices des tan-
gentes au point double sont en ligne droite avec le 
conjugué du point réel à l'infini ). En ces points la 
tangente est parallèle à l'asymptote (corollaire de 
la proposition 5). 

13. Les tangentiels de quatre points concycliques 
sont concycliques. 

14. Les conjugués de quatre points concycliques 
sont concycliques. 

lo. Les conjugués de trois points collinéaires sont 
concycliques avec le point de section de Vasymptote 
réelle. 

16. Si quatre points sont concycliques, deux de ces 

(*) Ce point F est le point de rencontre de la cubique avec la 
droite conjuguée harmonique de la parallèle à l'asymptote menée 
par le point double par rapport aux tangentes au point double. 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XIV. (Juillet 1895 . ) 2 1 
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points et les conjugués des deux autres sont également 
concycliques. 

i° Les cercles oscillateurs 
à une conique en deux points 
diamétralement opposés ren-
contrent de nouveau la co-
nique en deux points diamé-
tralement opposés. 

'1° (Centre d'inversion en 
l'un des points diamétrale-
ment opposés.) 

i° Par deux points pris sur 
une conique on peut mener 
deux cercles tangents à la 
conique; les points de contact 
sont diamétralement opposés. 

(Centre d'inversion en 
l'un des points ). 

17. Les cercles osculateurs 

à une cubique unicursale 

circulaire en deux points 

conjugués rencontrent de 

nouveau la cubique en deux 

points conjugués. 

18. Le cercle oscillateur 

au conjugué du point réel à 

l'infini rencontre la cu-

bique au conjugué du point 

de section. 

19. Par deux points pris 

sur une cubique unicursale 

circulaire on peut mener 

deux cercles tangents à la 

cubique, les points de con-

tact sont conjugués. 

20. Réciproque du 

rème 4. 
théo-

21. La corde de contact d'un cercle hitangent a 
une cubique unicursale circulaire passe par Vun des 
points ou la. tangente est parallèle à l'asymptote, etc. 

La majorité des théorèmes énoncés (p. 201 à ^58 du 
numéro de juillet) par M. Yaldès sur la strophoïde 11e 
s'appliquent pas à cette seule courbe, mais s'étendent de 
même à toutes les cubiques unicursales circulaires (en 
particulier les propriétés des points correspondants). 

NOTES. 

A. Les théorèmes que nous avons énoncés dans le 
numéro de juillet sur les cycliques équilateres 
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s'étendent de même à toutes les cycliques unieursales. 
Il n'y a guère que Je théorème énoncé page 276 qui soit 
particulier à cette classe de cycliques. Le point pour 
les cycliques unieursales, est de même celui qui cor-
respond, dans l'inversion, au centre de la conique. 

B. Les polaires réciproques des cubiques unieursales 
sont des quart.iques à trois rehaussements. Appelons 
tangentes conjuguées à ces quartiques deux tangentes 
dont les points de rencontre avec la tangente double 
sont conjugués harmoniques des points de contact de la 
tangente double avec la quartique. Nous aurons les 
théorèmes suivants : 

Les points de rencontre d'une tangente quelconque 
à une quartique tricuspidale avec tous les couples de 
tangentes conjuguées forment une involution dont 
Vun des points doubles est le point de rencontre de la 
tangente considérée avec la tangente double. 

Corollaire. — Si d'un point quelconque pris sur le 
cercle inscrit dans un hypocycloïde à trois rehausse-
ments 011 mène les deux tangentes rectangulaires à la 
courbe, les segments interceptés sur une tangente fixe 
quelconque à l'hypocycloïde ont le même milieu. 

Le lieu des points de rencontre des tangentes con-
juguées est une conique passant par les deux points de 
contact de la tangente double. 

Si d'un point on mène les trois tangentes à une 
quartique tricuspidale, Vune d'elles et les conjuguées 
des deux autres sont concourantes. 

La droite joignant les points de contact de deux 
tangentes conjuguées est tangente à la quartique. 

Si deux tangentes sont conjuguées, la troisième 
tangente que l'on peut mener à la quartique par leur 
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point de concours est conjuguée de la droite joignant 
les points de contact des deux premières. 

Dans le cas particulier où la tangente double est la 
droite de l'infini et les points de contact les points 
cycliques (hypocycloïde à trois rebroussements), les 
théorèmes précédents permettent de retrouver des pro-
positions connues. 

Enfin, en transformant le théorème 7, 011 obtient la 
proposition suivante : 

Soient (D, D'), (A, A ;) deux couples quelconques de 
tangentes conjuguées ¿1 une quartique tricuspidale. 
La droite joignant les points d'intersection des tan-
gentes (D, A), (D', A7) est tangente à la quartique. La 
droite joignant les points d'intersection des tangentes 
(D, Ar) et (D', A) est également tangente à la quar-
tique. De plus, ces deux droites sont des tangentes 
conjuguées. 

BIBLIOGRAPHIE. 

LES FONCTIONS ELLIPTIQUES ET LEURS APPLICATIONS, 

par M. Alfred-George Greenhill, professeur au collège 
d'Artillerie de Woolwich, traduit de l'anglais par M. J . 
Griess, professeur agrégé de Mathématiques au lycée 
d'Alger, avec une préface de M. P. Appell, membre 
de l'Institut. Paris, Georges Carré-, 1895. Grand in-8° 
de xvin-S^ i pages avec 28 figures dans le texte. Prix : 
18fl\ 

Le goût naturel et l'éducation de beaucoup d'étudiants 
français les portent, quelquefois avec excès, vers les idées gé-
rales. Pour ne parler que de Mathématiques, quel professeur 
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n'a rencontré des élèves de nos écoles et de nos lycées parfai-
tement instruits des théories générales et incapables d'en faire 
une application précise cependant très facile; possédant, par 
exemple, la notion d'intégrale définie dans toute sa rigueur 
sans savoir effectuer les quadratures les plus élémentaires. 

Il est utile que quelques Ouvrages viennent réagir contre 
ces tendances ; pour cela, on ne peut trouver mieux que les 
livres anglais, dans la plupart desquels les idées générales 
sont amenées peu à peu par l'étude des faits mathématiques 
ou des questions posées par les Sciences physiques. C'est à ce 
titre que se recommande l'Ouvrage de M. Greenhill, dont on 
ne peut mieux caractériser l'esprit qu'en reproduisant la 
pensée de Fourier qui lui sert d'introduction : 

« L'étude approfondie de la nature est la source la plus f é -
conde des découvertes mathématiques. Non seulement cette 
étude, en offrant aux recherches un but déterminé, a l'avan-
tage d'exclure les questions vagues et les calculs sans issue; 
elle est encore un moyen assuré de former l'Analyse el le-
même et d'en découvrir les éléments qu'il nous importe le 
plus de connaître, et que cette science doit toujours con-
server. Ces éléments fondamentaux sont ceux qui se repro-
duisent dans tous les effets naturels. » 

M. Greenhill se place ainsi à un tout autre point de vue 
que les auteurs des excellents Traités français sur les fonctions 
elliptiques : Briot et Bouquet, Halphen, MM. J. Tannery et 
Molk. Il renonce aux avantages d'unité et d'enchaînement lo-
gique que ces auteurs obtiennent en établissant d'abord, par 
des considérations générales ordinairement empruntées à la 
théorie moderne des fonctions, les formules et les théorèmes 
relatifs aux fonctions elliptiques, pour les appliquer ensuite à 
la Mécanique, à la Physique mathématique, à la Géométrie, à 
l'Arithmétique; mais il trouve, en revanche, l'avantage bien 
précieux d'intéresser immédiatement le lecteur qui n'est pas 
un pur mathématicien, en lui fournissant, dès les premières 
pages, de belles et importantes applications des fonctions 
elliptiques. 

L'Auteur suit en cela une méthode d'exposition analogue à 
celle de M. Hermite, qui, dans son beau Mémoire Sur quel-

ques applications des fonctions elliptiques, commence par 
montrer comment un problème sur la chaleur conduit aux 
fonctions doublement périodiques de seconde espèce. 
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M. Greenhill. en traitant d'abord des questions entièrement 

élémentaires, montre de même que les fonctions elliptiques 
s'imposent à l'Analyse pour la résolution de problèmes simples 
de Mécanique, Géométrie, Physique mathématique. II com-
mence par les anciennes méthodes de Legendre, Abel, Ja-
cobi, en partant de la notion de l'intégrale elliptique et de la 
fonction inverse; il ne suppose donc chez le lecteur aucune 
connaissance sur la théorie générale des fonctions, ni sur la 
théorie particulière des fonctions elliptiques ; et il l'amène peu à 
peu, par l'étude de problèmes élégamment choisis, sans carac-
tère artificiel, à posséder tous les points essentiels du sujet. 

La traduction de M. Griess n'est pas entièrement conforme 
à l'édition anglaise : M. Greenhill en a augmenté l'intérêt par 
des remaniements et d'importantes additions. Voici une ana-
lyse sommaire de l'Ouvrage. 

Le livre débute par l'étude des oscillations du pendule 
simple; les expressions des coordonnées de l'extrémité du pen-
dule en fonction du temps conduisent à la définition analy-
tique des fonctions elliptiques d'une variable réelle et à leurs 
représentations géométriques et mécaniques. La périodicité 
du mouvement pendulaire conduit naturellement à la notion 
de la période réelle des fonctions elliptiques sn, en, dn et aux 
formules donnant les valeurs de ces fonctions, quand on ajoute 
à l'argument la demi-période. La période imaginaire est en-
suite introduite et interprétée mécaniquement, comme le pro-
duit de i par la période de l'oscillation d'un pendule décrivant 
l'arc supérieur du même cercle, sous l'action de la pesanteur 
changée de sens ; c'est là une première addition à l'édition 
anglaise. 

Après une courte digression sur la dégénérescence des fonc-
tions elliptiques en fonctions circulaires ou hyperboliques, 
l'auteur revient au mouvement pendulaire, et par la compa-
raison des mouvements de deux pendules, dont i'un fait des 
révolutions complètes, tandis que l'autre exécute des oscilla-
tions, il établit les formules qui correspondent à l'échange de 
module avec son inverse. 

Puis, viennent quelques applications élégantes, surfaces mi-
nima, équation d'Euler, destinées à graver les premières for-
mules dans l'esprit du lecteur. 

Dans le second Chapitre, l'auteur considère les intégrales 
elliptiques de toutes les formes possibles ; il donne leurs valeurs 
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au moyen des fonctions »elliptiques inverses; il introduit la no-
tation de Weierstrass, quand le polynome sous le radical est 
du troisième degré. 

Ces premières notions, dans le cas de la variable réelle, suf-
fisent pour l'intelligence des applications géométriques et mé-
caniques auxquelles est consacré le Chapitre III. La variété des 
problèmes choisis en rend la lecture très intéressante, et con-
tribue à familiariser le lecteur avec le maniement des formules. 

Le Chapitre IV traite du théorème d'addition. Ce dernier 
est encore rattaché au mouvement simultané de deux pen-
dules en retard l'un sur l'autre; l'auteur en déduit la construc-
tion de Jacobi, et une application des plus intéressantes à la 
construction des polygones de Poncelet, inscrits à un cercle 
et circonscrits à un autre. M. Greenhill, après avoir très heu-
reusement modifié et complété la partie relative aux penta-
gones, montre comment ces résultats peuvent être identifiés 
avec ceux qu'Halphen a trouvés dans le deuxième Volume de 
son Traité, et donne quelques théorèmes nouveaux. Une der-
nière application se rapporte à la Trigonométrie sphérique et 
conduit au Tableau des trente-trois formules données par 
Jacobi dans ses Fundamenta. 

Le Chapitre V envisage le théorème d'addition sous forme 
algébrique ; sa lecture suppose la connaissance d'un certain 
nombre de théorèmes d'Algèbre supérieure relatifs à la théorie 
des formes. 

Le Chapitre suivant conduit aux intégrales de deuxième et 
troisième espèces et aux fonctions Z (u) et II (u, a). 

Dans le Chapitre VII paraissent les fonctions et a (u) 
de Weierstrass. Elles servent à compléter la solution de pro-
blèmes qui n'avaient pu être terminés précédemment (chaînette 
en rotation, élastique gauche algébrique, pendule sphérique, 
toupie). Le théorème d'addition pour les intégrales elliptiques 
de troisième espèce est établi par une extension de la méthode 
d'Abel, précédemment employée : elle conduit tout naturelle-
ment à la considération des intégrales pseudo-ell iptiques. 
Toute cette partie a été profondément remaniée par M. Green-
hill ; les calculs ont été plus développés et appliqués à la dé-
termination de certaines herpolhodies algébriques (déjà faite 
par Halphen), ainsi qu'à l'élastique gauche. 

La double périodicité des fonctions elliptiques est mise en 
évidence par la considération des ovales de Descartes (Cha-
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pitre VIII). Puis vient un Chapitre très original, sur les déve-
loppements des fonctions elliptiques en produits de facteurs et 
en séries; ces problèmes sont rattachés à des questions de 
Physique mathématique, et en particulier aux théories é lec-
triques de Maxwell . 

Le dernier Chapitre se rapporte à la théorie de la transfor-
mation. Après l'avoir d'abord rattachée aux considérations 
physiques du Chapitre précédent, l'auteur reprend la théorie 
algébrique générale, en suivant la méthode indiquée parJacobi 
dans ses Fundamenta. Un nombre considérable de résultats 
sont indiqués dans ce Chapitre. 

En résumé, le principal caractère du livre de M. Greenhill 
est d'intéresser le lecteur aux fonctions elliptiques, en mon-
trant comment leur théorie se rattache à la résolution de 
toutes sortes de problèmes de Géométrie, de Mécanique, de 
Physique. Cet Ouvrage rendra de grands services à tous ceux 
qui désirent étudier cette théorie: aux physiciens et aux ingé-
nieurs, il fournira un instrument de calcul puissant, avec des 
exemples variés sur la manière de l'appliquer; aux étudiants 
en Mathématiques, il facilitera l'intelligence des débuts de la 
théorie et inspirera la curiosité de lire les grands Traités; 
même pour les candidats à la Licence mathématique et p h y -
sique, la lecture des cinq premiers Chapitres sera des plus 
aisées; elle leur apprendra rapidement le maniement des fonc-
tions elliptiques avec les notations de Jacobi e t t de M. Weier-
strass. 

Terminons en signalant la façon particulièrement élégante 
dont M. Greenhill a donné des exemples d'intégrales pseudo-
elliptiques, notamment dans le mouvement du pendule conique 
et dans celui d'un corps pesant autour d'un point fixe : ces 
exemples sont tirés d'un Mémoire étendu sur les intégrales 
pseudo-elliptiques que M. Greenhill vient de publier dans les 
Proceedings of the London mathematical Society e t q u i s e 
rattache directement aux paragraphes correspondants de son 
livre. Un autre point, sur lequel M. Greenhill a fait des recher-
ches personnelles d'un grand intérêt, est la théorie des équa-
tions modulaires; le Mémoire original de l'auteur, cité avec 
éloge par Halphen, vient d'être traduit par M. Laugel, dans 
l e s Annales de VÉcole Normale supérieure. 

P . APPELL. 
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SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES CONIQUES; 
PAR M . P . S O N D A T . 

1. Comme applications d'une Note insérée dans les 
Nouvelles Annales (1893, p. 36o), je me propose de 
démontrer quelques propriétés des coniques. 

Je rappelle d'abord que si un point 0 ( a , ¡3, y) , rap-
porté, en coordonnées segmentaires, à un triangle de 

Fig . i . 

référence ABC, appartient à une droite X (à , p, v), 
l'équation 

(0 --+-iL:=l 

est à la fois celle de X en coordonnées ponctuelles, et 
celle de O en coordonnées tangentielles. 

Si le point O cesse d'appartenir à X , l'équation 

(2) a u. 

Ann. de Mathémat., 3e sér ie , t . X I V . ( A o û t 1895.) 
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représente aussi, en coordonnées ponctuelles, si X est 
fixe, la conique Q (fig. i ) tangente en A, B, C aux 
droites AX, Bp, Cv, et, en coordonnées tangentielles, 
si O est fixe, la conique Q, (Jig. 2) inscrite à ABC en 

¡3,Y-
F i g . 2. 

Nous dirons que la conique Q est circonscrite à ABC 
selon la droite X, et que la conique Q, est inscrite selon 
le point O. 

2. Le lieu du point O pour lequel Q, admet la tan-
gente fixe x est la conique Q circonscrite selon cette 
droite, et, corrélativement, l'enveloppe de X , pour la-
quelle Q passe par le point fixe O, est la conique 
inscrite selon ce point. Ainsi le lieu du point O, pour 
lequel Q { est une parabole, est l'ellipse circonscrite à 
ABC selon la droite à l'infini, et l'enveloppe de la 
droite X, pour laquelle Q passe par le centre de gra-
vité de ABC, est l'ellipse inscrite selon ce centre. 

3. Soit 0 ( a , ¡3, y ) un point lié à la droite X(X, p., v) 
par l'équation 

( X - a ) ( p - P ) ( v - T ) - + - i = o. 

E11 vertu des égalités 

Àav - 4 - 1 , a ? ï — — 1 < 
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cette équation peut s'écrire 

et se décompose en celles-ci 
CL ¡X x ( 3 _ 

a ¡jt ~ X ~r~ P 
Donc ( i ) 
i ° Avec X fixe, O appartient à X ou à Q ; 

Avec O fixe, X enveloppe O ou Q, . 
Comme les triangles aCA, ¡3AB, yBC, coupés par les 

droites BO£, COy, AO|3, donnent 

OA OB OC , 
ô ï = < ( I ~ a ) ' ôp = a ( l - C T y = - V* 

le lieu du point O pour lequel 

O A. OB .OC — O a. O ^. O y 

aura pour équation 

(i — a)(i — P)(i — Y)-+-I = O, 

c'est-à-dire sera, avec la droite à l'infini (i i i), l'ellipse 
circonscrite à ABC selon cette droite. 

4. Coupons la conique Q par la droite X, (À,, ijl, , v, ) 
la rencontrant aux points 0 ( a , ¡3, y ) et 04 (a,, ¡3^ v , ) . 
Comme O appartient à X t et à Q, on a ( i ) 

X, S a \J. 
— H- — = I, - -+- -W = T , a a t A p 

et, en éliminant ¡3, 

(4 ) a2 — X̂ -+- A, — a -1- XX, = o. 

' Or les racines de cette équation convenant à O etO<, 
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on a 

(5) aaj = XX1? et de même ¡3 pi = (apj, YYi = vvi-

Si X4 est une tangente, O^ se confond avec O, et Ton 
a, pour ce point de contact, 

(G) = = T2 = vv,, 

L'équation (2) , qui devient alors 

est celle de Q en coordonnées tangentielles, et exprime, 
sous sa forme rationnelle 

(8 ) = 

que les racines de ( 4 ) sont égales. 

5 . THÉORÈME. — Si sur la conique Q , circonscrite ci 

A B C selon la droiteX(X, p., v ) , on prend trois points 

A, (a,, ¡ ^ y ^ B ^ o u , y2), Ci(a3 î y3 ) , le triangle 

AiB|Cf circonscrit à la conique Q1? inscrite à 

A B C selon le point 0 ( a , ¡3, ayant pour coordon-

nées 
ai«2 as « Pi P2 Ps Y1Y2Y3 

Soient, en effet, v<), p2, v2), 
Ci (À3, les côtés de A4 B< C,. On a ( 4 ) 

/ a2a3 — 1Au — XX2, «2 = XX3, 

|P2p3=PPl, PlP3 = f̂̂ 2, PJP* = fJ.̂ 3, 
' Y2Y3 = VV1> YlYs =vv2, YlÏ2 = VV3-

Or le point A< appartenant à Q, on a ( i ) 
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ce qui peut s écrire 

gl«2tt3 . ^ 3 + . Pl 3-2 ¡̂ 3 _ J 
X* 

O U 

* - h S i - I 1 -+- p - 1 ' Xi 

c'est-à-dire ( i ) que a{ enveloppe . 

On prouverait de même que et cK sont des tan-
gentes à Q|. 

Remarque. — Si les points A4 , B n C, sont ceux où 
les droites qui joignent un point z) de X aux 
sommets A, B, C, coupent Q, on aura 

/ ¡J-z vy\ (\z va?\ p (\y \xx \ 

Il résulte de là que 

a = —X, P = — p, Y = — N 

ou O est le pôle de X(triangle ABC). 
De plus, on a les trois systèmes liomologiques 

A B G A B G A B G 

A, B, c, î Ci At B! Bi Ci Ai 

dont les centres appartiennent à X, et dont les axes 
passent par O. 

6. Menons à la conique Q { les tangentes X (A , ¡JL, V) 
et X t ( ) H , p., V| ), partant d'un point O^a , , yi)-
Comme X enveloppe 0< et Q,, on a ( i ) 

A + Ëi = I, 
ai p = i, 

et, en éliminant p, 

( 9 ) X2 / A + A I . M i V / 
P / 

A -f- aai = o, 
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et eomme les racines de cette équation conviennent à 
X et X , , 

(10) XXt = aal5 et de même, = vvj = I• 

Si 0 { se porte surQ,, X1 se superpose à X , et l'on 
a, pour cette tangente, 

(11) X»=a*i f fx* == P3t, V» = YY„ 

L'équation (2 ) , qui devient alors 

est celle de en coordonnées ponctuelles, et exprime, 
sous sa forme rationnelle 

(i3) ~ 

que les racines de (9 ) sont égales. 

7 . THÉORÈME. — Si à la conique Q , inscrite ¿1 A B C 

selon le point 0 ( a , ¡3, y ) , on mène trois tangentes 

« I O M , [AM l>\CKIÏ V 2 ) , C, [X3Î V 3 ) , le trilatère 

a{bscs sera inscrit dans la conique Q circonscrite ¿1 

A B C selon la droite X ( À , ¡JL, V ) , ayant pour coordon-

nées 
> X 1 X 2 X 3 [JL 1 fi.:{ V 1 V -> V } 

V = 

Soient, en eifet, A, (a,, ¡3,, y, ), B, (a2, ¡32, y2 ) , 
t i ( a 3 , |33, y3 ) les sommets de ciyb\cx. On a ( 6 ) 

/ X2X3 = xat, XTX3 — aa2, X2 = aa3> 

= Ĥl = PP-, = 
V2V3 =vyi , V!V3 =YÏ2, ViV2 = YY3-

Or la droite aK étant tangente à Q1 , on a (1) 

- -h = 1 
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ce qui peut s'écrire 

X2X3 . Xt X2 X3 pt p? p3 . P2 P3 __ 
a ' a2 • p - 1 

O U 

c'est-à-dire (1) que A< est sur Q. 
OU prouverait de même que B, et CI appartiennent 

à Q . 

Remarque. — Si hK, c, sont les tangentes à Q, , 
menées par les points où une droite p ( x , jk, z ) , pas-
sant par O, coupe les côtés de ABC, on a 

-(-¥•¥)• «(¥•£••)• 
11 en résulte que h = — a, p. = — [3, v = — y, ou X 

est la polaire de O. 
De plus, on a les trois systèmes liomologiques 

A B G A B G 
5 

G, A, B, 
) 

B, G, A, 

et il est facile de voir que les trois axes passent par O et 
que les trois centres se trouvent sur X . 

8 . THÉORÈME. — Etant données la conique Q cir-

conscrite ci A B C selon la droite X ( A , p , v ) et la co-

nique inscrite selon le point 0 ( a , fi, y ) , il existe 

une infinité de triangles inscrits dans Q et circonscrits 

Soit A rB4C| un triangle inscrit dans Q ; il sera cir-
conscrit à Q< si l'on a (théorème V), 

a2 a3 = «X*, PP5, Ïl7-2Ï3= T'2-

Or les deux dernières conditions se réduisent, en vertu 
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des équations de Q, à la suivante 

On peut donc se donner à volonté a<, c'est-à-dire le 
point A 0 et si l'on détermine a2 et a3 par l'équation 
précédente et a 1 a 2 a 3 =aX 2 , le triangle A j B i C i sera 
circonscrit à . 

9 . THÉORÈME. — Si une droite X ^ X J , , V 4 ) est tan-

gente à la conique Q circonscrite ci A B C selon la droite 

fixe X ( ) M pi,v), le pôle 04(a<, , de IL par rap-

port à A B C appartient à la conique Q t inscrite selon 

le pôle 0 ( a , ¡3, y ) de X * ; de plus, le point de contact co 

de X< est le pôle de la tangente p en 0 { . 

En effet, comme X4 est une tangente à Q, on a ( 4 ) 

et puisque 

— iJ- = — Pi, Xj = — CLu Pi = — Pi, 

il vient, en remplaçant, V â V ï -
ou ( 6 ) 0 4 est sur 

D'ailleurs, si p ( x , j r , z ) est la tangente à Q, en 0 4 , 
on a (1) 

X JJt. 

X 
1 , 

— Pl 

— X 
—y _ r pi ' 

— X ¡1 

T ~ y 

Donc ( i ) , le point (— x, — jr , — z), pôle de p, se trouve 
sur X , et sur Q ou se confond avec le point de con-
tact (O. 
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Remarque I. — Comme 0| est fixe, O décrit la quar-

tique (14). 
Remarque I I . — On aura le théorème corrélatif en 

supposant le point O fixe ainsi que et le point O^ 
mobile sur Q<. 

10. Conique rapportée à l'un de ses triaugles conju-
gués. — Son équation est 

/ n X2 32 

car cette conique ( Jig. 3) coupe BC et CA aux points 
conjugués harmoniques dz X, dz p. De plus, les droites 

Fig. 3. 

qui joignent A et B à ces points sont des tangentes, puis-
que, pour a = ztz X, les deux valeurs de fi sont nulles, et 
pour ¡3 = zb p. les deux valeurs de a sont infinies. 

Si , comme au n°4, on écrit qu'une droite X|(X4, p><,7|) 
est une tangente, on aura pour les coordonnées du point 
de contact 

\ 

( 1 6 ) AXJ = X2 P P I = P 2 , YVI = VS> 

et l'équation ( i5 ) , qui devient 
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est alors celle de la conique en coordonnées taugen-
tielles. 

Si AB passe à l'infini, C devient le milieu de cliacuu 
des segments (À, —X) , (p., — p), et les droites AX, Bp. 
restent tangentes. Le sommet de l'angle C est alors le 
centre et les côtés prennent les directions de deux dia-
mètres conjugués. 

Si l'on désigne par a « , :¿b les longueurs de ces dia-
mètres, par x et y les coordonnées cartésiennes d'un 
point de la courbe, on aura 

. CO b CO n Y \ = - , p = - , z — - , B = , 
Cl cc X ' CO 

et l'équation ( i 5 ) prendra la forme connue 

x2 y- _ 
a* + "¿* ~~ 1 ' 

L'équation (17) devient aussi 

Xi et j f étant les longueurs Cu,, qui seraient les 
coordonnées cartésiennes de la tangente mobile X , . 

J)e plus, 0(JC,y) étant le point de contact, les rela-
tions (16) donnent 

xxl==a2, yyi = âs. 

M . Polaire d'un point par rapport à Q. 

THÉORÈME. — Étant donnés la conique Q circonscrite 

à x\BC selon la droite X ( A , p , v ) et le point 0 ( a , ¡3, y ) , 

les droites qui joignent deux ci deux les points ( . p y ) 

et ( X . y ) et (a.v), et ( a p . ) forment un 

triangle A , B, C , homologique avec A B C , et Vaxe p 

d honiologie est la polaire de O par rapport ci Q. 
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Les droites b{, c, coupent, en effet, les cotés BC, 

CA, AB aux points 

_ l * — ? _ v — Y _ ^ — a 
( I 9 ) 

et, comme xyz~-f-i, ces trois points sont situés sur 
une droite p ( # ,y , z). 

Or, si les droites A a, B[3, Cy coupent Q en A2, B2, 
C2, ou a (1), pour le point A2, 

v ( a — X ) 
5 v(X — a) ' 

et (4)? pour la tangente en A2, 

_ X v(X —a)2 

X ' v(T~— a)2 ' a2 

Cette tangente coupe AX au point 

JJL(X -h a ') v( a — X ) 
1 A , —S ? R • X — a X -+- a 

De même les tangentes en B2 et C2 coupent Bu et Cv 
aux points 

11 t ^ F ' * - ^ r ' 

K * < Ï ± I > , V. 
V - T v + 7 

Il résulte de ces valeurs que les points I, H, K , qui 
fixent la polaire de O, appartiennent a la droite p. 

Remarque 1. — On peut donc (avec la règle) con-
struire la polaire de O, sans qu'il soit nécessaire de tra-
cer la conique Q. 

Remarque II. — Si x = y = z = î , O est le centre 
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de Q, et les formules (19) donnent, pour ce centre, 

1 — X — X p ' 
p(j — p H- pv) 

I — P — Pv 

(1 — V -4- Xv) 

(20) <p = 

T == I - V — Xv~' 

12 . THÉORÈME. — -SI les droites qui joignent un 

point 0 ( a , ¡ 3 , y ) de la conique Q circonscrite à A B C 

selon la droite X ( X , p , v ) , ¿I/î^ points X, p . v , coupent 

la conique en A^ B 4 , C < , le triangle A{ B î C I est. lio-

mologique avec A B C ; le centre to d'honiologie est le 

point oil la tangente X touche la conique Q j inscrite 

selon le point O, et Vaxe p, qui est la polaire de 03 

par rapport ci Q, tourne autour du point O,, pôle 

de X par rapport à A B C . 

En effet, d'après (4) , l une des coordonnées de A< 
est et on aura les autres par l'équation (2). De 
même, pour B4 et C^ On trouve ainsi 

X2 1 1 
Ai 

B, 

Ci 

Xy * Xp' 

- , — , 
PT ' P ' p * ' 
1 1 

~1J ' — » vp va 

Les droites A A M BB1? CCj sont donc concourantes 
au point 

/X»- p2 v2\ 
^ ( > ~Q~ y ) y 

\ « ? Y / 

et ce point, qui appartient à X pour vérifier son équa-
tion (1), est de plus (6 ) le point où X touche . 

Les côtés de A, BtC4 coupent les côtés correspondants 
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Je ABC aux points 

x= — a, y = — ^ = — Y' 

et ces points sont situés sur la droite p (— x, —y, — s), 
polaire de O par rapport à ABC. 

Comme on a 
— a — p 

cette droite p passe par le point 0 ( — A, — p, — v) , pôle 
de X (triangle ABC) ; elle est de plus polaire de to (co-
nique Q ) , car les relations ( i ) , qui lient le point à sa po-
laire, se trouvent vérifiées. 

13 . THÉORÈME. — Le lieu des centres tù(x,y, z) de 

la conique Q , inscrite à A B C selon le point 0 ( a , p , y ) , 

mobile sur la droite fixe X ( X , p , v ) , est. une conique. 

Comme O appartient à X , on a ( i ) 

X p _ _4_ r — lm 
cc p 

Or (formule 2*2), 

_ 1 -4- x — xy __ 1 -h x -h xy 
1 -h x -h xy ^ — 1 -h x -h xy 

En remplaçant, il vient 

[(Xp -Hp — I 2XpjK 4- (1 -+- Xp - p)] 
— 2(PJK—-O^-Mi-J- p — Xp) = O. 

Cette équation est celle d'une conique Q 2 qui coupe 
les côtés BC, CA, AB aux points qui sont les racines 
des équations 

(i-t-Xp—p).r2-f- ix 4- (i-h p—Xp) = o, 
(Xp H- p — i)y2 -f- aXp^ -4- (1 -4- Xp — p) = o, 
(1 -h p — Xp)~2 -f- 2t P-5 -H (Xp -4- p — 1) — o, 
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c'est-à-dire en leurs milieux et aux points 

X JJL JJL 1 JJT I X JJL _ _ I JJL — X JJ. 

~ ~ X J J L — !X — F - I y 1 A JJL —T— JJL 1 ' ^ 1 ! H - JJL — X J J L 

Or, si Q 3 est la conique inscrite ayant pour centre 
t.), (—X""1, — »"-"S — c e l t e conique est inscrite à 
ABC selon le point 0{ , s,). 

Remarque 1. — Si X passe à l'infini, on a 

x\ =7) = -i = — i, 

et Q 2 devient l'ellipse inscrite selon le centre de gra-
vité. 

b2 c 2 a2 
Remarque I I . — S i À — — ? ix = —r > v — r-a > o u si X 

' c 2 r « 2 b 2 

est la droite isotomique de celle suivant laquelle le 
cercle est circonscrit à ABC, (o, devient le point de 
Lemoine, 0 4 est l'orlliocentre et Q 2 est le cercle des 
neuf points. 

14. Pôle d'une droite par rapport à la conique Q<. 

THÉORÈME. — Etant données la conique inscrite 

à A B C selon le point O ( a , ¡ 3 , y ) et la droite o ( A , ¡JL, V) , 

si Von appelle A 4 , B , , C , les points ( IAV, v43), (X y , v a ) , 

u a ) , les droites A A , , B B , , C C , seront concou-

rantes en un point t o , pôle de p par rapport à Q , . 

En effet, les coordonnées des droites A A : , BB,, CC, 
sont 

( \ — v ~ T _ X — g _ ft 
V Y C Î X - P ) ' Xa (v — y ) ' 

et comme xyz = — i, ces droites sont concourantes en 
un point to(jr, y, z). 

Or, si l'on mène à Q, les tangentes XI, uH, vK, on 



et (6), pour le point (le contact I, 

x* 3q — g)2 

a1 X2 ' S(X —a)2" 
— a — a 

On en déduit, pour al, 

ß( X — a) Y( X H- a ) 
— — . 

X -H a ' a — X 

On aurait Je même pour ¡311 et v K , 

T ( f x - P ) 

11 résulte de ces valeurs que les droites a l , [3H, y K , 
qui fixent le pôle de p, passent par to. 

Remarque I. - On pourra donc (avec la règle) 
trouver le pôle d'une droite X, et, si cette droite est à 
l'infini, on aura le centre de Q, en joignant A, B, C 
aux milieux des segments ¡3y, ay, a[3. 

Remarque IL — Si O est le centre de on a 

15. THÉORÈME. — Si par le point ou une tangente 

X ( À , JJL, V ) à une conique Q, inscrite à A B C selon le 

point 0 ( a , ¡3, y ) , coupe les rayons A a , B|3, C y , on 

mène les secondes tangentes a,, le trilatere 

ashKcK est homo logique avec ohe ; V axe p d'Homologiey 

qui tourne autour de O, est tangent ci la conique Q 

circonscrite à A B C selon la droite X , et le centre to 

I - ß 
ß ( I — a ) 
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d'homologie, qui est le pôle de p par rapport à Q 4 , 

décrit la droiteUL^ polaire de O par rapport à A B C . 

D'après (4 ) , a2 : A est l'une des coordonnées de A<, 
et l'on aura ( i ) les deux autres en écrivant que aK en-

On voit par là que les points ( a a K ) , (bb{), (cc{) 

Cette droite, qui passe par O pour vérifier son équa-
tion ( i ) , est de plus (4 ) tangente à Q. 

Les droites AA<, BB4, CC t , qui ont pour coor-
données x = —X, y = — p , ^ = — v, sont concou-
rantes au point co(—A, — p, —v) , pôle de X(tr i . ABC). 

Ce point appartient d'ailleurs à la droite 

et il est le pôle de p (conique Q ) parce qu'il vérifie les 
relations (21) qui lient le pôle à sa polaire. 

16. Génération de la conique. — Coupons le triangle 

ABC par la droite X (X, p, v) (fig. 4)> et lirons les 
droites AX, Bp, Cv formant le triangle A4 Bj C4 liomo-
logique de ABC selon l'axe X , et son pôle 

sont situés sur la droite 

car 

O t ( - X , - p , - v ) 

par rapport à ces triangles. 
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Proposons-nous de décrire la conique Q circonscrite 

à ABC selon la droite X et inscrite à A, B< Ci selon le 

Fig. 4. 

77 
// 

\ 
\ 

point 0\ qui est aussi le pôle de X par rapport à cette 
conique. 

Si t>)(x,jr, z) est un point de X , on aura (1) 

<23) t 
* p y 

V X 

Les droites o>A4, wB i5 coCi coupent BC, CA, AB en 
a, ¡3, y, et comme 

A i ( — X , p , v ) , B i ( X , — p , v ) , G i ( ( X , p , — v ) , 

on aura, en utilisant les équations (23) , 

Il en résulte que les droites A a, B ¡3, Cy sont concou-
rantes au point 0 ( a , ¡3, y ) . 

Ann.de Mathérnat., 3 e sér ie , t. XIV. (Août 18$5.) 2 3 
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Or, d'après (24), l e s équations (23) deviennent 

a 8 v y X 
Ç = i , -h - =1, — H = l. 
p P Y v a 

Donc ( i ) le point O appartient à Q. Les triangles 
A4 B, G, et tt^y sont homologiques (centre co), et l'axe 
X4 ( )M , p M v4 ) a pour coordonnées 

X i = —a, p i = — p, vj = — y. 

D'ailleurs, les équations (23) expriment que X j passe 
par0 1 ? et les équations (25) que le triangle apy est 
circonscrit à A< Bj C<. 

On a ainsi le système liomologique 

0 
01 

A B 
At B, 
a ji 

G 

Ct 

Y 

P 

X„ 
X 

dans lequel chacun des centres ou des axes est celui des 
deux triangles non écrits sur la ligne où il se trouve. 

Si I, H, Iv sont les points qui fixent l'axe p, on a 

P(X + a) 1 
X, 

l H 

a (v -
•Pi)' 
Y) 

X 

P> 

P(X. 

Y (p- • P ) 

a ( v + Y ) 
d'où, d'après (24 ) et (25), 

(•26) 
X3 

y1 

V-i 
J2* 

Ces valeurs montrent que la droite p passe par O. De 
plus, elle est tangente en ce point à Q, car (4 ) les 
coordonnées de cette tangente sont 

a2 p2 Y2 
_ , ? —y 
À p V 

c'est-à-dire, d'après (24), celles (26) de p. 
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Il est facile de voir que le triangle a|3y est autopo-

laire par rapport a Q , car la polaire de a est I ou ¡3y. 
Il en résulte que est le pôle de A, a, et comme 0 « 
est le pôle de X , la droite 0414 ou X, est la polaire 
de to. 

En résumé, pour toute position de to sur X , on 
pourra (avec la règle) obtenir un point O de Q, la tan-
gente p en ce point, et la polaire X , de to, 

1 7 . T H É O R È M E . — D e u x triangles A B C E I A I B I C - R , 

conjugués par rapport à une conique, sont homolo-

giques, et réciproquement. 

Soit Q une conique coupant les côtés BC, CA, AB du 
triangle de référence aux points \ et Àî5 P. et ¡JI1 , v et 

. On a 

et Ai B, C f le triangle des droites I I j , HH,, K K , , lequel 
est conjugué de ABC par rapport à Q. 

On a 

r = X X j ij.ij.1 w i = 

Appelons I et I4 , H et H l 7 R et les points 

( p v , p t v O e t ( f x v i , {jL tvX 

( X v , X JV J ) e t ( X v 1 ? X , v ) , 

( X f i , X ^ x j ) e t ( X f x ^ X t f x ) , 

I : VJ — V FXV — ^ V I VVJ.(F* — F*L) 
vv,(ji.— fXi)' V—Vt ' jxv— J1,V! 

et, en permutant v et v<, 

X • 1 
1 ' VV,( fX— f i l ) ' 

D'où, pour le côté 

|XV, — M-jV vV!(fX— fJL,) ? 
Vi v JJLVj JJ.J V 

v + v , 1 Wj 
V -h Vi 
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On trouverait de même, pour bh et 

>)X\ X - 4 - X j v -+- Vi 

À -4- A I ' X X / F V - F - V J ) ' 1 

X -h Xj 2 ppj p -+- Pi 

' P - 4 - P i p p i ^ X - 4 - X i ) 

Les points aa{, bb,, ccK ont donc pour coordonnées 

v -4-V, _ X-4-Xt _ p H- Pi 

X ^ ' y " AX, (v v O ' a ~ p p , ( X - h Xi ) ' 

D'où I xyz — - = -4- i, 

ou les triangles ABC et A,B,C 4 sont homologiques 
selon l'axe p (x , y , z). 

Réciproquement, si xyz = i , on aura r = \ et les 
deux triangles ABC et A, homologiques seront 
conjugués par rapport à la conique Q circonscrite à 
l'hexagone XX, pp4 vv4. 

D'ailleurs, si l'on connaît les coordonnées des côtés 
¿>1? Cu on pourra, en s'aidant des relations obte-

nues, trouver les points où cette conique Q coupe les 
côtés de ABC. 

1 8 . THÉORÈME. — Si deux triangles A B C et A , CJ 

sont homologiques, le triangle A ' B ' C ' des points 

( B C ( , B , C ) , ( A C , , A , C ) , ( A B M A , B ) et le trilatere 

a\b\c\ des droites (bc{, f ^ c ) , (acu a{ c ) , (abx, a{ h) 

sont aussi homologiques. 

Eu effet, les triangles homologiques ABC et A jB , C1 

sont conjugués par rapport k une certaine conique 
Q (17). Or, comme les points B et C4 ont bK et c pour 
polaires-, BCj est la polaire du point bh c; de même B* C 
est la polaire du point bci. Donc le point (BC<, B< C) 
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ou A' est le pôle de la droite (è4 c, bch ) ou a\ . De même, 
B' et C sont les pôles de b\, c\. Les triangles A! B'C' et 
A\ B', C, sont ainsi conjugués par rapport à Q, et, par 
suite (17), homologiques. 

SUR LA COMPOSIT ION » ADMISSION A L 'ÉCOLE 
POLYTECHNIQUE ; 

PAR M . LUCIEN L É V Y . 

On lira peut-être avec intérêt la solution du pro-
blème que j'ai proposé, cette année, pour le Concours 
d'admission à l'École Polytechnique. 

PREMIÈRE P A R T I E . — Former /'équation de la surface 

du deuxième degré (S) qui contient trois droites 

données D , D ' et O A . 

Cette première Partie est traitée dans tous les cours, 
en faisant un choix particulier d'axes; la méthode est la 
même quand les axes sont quelconques. Je prendrai les 
équations des droites D et D'sous leur forme la plus ré-
duite en faisant observer que les formes à cinq ou six 
paramètres apparents, qui sont presque exclusivement 
usitées dans l'enseignement à cause de la symétrie qui 
en résulte pour les formules, ne doivent pas faire oublier 
les formes à quatre paramètres effectifs, bien plus ma-
niables dans les applications. 

Soient 
( D = x— a z— b — o, 

( Di cz — d=z o, 

i D'= x — àz — b' = o. 
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les équations des droites D et D^ 

Z — O, 
( O A ) 

( y — mx 

celles de OA. 
La méthode classique consiste à faire passer par la 

première droite un plan 

(1) D — X Dt = o, 

par la seconde droite un plan 
(2) D'— X'Dj = o, 

et à exprimer que la droite représentée par ces deux 
équations rencontre OA, ce qui s'exprime en faisant 
z = o et y = mx dans ces deux équations, et en écrivant 
que les deux valeurs de x ainsi obtenues sont égales : 

x — b — \(mx—d) — o, 

x — b'— X'( mx — d') = o, 

d'où la condition 

1 — X m __ b — X d 
1 — X' m " b' — X' d'9 

ou 

( 3 ) b'— b -h \{d — b' m) -h l'(bm — d') -f- IV m(dr— d) — o. 

L'équation cherchée s'obtient en éliminant \ et À' entre 
les équations (1), ( 2 ) et (3) . On obtient ainsi l'équation 
de ( S ) 

(S) | 
( -h(bm~dr)D'Di-^-ï)D,m(d,— d) = o. 

Cette équation contient le paramètre m au premier 
degré, comme on pouvait le prévoir /puisque ces surfaces 
(S ) ont, au fond, huit points communs, savoir : trois en 
ligne droite sur D, trois sur IX, un en O, et un sur la 
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droite qui joint les traces sur xOy de D et de D', droite 
qui appartient à ( S ) puisque x O y est un plan tangent. 

DEUXIÈME PART IE . — La surface ( S ) et la suif ace ( S ) 

analogue qui contient les droites A , M et O A se 

coupent, en dehors de O A , suivant une certaine 

courbe. Trouver la surface lieu géométrique de cette 

courbe lorsque OK décrit le plan xOy. 

Ordonnons l'équa don ( S ) par rapport au paramètre m 
qui va varier 

l [( ci' — <F)DD'-B ¿JD'DJ — b'T>D\\m 
( ' j ô)D1D.i-f-rfDDr1 — r f ' D ' D ^ o . 

On aura de même l'équation de (S.) en mettant sim-
plement des lettres grecques au lieu de lettres françaises, 
savoir pour les droites 

= x — a z — S = o, 
« 

A i = y — y z — o = o , 
A' — x — oc'z — P' = o, 

y — y'z — o' = o, 
d'où 

j ^AjA'jH-BAA; —o'A'A, = o. 

Le lieu clierché s'obtiendra donc par l'élimination 
de m et aura pour équation 

( a ) < 

i ( b' — b)DlD \ ¿/DP, — d'D'Dj 
[ ~ ( p ' — p ) A t Aj -h 8 AAj — d'M 

Le lieu est en apparence du quatrième degré, mais il 
est évident que l'équation précédente se décompose en 
deux dont l'un doit être z = o ( le lieu de OA qui, 

i A ; 
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d'après renoncé, est étranger). Vérifions ce point : pour 
cela, il suffit de développer l'équation précédente en 
supprimant la lettre z. 

Le premier numérateur devient ainsi 

{d' — d)(x — b)(x — b') 
+ b(x - b')(y - d ) - b'(x - b)(y - d'), 

ou 
( d'— d)x2-f- (b'd-bd')x -h (b — b')xy, 

ou, enfin 

x[(d'—d)x -h (b — b')y-\-b'd — bd']. 

Un calcul aussi court donnerait le second numéra-
teur; mais on peut remarquer qu'il se déduit du pre-
mier par l'échange simultané des lettres z et y, b et rf, 
b' et d!. Il s'écrit donc 

y[(b' — b)y (d — d')x d'b — db'], 

et le rapport des deux numérateurs a pour valeur — 

Le rapport des deux dénominateurs, qui n'en diffère 
que par l'emploi des lettres grecques, a donc aussi pour 

valeur — et les termes indépendants de z dispa-
raissent dans l'équation ( 4 ) qui, par conséquent, s'a-
baisse au troisième degré. Elle ne peut d'ailleurs s'a-
baisser davantage5 car l'équation ( 4 ) montre que les 
quatre droites font partie du lieu et, comme ces droites 
sont quelconques^ elles ne peuvent être sur une qua-
drique. 

Le lieu est donc certainement une surface de 
troisième degré S;î, dont l'équation sera 

¿(LM'—ML') = o. 
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si I on écrit l'équation ( 4 ) ainsi 

L __ M 

L ' " " M ' ' 

II n'y a évidemment aucun intérêt à développer da-
vantage pour le moment. 

Remarque. — On peut remarquer qu'il était inutile 
d'astreindre la droite OA à décrire un plan fixe; cela 
résulte immédiatement de la manière classique de con-
struire, par points, la cubique gauche intersection des 
surfaces (S ) et (S ) . 

Par le point O, on mène un plan quelconque : soient 

a9 a' les points ou il coupe D et D ^ a , a! ses points d'in-

tersection avec A et A ' . Le point M ou se coupent aa! 

et aa' décrit la surface Il paraît que ce mode de gé-
nération se trouve indiqué dans Schrœter; je n'ai pas 
eu le temps de le vérifier. Il a été aussi trouvé par M. F. 
D e r u y t s (Bulletin de ly Académie royale de Bruxelles, 

p. 35 ; 1891) dans un intéressant Mémoire sur les droites 
des surfaces cubiques, auquel j'ai fait de nombreux em-
prunts. 

TROISIÈME PART IE . — Trouver les droites de la surface. 

Le calcul faisait immédiatement découvrir les quatre 
droites données D, D', A et A'. Quelques candidats ont 
écrit ainsi l'équation (4 ) 

D,(bDi — dD) — D(b'D\ — d'D') 
A'(pA! — oA) — A( ¡3' A j — 0' A') 

Di(ù,D\ - d'Y)') - D'j (6D) — ¿/D) 
A^p 'A^ -S 'AO-A^pA i -SA ) ' 
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et trouvé deux nouvelles droites 

(G) 
j b D!— c/D = o, 
/ b'D\ — cl'D'=o, 

(T) 
ftAi— cA = o, 

P'A'i — o'A'= o; 

ee sont celles qui passent par O et s'appuient sur un des 
couples D, D' ou A, A'. 

C'est par des considérations géométriques, comme 
d'ailleurs il convenait, que toutes les droites ont été 
trouvées. 11 suffisait pour cela de recourir à deux consi-
dérations simples : i° toute droite qui a quatre points 
sur une surface du troisième degré en fait partie, ce qui 
donnait les sécantes K et R' communes aux quatre 
droites données; 2° tout plan qui coupe une surface cu-
bique suivant deux droites la coupe suivant une autre 
droite. Ces deux théorèmes bien connus, et qui ne sont 
pas particuliers aux surfaces du troisième ordre, suffi-
saient, avec la détermination directe des six premières 
droites signalées qui se faisait sans peine et que je 
passe sous silence, pour abréger. Les lecteurs des 
Nouvelles Annales trouveront plus loin une Note de 
M. d'Ocagne sur ce même sujet; je n'insisterai donc pas 
davantage. 

Je ne résiste pas cependant au plaisir de signaler la 
très élégante classification des 27 droites que m'a signa-
lée M. E. Blutel; le plan GT coupe les droites R etR' 
suivant une droite L qui est évidemment sur la surface 
(quatre points communs). Considérons maintenant les 
cinq droites D, D', A, A' et L qui coupent R et R' : 
chacune d'elles avec R ou R' détermine un plan où se 
trouve une nouvelle droite, soit dix en tout. 

Trois quelconques d'entre elles avec R et R' détermi-
nant surabondamment un liyperboloïde qui coupe S3 

suivant une nouvelle droite, soit dix hyperboloïdes et 
dix nouvelles droites, ce qui fait le compte. Si R et R' 
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sont imaginaires, les dix plans donnent dix droites 
imaginaires, et les dix hyperboloïdes dix droites réelles, 
en tout douze droites imaginaires et quinze réelles. 

J'indiquerai dans une Note le degré de généralité du 
mode de génération qui faisait l'objet du problème. 

QUATRIÈME P A R T I E . — Etudier complètement la sur-

face S3 dans le cas particulier où les quatre droites 

D , D ( , A et A ' sont quatre génératrices d'un même 

système d'un hyperboloïde qui passe au point O ; et 

montrer que, dans ce cas, le lieu comprend un plan 

qui demeure invariable lorsque les quatre droites 

décrivent respectivement des plans passant par le 

point O (et que le plan tangent en O à l'hyperboloïde 
demeure invariable). 

Pour me conformer au texte que les candidats ont 
eu entre les mains, je laisserai d'abord de côté le der-
nier membre de phrase. 

Voici d'abord le calcul. Les quatre droites étant sur 
un hyperboloïde Ii et faisant partie d'un même système 
sont rencontrées par une même génératrice G de l'autre 
système passant par O ; profitant de l'indétermination 
possible du plan des xy que j'ai signalée dans la re-
marque qui suit la seconde Partie, je prendrai G pour 
axe des x et le plan tangent à l'hyperboloïde en O comme 
plan des xy. L'équation de l'hyperboloïde sera de la 
forme 

Py -+- = 

avec 

P = A a? -+- By H- G5, Q = Ea? H- F* -h G. 

La droite (D ) aura pour équations 



( 336 ) 

De même(D' ) , (A ) , (A ' ) 

( Y — C' Z, 

(P ' ) 1 J 
} | P c ' + Q = o , 

\ y — (A) v } / Py + Q = O, 

( M \ P Y - F . Q = O . 

On peut utiliser les calculs de la seconde Partie, et 
écrire immédiatement l'équation du lieu (4 ) en y faisant 

(6) 

d = d! — o — o' — o, 
¿D'Di- b'DD't _ (b'—b)DiD/l 
pA'Aj-p'AA', ( P ' - P J ^ A ; ' 

Si l'on fait y z = c z dans la seconde équation (5), il 
vient 

P c - f Q + C B ( C 5 — y) — o, 
d'où 

l'c + Q + c I H c s - / ) vv Pc' + Q + c'B(c'-i-<y) P — — , D — — , E -h A c E -+- A c 

6 '= . G 
E -h A c E H- A c' 

et l'équation devient 

— G [ Pc '+Q + c' B (c ' z — y)] (y-cz)-f- G [ P c-4- Q 4-c B (cz—y)] (y — c'<• 
- ~G~fP y' + Q + i B (Y z -^yilty — y 5) h- G~[ P y•+• Q -hy B (y z—y)\ (y 

__ — c (,r — c' (c — c) A 

Ordonnons le premier numérateur par rapport aux 
lettres c, c7, après l'avoir divisé par G, 

Qz(c — c') -+- P y (c — c ' ) -4- B (c ' — c) (y—cz)(y—c'z). 

Multiplions les deux termes du deuxième rapport par 
B ̂ et ajoutons au premier rapport terme a terme. 
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nous obtenons la nouvelle proportion 

Q- -+- p.r = ( y - c z ) ( y — c'z) _ 
Qz + Py 

Sous cette forme, on voit que le lieu se décompose 
en deux 

Qz H- P j = o 

qui est l'hyperboloïde donné, et 

(y — cz)(y — c'z) — {y — y Z ) ( y — y'z) = o 

qui se compose du plan z = o et du plan 

( cc' — YY ' ) z -f- ( Y -f- Y' — c — c' )y = o. 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE. 

Soit A le point où OA rencontre (H) . J'appellerai 
toujours premier système de génératrices celui qui con-
tient deux des quatre droites, quel que soit d'ailleurs 
l'hyperboloïde considéré. Cela posé, par A il passe deux 
génératrices de (H ) , l'une g-du premier système, l'autre 
g7 du deuxième : g' rencontre D,D', A, A' etOA ; elle est 
donc commune aux deux quadriques S et S qui ont dès 
lors trois génératrices communes G, g' du deuxième 
système et OA du premier. Ces deux quadriques ont 
donc une quatrième génératrice commune / du premier 
système. Lorsque OA pivote autour de O, g* décrit l'hy-
perboloïde ( H ) qui fait donc partie de l'intersection ; gf\ 
qui n'est pas sur (H ) , décrit la partie restante du lieu, 
c'est-à-dire un plan. Étant du premier système, g" 
coupe G, le plan que l'on vient de trouver passe par G. 

Reste ce qu'on pouvait dire sur le second membre de 
phrase ; le calcul répondait nettement. Les candidats 
qui ont déterminé le plan ont remarqué qu'il passait 
par G; ils ne pouvaient pas dire autre chose. Ils liront 
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dans les feuilles de M. Croville-Morant, qu'ils ont entre 
les mains, l'élégante démonstration, due, je crois, à 
M. Antomari, et prouvant que ce plan est conjugué du 
plan tangent enO à l'hyperboloïde dans l'involution dé-
terminée par les deux couples de plans OD, OD' et 0 A, 
OA'. Ce point se vérifierait sans peine sur l'équation 
que j'ai donnée plus haut. 

Note. — Voici quelques détails complémentaires sur 
le nombre des droites et sur le degré de généralité de la 
surface qu'on trouvait. Le nombre des conditions (19), 
qui résultait de l'énoncé, ne prouvant rien, il faut rai-
sonner autrement et recourir à la théorie des surfaces 
du troisième degré. 

On sait depuis longtemps (voir Quarterly Journal, 

t. II, p. 114 et suiv. ; 1857, Schlâffli) qu'il y a deux 
cent seize manières de grouper les 27 droites d'une 
surface en couples de deux droites ne se rencontrant pas. 

^En effet, chacune des 27 droites est rencontrée par 10 

autres; donc 16 ne la rencontrent pas, et, comme chaque 
couple est obtenu de deux manières, on a en tout 

1 iï * 27 = 216 couples^. Prenons pour K et K ' les deux 

droites d'un de ces couples; K et K ' ont cinq sécantes 
communes, qui peuvent être associées de quinze ma-
nières en deux couples D, D' et A, A' de droites ne se 
coupant pas, ce qui donne déjà 216 x i5 == 3240 grou-
pements des 27 droites en paires de deux droites ne se 
rencontrant ]5as. Prenons une de ces paires de deux 
droites (nos droites D ,D ' et A, A')} il n'existe qu'un 
point O, d'où partent une droite rencontrant D et EK 
sans rencontrer A, ni A' et une droite rencontrant A et 
A' sans rencontrer D ni I ï (ce point se détermine faci-
lement à l'aide des notations de Schlâffli employées par 
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M. d'Ocagne). Donc toute surface du troisième ordre peut 
être engendrée de 324o manières par le procédé de 
l'énoncé. Mais, dans ce que je viens de dire, je n'ai pas 
distingué le réel de l'imaginaire ; en se plaçant au point 
de vue du réel, il faut exclure, au moins, les surfaces 
cubiques qui n'ont que trois droites réelles. 

SOLUTION GÉOMÉTRIQUE COMPLETE DE LA TROISIÈME PARTIE 
DU PRORLÉME D 'ADMISSION A L 'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E ; 

PAR M. M. n'OCAGNE. 

Étant donnés un point O et quatre droites D, D', 
A, A' ne se rencontrant pas, on mène par le point O un 
plan quelconque qui coupe ces quatre droites aux points 
d, df, o, 8'. Les droites ddf, 88''se rencontrent en un 
point M dont le lieu est une surface de troisième 
ordre (M ) . 11 s'agit de déterminer les vingt-sept droites 
de la surface (M ) . Appelons D0 la droite issue de O qui 
rencontre D et D7, A0 la droite issue de O qui rencontre 
A et A'. 

Si l'on considère toutes les droites 88' qui rencon-
trent D, on voit que cette dernière droite appartient à 
la surface*, de même pour D', A et A'. 

Si l'on considère toutes les droites 38' qui rencon-
trent D0, on voit que cette dernière droite appartient à 
la surface; de même pour A0. 

Nous allons voir que la connaissance des six droites 
D, D', A, A', D0, A0 entraine immédiatement celle des 
vingt et une autres. Nous entendons par là qu'à l'aide 
de ces six droites on peut effectivement cortsfruire les 
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vingt et une restantes, et non pas seulement se con-
tenter d'indiquer des plans liés à ces droites et conte-
nant de nouvelles droites de la surface sans déterminer 
autrement ces dernières. 

Nous emploierons, pour faire cette détermination 
complète, la notation de M. Cremona, qui est la sui-
vante : 

Les vingt-sept droites, réelles ou imaginaires, de 
toute surface du troisième ordre peuvent être représen-
tées par 

ai a2 «3 «4 «5 «6 
b{ b2 ¿>3 bk b~0 b6 

Cl 2 <?13 C U C 1 5 C i 6 

<?23 Cr+ <?25 Ci fi 
c35 c36 

C^ Ck c 

les relations de situation entre ces vingt-sept droites 
étant indiquées par leurs indices ainsi qu'il résulte de 
l'énoncé que voici : 

Deux des vingt-sept droites se rencontrent lors-

qu elles appartiennent à Vun des groupes suivants : 

i° Une droite a et une droite b d'indices diffé-

rents ; 

2 ° Une droite a ou b et une droite c ayant un 

indice commun ; 

3 ° Deux droites c ri ayant pas d'indice commun. 

Pour tous les autres groupements deux à deux des 

vingt-sept droites il ri y a pas rencontre. 

On vérifie immédiatement, en prenant Y une quel-
conque des vingt-sept droites et appliquant l'énoncé 
précédent, que cette droite en rencontre dix autres. 

Cela posé, nous constituerons, dans le cas qui nous 
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occupe, les groupes numérotés en chiffres romains 
dont voici rénumération : 

I . Les quatre droites D, D', A, A' qui appartiennent, 
comme nous venons de le voir, à la surface ( M ) et ne 
se rencontrent pas pourront être ainsi désignées 
(Énoncé, 3°) : 

D C, 2 
D' c13 

A Ci 4 

A' 
Total : 4 droites. 

I I . La droite D0 , qui rencontre à la fois c<2 et c i 3 , 
ne peut être que a { . bK (E . , 2°), c45, c46, c56 (É. , 3°) . 
Mais elle ne doit rencontrer ni A, ni A', c'est-à-dire ni 

ni c15. Or aK et b{ rencontrent cKk et c15, c46 ren-
contre C\5, et c3C rencontre ci/t. La droite D0 lie peut 
donc être que c45. On voit de même que A0 ne peut être 
que c23- Ces deux droites c43 et c23 ont bien en com-
mun un point qui est le point O. 

On voit doue que l'on doit prendre pour 

Do c45 

A0.. c23 

Total : 2 droites. 

I I I . Les droites c13 et c45 déterminent un plan (E., 3°). 
Ce plan coupe les droites c14 et c i 5 en des points qui 
ne sont pas sur les deux précédentes, car ci /t et c15, qui 
ne se rencontrent pas, ne rencontrent pas non plus c13 

et c43. La droite qui joint ces deux points d'intersec-
tion coupe donc les quatre droites c i 3 , c45, c i 4 et cis en 
quatre points distincts. Elle appartient donc tout entière 
à la surface. Ce ne peut être ni une a, ni une car il 
faudrait que son indice appartint à la fois aux quatre 

Ann. de Mathemat3e série, t. X I V . ( Août 1895.) 
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précédentes (E , 2°) qui n'ont pas toutes ensemble un 
indice commun. C'est donc une c, et comme elle ne 
peut avoir aucun des indices i, 3, 4> 5, c'est c2e. 

Ainsi donc : 

La droite joignant les points d'intersection de 

clv et c1B avec le plan (e13C45) est c26. 

De même : 

La droite joignant les points d'intersection de 

cu et c15 avec le plan (c12C45) est c36 

c,2 » c13 » (ci5C23) » c46 

c12 » c13 » (cuc23) » c5G 

Total : 4 droites. 

I V. Les droites cr3 et c56 d'une part, c15 et c36 de 
l'autre déterminent deux plans dont la droite d'inter-
section, qui coupe ces quatre droites en quatre points 
distincts, est tout entière sur la surface (M) . En repre-
nant le même raisonnement qu'au n° III, on voit que 
cette droite ne peut être que On trouve ainsi que 

les plans (c13c56) et (c15c36) se coupent suivant c2; 

» (^13 <^6 ) » ( C u C 3 6 ) » C2 3 

» (ci2c5c) » (ci3e26) » cn 

» (c12c46) » (e,3c2fi) » c35 

» (c2ic35) » (c23cn) » c16 

Total : ;> droites. 

Remarque. — Les onze droites déduites des quatre 
qui étaient données et du point O, se construisant toutes 
linéairement, sont nécessairement réelles. 

Donc, les quinze droites c de la surface (M ) sont 

toutes réelles. 

V. I l existe deux droites, réelles ou imaginaires, 
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rencontrant les quatre droites D, D', A, A', c'est-à-dire 
C\2, c43, ¿i/o Ces deux droites seront**, etè< (E, 2°). 

Total : deux droites. 

VI . En reprenant le môme raisonnement qu'au n° I I I , 
ets'appuyant sur les deux premières parties de l'énoncé 
au lieu des deux dernières, on voit que : 

La droite joignant les points d'intersection de : 

<?23 et c26 avec le plan (¿>iCi2) est «2) 
C2 3 » c36 » (¿1 CiS) » 
Ci5 » c46 » (biC l t) » « i , 
c45 » c36 » (btC1B) » «5, 
C26 V C3fi )) (bic j6) » 
i'23 » C-26 » («ic12 ) » b2, 
C23 » C36 )) («1 c J 3 ) » ¿3, 
C.;5 » Ci6 ». (a 1 c u ) » 
Ci5 » C56 )) OlCiö) » ¿5, 
C26 » C36 » («1 c i 6 ) » 

Total : dix droites. 

Remarque, — Ces dix dernières droites se déduisant 
linéairement de a{ et bh sont réelles lorsque ces deux 
dernières le sont. 

D'autre part, nous aurions pu, au lieu de partir du 
couple (a^b{), partir de tout autre couple (a2,b2), 

(a3-> b8), . . et nous aurions de même obtenu les dix 
droites restantes par des constructions linéaires. Il en 
résulte que, si l'un quelconque des six couples (a, b) est 
imaginaire, les cinq autres le sont aussi. Donc, les douze 

droites a et b sont toutes à la fois réelles ou imagi-

ne ares. 

En résumé, nous avons successivement déterminé 
4 + 2 - H 4 - + - 5 - h 2 - | - i o = 2 7 droites de la surface 
(M) , et, grâce à l'emploi de la notation de M. Cremona, 
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nous sommes sûrs que ces vingt-sept droites sont dis-
tinctes. Nous avons donc toutes les droites de la surface. 

Nous voyons, en outre, que, suivant que les deux 
droites qui rencontrent D, D', A, A' sont réelles ou ima-
ginaires, la surface a vingt-sept ou quinze droites réelles 
et nous avons le moyen de déduire de ces six droites 
les vingt et une autres par des constructions linéaires, 
c'est-à-dire susceptibles de se traduire par une épure. 

SUR LA SURFACE DE FRESNEL ; 
PAR M. LE Dr VAIILEN. 

Nous cherchons l'équation de la surface de Fresnel 
pour n dimensions. 

La variété ellipsoïdale J, définie par l'équation 

^aixj = i , (¿ = i, ...,/ï) 
i 

est coupée par une variété plane £ de n — i dimensions, 
passant par le centre de cf. Nous élevons des perpendi-
culaires sur £ au centre, égales aux demi-axes princi-
paux de la variété ellipsoïdale 4>, commune à § et £. 
En variant £, les points extrêmes de ces perpendiculaires 
décrivent la variété de Fresnel, dont nous voulons éta-
blir l'équation. 

Nous transformons l'équation de cT par la substitution 
orthogonale 

Xi = (i,k = i, ..., n). 

k 

Sùit ^ = 0 l'équation de la variété plane l'équa>-
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tioii de <ï> sera =1 O'f ï : : .*; »_1)• 

i,k h 
Eti désignant par a le carré inverse d'un demi-axe 

principal de <ï>, les n — i valeurs de a sont les racines 
de l'équation de Laplaee, ici de l'équation 

h — i, .. n 
i,k — i, ..., n — i 

, <>i/c = o , 8// = i 

Ordonnée suivant les puissances de a, cette équation 
s'écrira 

^ à a h x h i Xhk — Ôika 

ahXhiXhk ^àahXhi iXhk 

-2 I = 1 A 

=1 A 

ahXhiVhk — ... (— a"-1 = o. 

Nous appliquons le théorème de Cauchy, concernant 
la somme des carrés des déterminants d'un système 
oblong et nous obtenons 

s/dhXhi|2 — a ̂  | y/W 

i^n 

Xfli\ 

i n, 

- f - « 8 2 WahX'»\2— •••(— I ^ ^ - l ^ O (Ä, 1=1,..., 71). 
n , , «s —l 

/ y£nf n i, n» 

Au moyen d'un théorème connu sur les subdétermi-
nants de systèmes orthogonaux (4 ), l'équation se trans-

( ' ) Si (aik), (i,A: = i, ...,n) est un système orthogonal, le carré 
d'une matrice du système est égal au carré de la matrice adjointe; 
par exemple, 
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formera dans la suivante : 

2 2 2 
ah ¿à aih a/ti i ht,h.~ 1 

h,Kh, 

h = î 
2 /ïrt 

2 2 2 
+ a2 V Xĥ n _ / | \ ̂— 1 gtt—1 

^ ah. an au « j a2 . . . a« 
¿„¿„¿3 = 1 

Posons 
(t = i, •• •> n), 

les variables sont les coordonnées du point extrême 

du demi-axe principal -^r, normal à £ au centre; et 
/ a 

l'équation de la variété de Fresnel devient 

y i l _ a y M« + & 
Zdah Zd. ah a/„ 
h = i h„/i. = i 

+ a2 X' ^ y + ^ + ^ _ / 
ah. dfu ' ' < 

i -

/i,,/2î,/is = i 
hx<ht<h 8 

Dans cette équation, ^ est multiplié par 

. y i . + y j ! L - t t , H ) » - » y — , 
«a, ^ a^s ^ ahk ah,>... a/t„_t 

(Ai, /¿2, . . . ,hn-! ^ A), 

c'est-à-dire par 

n ( - s ) 
0 = i, ...,/i). 

a 
ah 
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C'est par cette remarque que l'équation se réduira à 
celle-ci : 

J * 
I a h — a h 

A l'aide de l'identité 

ou ( * = , , . . . , „ ) , 
Jmm \&/t—a CC/t—a/ 

A /i 

l'équation prendra la forme finale 

I r ^ r -
h a ah 

En supposant l'équation de § donnée dans la forme 

H h 

l'équation de la variété de Fresnel sera 

t* 
— ™ = , (A, 

F O R M U L E DE C A R D A N MODIF IÉE P A R C A Y L E Y ; 

PAR M. II. W E B E R , 
Professeur à Gottingen. 

T R A D U I T PAR M . L . L A U G E L . 

Cette démonstration est extraite du premier Volume du 
Traité d'Algèbre de M. H. Weber (Leipzig, Teubner, 1894), 
Ouvrage appelé sans aucun doute à jouer de nos jours le rôle 
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de Y Algèbre de Serret autrefois, en nous initiant aux décou-
vertes faites, depuis la publication de ce dernier livre, par 
l'éminent auteur et les savants de l'Allemagne et par nos com-
patriotes MM. Ilermite, Laguerre, Jordan, etc. 

Considérons dans la formule de Cardan les deux 
grandeurs u et v définies par les expressions 

A/ 2 -L. El 
a / / 27 

1 / i l 
» V / 4 27 

( 0 

On sait que toute racine cubique a trois valeurs 
distinctes que l'on obtient en multipliant l'une d'elles 
par i , e, £2 (e2-f- £ + 1 = 0) . 

Par conséquent les grandeurs u, v définies par ( i ) 
ont trois valeurs et leur somme u-\- v = y, y, représen-
tant les racines de l'équation du troisième degré 

q = o, 

possède, lorsqu'on n'a égard qu'aux expressions ( i ) , neuf 

valeurs distinctes. Ces valeurs donnent du reste les 
trois solutions de l'équation du troisième degré lorsqu'on 
les distingue par la condition connue 

(2) 3 uv — — p. 

La formule de Cardan présente donc une lacune, en 
ce sens que seule elle 11e suffit pas à déterminer sans 
discussion les racines. Voici comment l'illustre et 
regretté Cayley a remédié à ce défaut [ C A Y L E Y , Philo-

sophical Magazvol. X X I , 1861 ; Collected math. 

Papers, vol. V, p. 310)]. 
Définissons deux nouvelles grandeurs rk par 

(3) H = «;»7„ = 

Multiplions ces deux grandeurs en tenant compte de (2) ; 
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il v ient 
(4) b = ( / I f . 

Portons celte valeur en ( 3 ) et remplaçons u et v par 
leurs expressions tirées de ( i ) , nous obtenons ('-y/SVjFj-( - v ^ V f f - f 

Si l'on écrit alors l'inconnue y de l'équation du troi-
sième degré sous la forme 
(6) = 

on obtient une expression qui, lorsque l'on remplace 
indépendamment l'un de l'autre £ par et yj par 
'/}, e2Tj ne prendra plus neuf valeurs, mais seule-

ment les trois valeurs suivantes 

^piï + tl-n*, 
racines de l'équation. 

CORRESPONDANCE. 

Extrait d'une lettre de M. MANNIIEIM. 

Soient une surface (S) , une de ses tangentes en son 
point a, et la trace a de cette droite sur un plan de pro-
jection (P ) . 

Si l'on prend des projetantes parallèles à ¿za ou par-
tant d'un point de cette droite, on sait que : 

Des courbes, tracées sur (S) à partir de a, se pro-
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jettent sur ( P ) suivant des courbes tangentes en a à 

la courbe de contour apparent de ( S ) sur ( P ) . 

Supposons que les courbes, tracées à partir de a, 
passent en outre par un point b de ( S ) . Leurs projections 
passeront alors par le point ¡3 projection de b ; ces pro-
jections étant toujours tangentes entre elles en a. 
Lorsque b est infiniment voisin de a, le point ¡3 est 
alors infiniment voisin de a, et l'on voit ainsi que : 

Si des courbes tracées sur ( S ) ont entre elles au 

point a un contact du premier ordre, leurs projections 

sui'(V)ont au point % un contact du deuxième ordre (*). 

Il est clair que la tangente commune en <2, aux courbes 
tracées sur (S ) , ne doit pas être la projetante a a. 

Nous pouvons opérer, en partant de ce dernier théo-
rème, comme nous l'avons fait pour le premier et ainsi 
de suite successivement. On arrive ainsi à cette propo-
sition : 

Si des courbes tracées sur ( S ) ont entre elles au 

point a un contact du nlemc ordre, leurs projections 

sur ( P ) ont au point a un contact du (n + îyème ordre. 

C O N C O U R S D 'ADMISS ION A L 'ÉCOLE N O R M A L E S U P É R I E U R E . 
EN 1 8 9 5 . 

Ma t h èma tiques. 

Un cercle (C) et une parabole (P) sont représentés, en 
coordonnées rectangulaires, par les deux équations 

(C) — 0j (P ) y*—2ax — 4a 2 — o; 

( ' ) Voir page i3S. 
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d'un point A, pris sur l'axe Oy, on mène les tangentes au cercle, 
dont les points de contact sont M et M', et les tangentes à la 
parabole, dont les points de contact sont N et N'. 

i° Démontrer que chacune des droites MN, MN', M'N, M'N' 
passe par un point fixe lorsque le point A décrit l'axe Oy. 

2° Par les quatre points M, M', N, N' on peut faire passer 
une conique admettant l'axe des y pour axe de symétrie; for-
mer l'équation de cette conique (E). 

3° Trouver le nombre et la nature des coniques (E) qui 
passent par un point donné du plan, d'après la position de ce 
point dans le plan. 

5° Construire la courbe décrite par les points de contact des 
coniques (E) avec les tangentes parallèles à la droite qui a pour 
équation y — x. Distinguer les portions du lieu qui conviennent 
à des ellipses de celles qui conviennent à des hyperboles. 

Une lentille de verre est limitée d'un côté par une surface 
sphérique convexe de rayon R; la seconde surface, de rayon S, 

passe par le centre de la première; l'épaisseur de la lentille est 
donc égale à R. 

a. On déterminera la position de l'image d'un objet quel-
conque et son grossissement. 

b. La lentille étant employée comme loupe, on examinera 
s'il est possible de trouver une position de l'œil telle que l'image 
paraisse achromatique. 

c. On déterminera les positions et grandeurs de toutes les 
images d'un même objet dues aux réfractions et réflexions 
simples ou multiples dans cette lentille. 

Un calorimètre à glace contient de l'alcool dont on provoque 
l'évaporation par le passage d'un courant d'air pris à o°. On 
demande quelle quantité d'air il faut faire passer à travers l'al-

Physique. 

R, 
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cool pour en évaporer i®r; et quel poids de glace est formé par 
cette évaporation. 

Chaleur de fusion de la glace 8oCal 

Chaleur de vaporisation de l'alcool à o°... 236Cal 

Tension de vapeur de l'alcool à o° i2mm,7 de mercure. 
Densité de vapeur de l'alcool 1,5g 

Qu'arriverait-il si le courant d'air était chaud? 

P U B L I C A T I O N S R É C E N T E S . 
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LES P R O P R I É T É S FOCALES DES CONIQUES O B T E N U E S 
AU M O Y E N DE LA MÉTHODE DES POLAIRES R É C I -
P R O Q U E S ( M ; 

P A R M . MAURICE D ' O C A G N E , 

Répétiteur à l 'École Polytechnique. 

1. Étant donnés une conique K , dont l'équation est 
K = o, et un point P ( a , ¡3), l'équation générale des 
coniques qui passent par les points d'intersection de la 
conique K et du cercle P de rayon nul, qui a le point 
(a, ¡3) pour centre, est 

( i ) K - + - X [ ( * - A ) » - + - ( I Y _ p ) * ] = o . 

Comme les quatre points d'intersection du cercle P 
et de la conique K sont imaginaires, le système ( i ) 
comprend un seul couple de droites réelles A et A'. Ces 
droites seront dites, par analogie avec une expression 
proposée par Chasles (* ) , les conjointes du point P et 
de la conique K. 

Parmi les couples de cordes imaginaires communes au 
cercle P et à la conique K se trouvent les droites iso-

tropes passant au point P 

( # - « ) - + - i(y — f i ) = o, 

(ar —a) — ¿(y — P) = o, 

c'est-à-dire, les droites qui unissent le point P aux 

(*) Communication faite le 8 avri l 1887 à la Société mathématique 
d 'Edimbourg . 

( ' ) Journal de Liouville, t. I l l , p. 385. 

Ann. de Mathémat., 3®série, t. XIV. (Septembre 189a.) 2.5 
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ombilics I et J du plan, points imaginaires situés sur la 
droite de l'infini et par où passent tous les cercles du 
plan. 

Une première conséquence de cette remarque est que 
le point P a même polaire relativement à la conique K 

et aux conjointes A et A'. Les conjointes passent en 
elï'et, d'après ce qui précède, par les points communs à 
la conique K et aux droites PI et PJ. 

Par conséquent, le point de rencontre des conjointes 
A et A' se trouve sur la polaire du point P, relative-
ment à la conique K . On peut observer aussi qu'en 
vertu d'une propriété générale des coniques passant par 
l'intersection d'une conique et d'un cercle, les con-
jointes A e t A ' sont également inclinées sur les axes 

de la conique K . 

Une deuxième conséquence de la remarque faite plus 
haut est que, parmi les conjointes d'un point et d'un 
cercle, se trouve toujours la droite à l'infini du plan. 
L'autre conjointe, située à distance finie, est Y axe ra-
dical du point et du cercley dont les propriétés sont 
bien connues. 

On voit tout de suite que les conjointes du centre 
d*une ellipse 

f ! , z ! = r 
OÏ ¿>2 

et de cette courbe sont données par 

et celles du centre d'une hyperbole 
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par 
, ab 

x — zh — • 
c 

Dans le cas de l'ellipse, les tangentes menées des 

extrémités du grand axe au cercle qui a pour diamètre 

le petit axe, coupent ce petit axe aux points par ou 

passent les conjointes du centre qui sont, d'ailleurs, 

parallèles au grand axe. C'est la traduction de la for-
mule 

. ab 

2. L'importance de la considération des conjointes 
réside dans le théorème suivant : 

Dans la transformation par polaires réciproques 

relativement, à un cercle, les éléments corrélatifs des 

foyers d7une conique sont les conjointes du centre du 

cercle directeur (centre de la transformation) et de 

la conique corrélative. 

La démonstration de ce théorème est des plus simples. 
Les ombilics I et J étant situés sur la droite de l'infini, 
et les directions isotropes 01 et OJ ( O est le centre de 
la transformation) étant perpendiculaires à elles-mêmes, 
les ombilics 1 et J ont respectivement pour éléments 
corrélatifs les droites 01 et OJ. Or, les foyers d'une 
conique K sont les points de rencontre réels des couples 
de tangentes menées à K par les ombilics I et J. Les 
éléments corrélatifs de ces foyers seront donc les cordes 
communes à la conique corrélative de K et au couple de 
droites 01 et OJ, c'est-à-dire les conjointes du centre O 
de la transformation, et de la conique corrélative de K. 

A titre de corollaire immédiat de ce théorème, on peut 
remarquer que, si l'un des foyers de la conique K coïn-
cide avec le centre O de la transformation, l'une des 
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conjointes du point O et de la conique corrélative étant 
rejetée à l'infini, cette conique corrélative est un cercle, 
résultat bien connu dont on pénètre ainsi la raison in-
time. 

Le théorème précédent permettra de transformer les 
propriétés des foyers des coniques en propriétés de 
conjointes, et vice versa. En particulier, on pourra 
considérer les systèmes de coniques ayant les mêmes 
cordes réelles communes avec un point donné, coniques 
qui pourront être dites homoconjonctives par rapport 
à ce point, et toutes leurs propriétés se déduiront cor-
rélativement des propriétés bien connues des systèmes 
de coniques homofocales. 

Mais, ici, nous nous attacherons surtout, c'est là le 
principal objet de cette Note, à faire voir comment le 
théorème précédent peut être utilisé pour déduire les 
propriétés focales des coniques des propriétés tout élé-
mentaires de l'axe radical d'un cercle et d'un point. 

3. Soient C un cercle, O un point,^Taxe radical de 
ce cercle et de ce point (droite équidistante du point O 
et de la polaire de ce point relativement au cercle C). 
Une transformation par polaires réciproques de centre 
O donne, comme courbe corrélative du cercle C, une 
conique K , qui est une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole, selon que le point O est à l'intérieur, à l'ex-
térieur ou sur la circonférence du cercle C. Mais, dans 
tous les cas, cette conique K a pour foyers le point O 
et le point F corrélatif de la droite /. 

4. Joignons le point O à un point M pris sur le cer-
cle C;, la tangente en M au cercle C coupe la droite / 
au point N ; tirons ON et menons Ou parallèlement à 
MN. 
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D'après une propriété fondamentale de l'axe radical/ 

du point O et du cercle C, on a 

NO = NM ; 
donc 

iWM = NMO et NOM = MO]x (1 ). 

L'élément corrélatif du point M pris sur le cercle C 
est une tangente m à la conique R ; celui de la droite f 
est le foyer F de la conique K , l'autre foyer étant au 
point O; celui de la tangente MN au cercle C est le 
point de contact P de la tangente m sur la conique K.; 
ceux des points N et [x (ce dernier situé à l'infini dans 
la direction MN) sont les rayons vecteurs PF et PO. 
La transformation de la propriété précédente montre 
donc que l'angle de PF avec la tangente m est égal à 
l'angle de m avec PO. On obtient ainsi cette propriété 
classique : 

La tangente en un point d'une conique est bissectrice 

de l'angle des rayons vecteurs qui unissent le point de 

contact aux foyers de la conique. 

o. Les polaires d'un point M, pris sur l'axe radical 
de deux cercles, relativement à ces deux cercles, se 
coupent sur leur axe radical, car elles sont elles-mêmes 
les axes radicaux du cercle de centre M orthogonal aux 
cercles donnés et de ces cercles. Lorsque l'un des cer-
cles donnés se réduit à un point O, cette propriété 
devient : si la polaire, relativement à un cercle C, d'un 

( ' ) Une transformation homographique permet de déduire de là 
le théorème suivant : 

Les segments d'une tangente à une conique, compris entre le 
point de contact de cette tangente et ses intersections avec les 
conjointes d'un point par rapport à la conique, sont vus de ce 
point sous des angles égaux. 
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poinl M pris sur l'axe radical d'un point O et de ce 
cercle C coupe cet axe radical au point M', l'angle MOM ; 

est droit. Transformant par polaires réciproques, on a 
ce théorème bien connu : 

Le pôle d'une droite passant par le foyer F d'une 

coniquey relativement à cette conique, est sur la per-

pendiculaire élevée en F à cette droite; 

Ou bien : 

La perpendiculaire menée par un foyer F d'une 

conique au rayon vecteur d'un point M de cette conique 

coupe la tangente en M sur la directrice relative au 

foyer F ( ' ) . 

6. Tout cercle dont le centre M est sur la droite/^et 
qui passe par le point O coupe orthogonalement le 
cercle C, c'est-à-dire qu'il passe par les points de con-
tact des tangentes menées de M au cercle C. La trans-
formation par polaires réciproques de cette propriété 
montre que si F et F' sont les foyers d'une conique K 
et que MM' soit une corde de la conique passant par le 
foyer F, la parabole qui a F' pour foyer et MM' pour 
directrice, est tangente aux tangentes menées à la co-
nique K par les points M et M'. 

En outre, si p et p' sont les points de contact de ces 
tangentes et de la parabole, les angles MF'u et M'F'p' 

( l ) On peut aussi remarquer , en observant que l 'élément corré-
latif du centre d'un cercle G est la directrice de la conique corréla-
tive lv, qui correspond au foyer confondu avec le centre O de la 
transformation, que cette propriété est également corrélative de 
celle-ci : 

Toutes les normales à un cercle passent par le centre de ce 
cercle. 
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sont droits. Donc, d'après le théorème qui termine le 
n° 5, les points p et p' appartiennent à la directrice de 
la conique K relative au foyer F'. On est ainsi conduit 
à ce théorème qui ne nous semble pas avoir été déjà 
remarqué : 

Une parabole qui a pour foyer un foyer F ' d'une 

conique K et pour directrice une droite quelconque 

passant par Vautre foyer F de la conique K et coupant 

cette conique aux points M et M ' est tangente aux 

tangentes à la conique K menées par les points M et 

M', la corde de contact étant la directrice de la co-

nique K relative au foyer F ' . 

7. S o i e n t e t / i les axes radicaux d'un point O et res-
pectivement de deux cercles G et . La perpendiculaire 
abaissée du point de rencontre de f et fK sur la ligne 
des centres C et C< est J'axe radical de ces deux cercles. 
La transformation par polaires réciproques, le point O 
étant toujours pris pour centre de la transformation, 
donne ce théorème qui nous semble également nou-
veau : 

Si deux coniques ont en commun un foyer O, leurs 

tangentes communes se coupent au point de rencontre 

de la droite qui joint les autres foyers F et F 4 et de la 

perpendiculaire élevée en O à la droite qui joint ce 

foyer au point de rencontre des directrices qui lui 

correspondent dans les deux coniques. 

8. Si t et t' sont les tangentes menées d'un point M 
à un cercle C, et que D soit un point pris sur la polaire 
du point M relativement au cercle C, la polaire d du 
point D passe parle point M, et les droites d etMD sont 
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conjuguées harmoniques par rapport aux droites t et t 
Supposons alors que le point M se trouve sur Taxe 

radical f du point O et du cercle C, et que nous pre-
nions pour point D le point de la polaire de M qui se 
trouve sur la polaire de O; la droite d se confond alors 
avec MO. Soient T et T ' les points de contact avec C 
des tangentes issues de M; puisque MT = MT ' := MO, 
si par le point O nous élevons à OT et à OT' les per-
pendiculaires ON et ON' qui coupent MT et MT7 res-
pectivement en N et N\ nous avons T N = 2TM, 
T / N '= :2T / M; par suite, la droite NN7 est symétrique 
de T T ' par rapport à M, et si cette droite coupe MD 
en E, OE est parallèle k f . 

Cela posé, opérons une transformation par polaires 
réciproques de centre O. Au point M situé sur f cor-
respond une droite passant par le foyer F de la co-
nique K et coupant cette conique en deux points A et A'. 
Aux points N et N' correspondent les normales à la 
conique K en A et A', normales qui se coupent en B. 
Au point E correspond la parallèle à Taxe focal de la 
conique K, menée par le point B; si cette parallèle 
coupe A A' au point C, le point C est dès lors corrélatif 
de la droite ME: mais nous venons de voir que Ja 
droite MD est conjuguée harmonique de MO par rapport 
aux tangentes MT et MT' ; donc le point C est conjugué 
harmonique du point situé à l'infini sur A A' par rap-
port aux points A et A', c'est-à-dire que le point M est 
le milieu de AA', et nous obtenons ce théorème connu : 

Si par le point de rencontre des normales à une co-

nique menées par les extrémités d'une corde focale, 

on mène une parallèle à l'axe focal de cette conique, 

cette droite passe par le milieu de la corde focale 

considérée. 
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9. Supposant toujours le point M situé sur l'axe r a -

dical/* du point O et du cercle C, plaçons maintenant l e 
point D à la rencontre de la polaire du point M rela-
tivement au cercle C et de la droite qui joint le centré 
de ce cercle au point O, c'est-à-dire au pôle de la 
droite f La droite d coïncide alors avec la droite f, et 
nous voyons que MD est conjuguée harmonique de f 
par rapport aux tangentes au cercle C issues de M, ou, 
si ces tangentes coupent en H et en H' la parallèle à f 
menée par D, que D est le milieu de HH', et, par suite, 
que les angles HOD et DOH' sont égaux. 

Transformons toujours par polaires réciproques : 
Au pôle D de la droite f correspond la directrice de 

la conique K relative au foyer F. On a donc ce théorème 
connu : 

Si la corde A A ' d'une conique passe par le foyer F 

de celte conique, les droites, qui joignent les extrémi-

tés A et Af de cette corde au point de rencontre de la 

directrice relative au foyer F et de Vaxe focal, sont 

également inclinées sur cet axe. 

10. Considérons un cercle G de centre Q, un point O 
et une droite d quelconque perpendiculaire à OQ. Joi-
gnons le point O à un point P mobile sur le cercle C; 
menons perpendiculairement à OP la droite OQ qui 
coupe d en Q, puis QR parallèle à la tangente PT me-
née en P en cercle C, c'est-à-dire perpendiculaire à PO. 
Nous avons 

OQR == OP12 = 0, OQH = POLI = cp. 

Donc, si nous abaissons du point O sur QR la perpen-

diculaire OR, nous avons 
sinft 0<2 OR = OQ sin6 — 011 - = 0 H ~ , sin cp P 12 
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et comme OH, Où et PQ sont constants, OR est aussi 
constant; par suite, la droite QR enveloppe un cercle 
de centre O. 

Transformons par polaires réciproques. Nous avons 
une conique K ayant un foyer au point O. Au point P 
correspond une tangente t à cette conique ; à la droite rf, 
un point À de l'axe focal ; au point Q, la perpendicu-
laire p abaissée de A sur t; à la droite QR qui joint le 
point Q au point situé à l'infini sur la tangente PT au 
cercle C, le point de rencontre de la droite p et du vec-
teur qui joint le foyer O au point de contact de la tan-
gente t et de la conique K . D'ailleurs le cercle de 
centre O enveloppé par QR a pour corrélatif également 
un cercle de centre O. On a donc ce théorème connu : 

Le lieu du point de rencontre du rayon vecteur qui 

unit un point M mobile sur une conique à Vun des 

foyers de cette conique el de la perpendiculaire abaissée 

d'LUI point A de l'axe focal sur la tangente au point M 

est un cercle ayant pour centre le foyer O. 

Si l'on prend pour point A le second foyer F de la 
conique, on voit, en considérant le point M dans une 
position infiniment voisine de l'un des sommets de l'axe 
focal, que le rayon du cercle correspondant (cercle di-
recteur) est égal à la longueur de cet axe. Rapprochant 
ce résultat du théorème obtenu au n° 4? OT1 e n déduit 
la propriété des rayons vecteurs dans les coniques. 

11. Nous donnerons encore un exemple remarquable 
de la méthode que nous indiquons ici. 

Supposons que le cercle C soit variable, mais ait 
constamment avec le point O même axe radical f . Con-
sidérons en outre un point fixe quelconque D. L'axe 
radical des points I ) et O considérés comme cercles de 
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rayon nul est la perpendiculaire élevée à DO en son 
milieu. Cette droite coupe f en un point K , et Taxe 
radical du point D et du cercle C passe constamment 
par le point K . Il en résulte que la polaire du point D 
relativement au cercle C passe constamment par le 
point D'symétrique du point D par rapport au point K , 
point situé à la rencontre de DK et de la perpendiculaire 
élevée en O à OD. 

Passons à la figure corrélative. Aux différents cercles C 
correspondent des coniques ayant toutes un foyer au 
point O et un foyer au point F , c'est-à-dire des coniques 
homofocales, et, si ¿est la droite corrélative du point D, 
nous voyons que les pôles de cette droite par rapport 
aux coniques du système sont situés sur une droite d', 
la corrélative du point D'. Le point K a pour élément 
corrélatif la droite qui joint le point F au symétrique 
du point O par rapporta ladroited. Cette droite coupe 
la droite d en un point M, et puisque l'angle DOD' est 
droit, la droite d'est la perpendiculaire élevée en M à 
la droite d. De là ce théorème connu : 

Les pôles d'une droite d relativement à un système 

de coniques homofocales sont situés sur la perpendi-

culaire menée à cette droite par le point ou elle est 

coupée par la droite qui joint /'un des foyers au symé-

trique de Vautre par rapport à rf. 

Remarquant que la droite d est tangente au point M 
à une conique ayant pour foyers F et O, on peut 
énoncer encore ce théorème de la manière que voici : 

Le lieu des pôles d'une droite d, relativement à un 

système de coniques homofocales, est la normale à celle 

de ces coniques qui touche la droite d menée par le 

point de contact de cette conique et de cette droite. 
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12. Nous nous bornerons aux exemples qui précèdent 

pour mettre eu relief la fécondité de la méthode qui 
consiste à déduire les propriétés focales des coniques 
de la théorie des axes radicaux. 

Pour terminer, nous ferons observer que récipro-
quement toute propriété des foyers conduit corréla-
tivement à une propriété des conjointes d'un point et 
d'une conique, et, plus particulièrement, de l'axe radical 
d'un point et d'un cercle. 

Exemple. — Prenons cette propriété connue : Soit 
MFM7 une corde focale de l'ellipse dont le grand axe 
est AA7; si l'on prolonge MA et M7A jusqu'à leurs points 
de rencontre Q et Q7 avec la directrice qui correspond 
au foyer F, l'angle QFQ ' est droit (4 ). 

Appelons O le second foyer de la conique, et trans-
formons par polaires réciproques en prenant le point O 
pour centre de la transformation. Nous obtenons ainsi 
ce théorème : 

Soient f r axe radical d'un point O et d'un cercle C , 

et P le pôle de cet axe relativement au cercle C . Si 

les tangentes menées d'un point quelconque de f au 

cercle G coupent l'une des tangentes à ce cercle, pa-

rallèles à f , aux points I et I ' , et que les droites P I 

et P I ' coupent la droite f aux points H et H 7 , l'angle 

H O H ' est droit. 

( * ) ROUCHÉ et DE COMBEROUSSE, Traité de Géométrie, t. I I , 5Eédi-
tion, p. 029, E x . 916. 
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SUR LE RAYON DE COURBURE DES CONIQUES; 

P A R M . A N D R É C A Z A M I A N . 

Le théorème énoncé dans le numéro d'août 1894 
(p. 338) des Nouvelles Annales n'est qu'un cas particu-
lier de la proposition suivante : 

( A ) Les coniques harmoniquement circonscrites à une 

conique et la touchant en un même point M ont, en ce 

point, le même rayon de courbure, égal à la moitié de 

celui de la conique. 

Prenons comme axes de coordonnées la tangente et la 
normale en M. La conique S a pour équation 

( 1 ) x2 -h 2 bxy H- cy2 -h 2 ey = o> 

et le rayon de courbure au point M est égal au coeffi-
cient e. 

La conique (1) a pour équation tangentielle 

( 2 ) e2u2—ibeu -t- iev -h b2—c = o. 

D'autre part, l'équation générale des coniques tan-
gentes à la conique S au point M s'écrit : 

(3) x22bxy -h cy2-h 2ey -+-y(mx h- ny -hp) = o. 

Pour exprimer que la conique représentée par l'équa-
tion (3 ) est harmoniquement circonscrite à la conique S, 
on sait qu'il suffit d'annuler la somme des produits des 
coefficients des termes correspondants dans les équations 
(2 ) et (3). On a ainsi la relation 



( 366 ) 

ou 
p =.— 3 e. 

Or le rayon de courbure p des coniques (3 ) est égal 

à ? ^ . Remplaçons p par — 3 e, il vient 

e 
p = > r i 

ce qui démontre le théorème. 
Dans le système des coniques harmonique ment cir-

conscrites à la conique S et la touchant au point M se 
trouvent un cercle et une hyperbole équilatère. Le cercle, 
comme nous l'avons démontré ailleurs, est celui qui 
coupe orthogonalement le cercle orthoptique de la co-
nique. La construction de son centre fournit immédiate-
ment le centre de courbure de la conique au point M. 

D'autre part, O étant le centre de la conique, le 
triangle ayant pour sommets le point O et les points à 
l'infini dans les directions des axes de la conique lui 
est conjugué. 

Toute conique circonscrite à ce triangle est une hy-
perbole équilatère. On peut alors énoncer le théorème 
suivant, corollaire du précédent : 

Le rayon de courbure en un point M d'une conique 
est égal au double de celui de Vhyperbole équilatère 
ayant ses asymptotes parallèles aux axes de la conique, 
la touchant au point M et passant par son centre. 

On peut donc ramener la construction du centre de 
courbure au point M à la conique S à celui de l'hyper-
bole équilatère H au même point. Il suffit pour cela de 
déterminer le centre de la conique H. Ce centre est 
d'abord situé sur la droite PN, joignant les projections 
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du point M sur les deux axes (* ) . D'autre part, dans 
une hyperbole, la tangente JV1I, une parallèle 01 à une 
asymptote et le diamètre aboutissant au point M for-

ment un triangle isoscèle; si donc 011 décrit du point M 
la circonférence de rayon MI, rencontrant 01 au point 
K, la droite MK est un diamètre de l'hyperbole H. Son 
centre est donc au point d'intersection de MK avec PN. 

De là résulte la construction suivante. Elle n'exige 
pas la connaissance des sommets ni des foyers de S, et 
est peut-être la plus simple solution du problème sui-
vant : 

Construire le centre de courbure en un point M 
d'une conique non tracée, connaissant les axes en po-
sition seulement et la tangente au point M. 

On prendra l'intersection co de la droite NP, joignant 

F i g . 1 . 

( ' ) D'après ce théorème : S i l 'on mène par deux points d'une 
hyperbole les paral lè les aux asymptotes , la seconde diagonale du 
paral lé logramme formé passe par le centre. 
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les projections du point M sur les axes avec la droite 
MK, telle que MK = MI. Ĵ a perpendiculaire wR àMw 
rencontrant la normale au point R, on portera 
RQ = RM. Le point Q sera le centre de courbure cher-
ché. 

F ig . 2. 

Remarque. — Le théorème démontré au début peut 
être déduit d'une proposition bien plus générale, donnée 
par M. Jamet dans sa thèse Sur les courbes et les sur-

faces tètraèdrales. M. Jamet démontre que les courbes, 
représentées par l'équation 

ont, en un point M, un rayon de courbure égal à la 

fraction —-— de celui de la conique circonscrite au i — m 1 

triangle de référence et touchant la courbe au point M. 
Si Ton fait m — 2, la courbe est une conique conjuguée 
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au triangle de référence et l'on voit que son rayon de 
courbure en M est égal au double de celui de la conique 
la touchant au point IVI et circonscrite au triangle de 
référence. On voit facilement qu'on déduit de ce résul-
tat le théorème ( A ) . 

On démontrerait de même, directement, le théorème 
suivant, qui est également une conséquence du théorème 
de M, Jamet : 

Les coniques circonscrites aux triangles circonscrits 
à une conique S et la touchant en un point M ont, en 
ce point, le même rayon de courbure, égal au quart 
de celui de la conique S. 

En appelant F le foyer d'une parabole, I et J les 
points cycliques, le triangle FIJ est circonscrit à la pa-
rabole. Donc (résultat connu) : 

Le rayon de courbure en un point M d'une parabole 
est égal à quatre fois le rayon du cercle tangent à la 
parabole au point M et passant par son foyer* 

NOTE SUR LES ÉQUATIONS EN X DE LA GÉOMÉTRIE; 

P A R M . L . S A U V A G E , 

Professeur â la Faculté de Marseille. 

1. On sait discuter les équations en \ des second, 
troisième et quatrième degrés, qui se rencontrent en 
Géométrie analytique, par exemple dans l'étude des 
couples de faisceaux de deux droites concourantes, dans 
celle des couples de coniques, dans celles des couples 
de surface du second ordre. J1 admettrai les résultats 
connus, qui s'obtiennent par divers procédés. Je signa-

Ann. de Mathémat.,3e sér ie , t. X I V . (Septembre i 8g5.) 26 
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Jerai cependant que c'est Painvin qui a traité complète-
ment la question de l'équation en X du quatrième degré 
dans les Nouvelles Annales de Mathématiques ( 1 8 6 7 -

1 8 6 8 ) . 

Mais il est un point qui n'a pas été encore, à ma 
connaissance, signalé dans les Ovrages élémentaires, et 
qu'il ne me paraît plus possible de laisser aujourd'hui 
dans l'ombre après les beaux travaux de M. Weierstrass 
(Monatsherichte, 1 8 6 8 ) , de M. Darboux et de M. Jor-
dan dans le Journal de Liouville (1874)- Je veux par-
ler de la notion de diviseur élémentaire, et c'est elle 
que je désire mettre en lumière dans cette INote. 

2. Soient d'abord deux formes quadratiques binaires, 
c'est-à-dire à deux variables indépendantes 

(1) / = An x\ -h A22 X\ -+- ^ A12 xx x.2, 
(2) /, = B il X{ -r- B-22 -+- '2 P> 12̂ 1 X2 • 

Soient X, et X2 les deux racines de l'équation 

[An+XBn A12h-XB12 

' 3 ) A12+XB12 A22-+• XB22 

On sait que l'on peut, en général, ramener les deux 
formes f et fK aux formes 

(4) ? = X1XÎ + Xî\|s 

(5; '¿1 — Xf — X|, 

où X, et X2 représentent des formes linéaires indépen-
dantes de Xi et de x2-

Discussion. Premier cas. — X, et X2 sont des racines 
distinctes, c'est le cas des formules (4 ) et ( y ) . 

Deuxième cas. — X1 et X2 sont des racines égales 
entre elles, mais annulent à la fois tous les termes du 
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déterminant A(X) ; on est ramené aux formes 

P = X, Xf -+- X, X|, 

qui ne diffèrent pas essentiellement des formes (4) et (5). 

Troisième cas. — est une racine double de l'équa-
tion A ( X ) = o, et n'annule pas tous les éléments de A(X) ; 
on pose alors 

(6) o = 2X1X1X2 + Xî? 

(7) o ^ - a X t X , . 

Il n'y a pas d'autre cas, si le déterminant Bf >— lî1 { B22 

n'est pas nul. 

Reprenons la discussion, et, au lieu des racines de 
l'équation en X, introduisons les diviseurs — X ou, si 
l'on veut, X — du déterminant A (X) supposé dé-
veloppé et ordonné par rapport à X. Nous aurons les cas 
suivants : 

Premier cas. — A(X) admet deux diviseurs A — A{ 

et X — X2, et, si l'on a X<= X2, les mineurs du premier 
ordre de A(X), c'est-à-dire les éléments du déterminant 
A(X), admettent aussi tous ensemble ce diviseur. On 
pose alors 

o = Xt Xf -h X2 Xf, 
ox= — Xf —Xf, 

et l'on peut avoir X2. 

Deuxième cas. — A(X) admet un diviseur double 
> Xi qui n'annule pas tous les mineurs de A(X); on 
pose 

o = 2Xi X, X2 H- Xf, 

Dans le premier cas, on dira que le déterminant A(X) 



admet deux diviseurs élémentaires simples, distincts 
ou non. Dans le second cas, on dira que le déterminant 
A ( A ) admet un diviseur élémentaire double. 

3. Soient maintenant deux formes quadratiques ter-
naires 

( 8 ) 

(9) 

i / = Ana7f-f- A„a?| -r-

/ -4- 2A12^1 a?î+2Aî3iT2Î,3+ 2 A31 

( -+- 2 B 1 2 ¿Ti - h 2 B 2 3 07-2 573 -i- 2 A3 ! xz xt, 
et A,, X2, les trois racines de l'équation en (A ) 

A ( X ) = 

A N - F - X B N A N - T - X B 1 2 A 

A 2 I -+- X B21 A22 -4- x B 2 2 A2.3 -H X B 2 3 

A 3 I - h X B3 j A 3 , + X B 3 2 A 3 3 + X B 3 3 

où l'on suppose A ¿j A y/ et B//— B//. 
En outre, le déterminant 

B U B 1 2 B 1 3 [ 

B 2 L B „ B „ 

B 3 I B 3 2 B33 

est supposé di lièrent de zéro. 
Appelons alors X M X2 , X3 trois formes linéaires in-

dépendantes de x{, x2, «r3 ; nous pouvons choisir ces 
formes de manière que les formes quadratiques f et f x 

soient simplifiées d'après les règles suivantes : 

Premier cas. — X,, X2, sont trois racines distinctes. 
On peut, au moyen d'une substitution convenable (en 
Géométrie, 011 fait un changement de coordonnées), ra-
mener les formes /et/\ aux formes 
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Deuxième cas. — Les deux racines X, et X2 sont égales 

et diffèrent de Mais la racine satisfait à toutes les 
équations obtenues en égalant à zéro les mineurs du 
premier ordre du déterminant A(X). 

On posera 
cp = X1Xf-f-X1Xf-+-X3Xi, 
c p ^ - X f - X i - X f . 

Troisième cas. — Les trois racines \K, X2, X3 sont 
égales, et \K satisfait non seulement aux équations pré-
cédentes, mais encore aux équations obtenues en égalant 
à zéro les mineurs du second ordre de A(X), c'est-à-dire 
les éléments eux-mêmes de ce déterminant. 

On posera 
O = X,Xîh-XiX?,-HX1X1, 

XF XF — XF. 

Ces trois cas ne diffèrent pas essentiellement par les 
formes <p qui leur correspondent. 

Quatrième cas.— Les deux racines X* et X2 sont égales 
et diifèrent de X3. Mais les conditions du second cas ne 
sont pas satisfaites. 

On posera 

(12) cp = XT X 2 H - XF X3 X|, 

(13) <pi = — iXi X2— Xf. 

Cinquième cas. — Les trois racines Xi5 X2, X3 sont 
égales, mais les conditions du second cas sont satisfaites, 
et celles du troisième cas ne le sont pas. 

On posera 
«p = -2X1X1X î-hXî+X1Xî, 
îpi = — 2Xj x2— x§. 

Ce cas ne diffère pas essentiellement du précédent. 

Sixième cas. — La racine triple A{ ne satisfait pas 
aux conditions du second cas. 
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On posera 

04) © = X,(2X3X1-t-Xl)-f-2X1X2, 
(,5) ç1 = -r-(2X3X1-f.Xl). 

4. Reprenons la discussion précédente en employant 
les diviseurs de A(X) considéré comme un polynome 
du troisième degré en X. En outre, les mineurs du pre-
mier ordre seront considérés comme des polynomes du 
second degré en X, et les mineurs du second ordre, ou 
les éléments eux-mêmes du déterminant A(X), seront 
des polynomes du premier degré en X. Nous distingue-
rons alors les cas suivants : 

Premier cas. —• A(X) admet trois diviseurs distincts 
X —X<, X — X2, X — X3 ; 

Ou bien, s'ils ne sont pas distincts, le diviseur double 
X — X< est aussi diviseur de tous les mineurs du pre-
mier ordre de A(X) ; 

Ou même, s'ils sont égaux, le diviseur triple X — X, 
est diviseur de tous les mineurs du second ordre de A (X). 

On posera 

Xf — X| X|. 

Deuxième cas. — A(X) admet deux diviseurs distincts 
X — Xt et X — X2, el le diviseur double X — n'est pas 
diviseur des mineurs du premier ordre; 

Ou bien, si X, et X2 ne sont pas distincts, X — Xj n'est 
pas diviseur de tous les mineurs de second ordre, mais 
est diviseur de tous ceux du premier ordre. 

On posera 
'-P = 2 XJ X! X2-h Xf H - X2 XI, 
f i — — 2Xi X2 — X|. 

Tt 
*oisième cas. — Le diviseur triple X — X, n'est pas 

diviseur de tous les mineurs du premier ordre de A(X). 
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CP = X ! ( 2 X 3 X ! H- X | ) - H '¿X| X 2 , 

^ - ( a X ^ H - X « ) . 

Dans Je premier cas, on dira que A(X) admet trois 
diviseurs élémentaires simples. Il importe peu qu'ils 
soient distincts ou non comme diviseurs linéaires. 

Dans le second cas, on dira que A(X) admet un divi-
seur élémentaire double X — \K et un diviseur élémen-
taire simple X — X2. On peut avoir — X2. 

Dans le troisième cas, on dira que A(X) admet un di-
viseur élémentaire triple. 

5. Sans entrer dans les détails de la longue discussion 
de Painvin, on peut la ramener aux cas qui vont suivre. 

Soient 

/ = AN F-+- A22 X\ -H A33 X\ H- \kkx\-h 22 A i j X i X j , 
/ ' = B n x \ -I- B2 2 X\ -4- B 3 3 ~F~ B44 •+• 2 S B/Y Xi Y J 

deux formes quadratiques quaternaires. 
Considérons le déterminant symétrique 

A N -F - X B N AJ2-+- XB1 2 A 1 3 - H X B I 3 A U H - X B U 

A 2 I X B21 A 2 2 -1- X B22 A 2 3 -f- X B2 3 A2 V -1- X B N 

A 3 I -+- X B3 I A 3 2 -+- X B32 A33-+-XB33 A 3 4 -f- X B34 

AV 1 + X B U A 4 2 -f- X B4 2 A u - h X B4 3 A U + - X B U 

comme un polynome du quatrième degré en X, et ses 
mineurs des ordres successifs comme des polynomes du 
troisième, du second et du premier degré. 

Premier cas. — A(X) a quatre diviseurs distincts 
X X,, X — X2, X — X3, X — X4 ; 

Ou bien, si X2 = X4, le diviseur X — Xj convient à 
tous les mineurs du premier ordre 
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Ou bien, si X3 = X2 = le diviseur X — X, convient 

à tous les mineurs du second ordre ; 
Ou bien, si X4 = X3 = X2 = X,, le diviseur X — X, 

convient à tous les mineurs du troisième ordre, c'est-
à-dire aux éléments eux-mêmes du déterminant A(X). 

On posera 

o = X, Xf -+• X2 X | -h x 3 X J + X4 X f , 

ç>!= — Xf — Xf — X I — X f , 

et il importe peu que les valeurs X4, X2, X3, X4 soient 
distinctes entre elles, si l'on ne considère que les 
formes cp. 

Deuxième cas. — Le diviseur double X — ne con-
vient pas à tous les mineurs du premier ordre ; les autres 
diviseurs X — X2 et X — X3 sont distincts de X — X< et 
distincts entre eux; 

Ou bien, si X2 = X3, le diviseur X— X2 convient aux 
mineurs du premier ordre; 

Ou bien, si X 2 = X1, le diviseur X — X4 convient aux 
mineurs du premier ordre, mais non à ceux du second 
ordre ; 

Ou bien, si X3 = X 2 = X,, le diviseur X— X, convient 
une fois à tous les mineurs, excepté à ceux du troisième 
ordre. 

On posera 

cp = 2X, Xi X 2 + Xf -4- X2 X I -i- X3 X f , 

<f>l=£— 2 X ! X 2 — Xf — Xf . 

Il importe peu que X {, X2, X3 soient distincts. 

Troisième cas. — Le diviseur tr ipleX—X, ne con-
vient pas aux mineurs du premier ordre; l'autre divi-
seur X— X2 est distinct du précédent; 

Ou bien, si X2 = X,, le diviseur X — X4 convient aux 
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mineurs du premier ordre, mais non à ceux du second 
ordre. 

On posera 

<p = X,(2X3X1-4-X«)-i-aX1Xî-4-XïX|, 
?i =—(2X3X1-t-XD—xj. 

Il importe peu que X< et X2 soient des quantités diffé-
rentes. 

Quatrième cas. — Le diviseur quadruple X — X4 ne 
convient pas aux mineurs du premier ordre. 

On posera 

<? = 2 X 1 ( X 1 X 4 - f - X 2 X 3 ) - f - ( 2 X 1 X 3 - f - X | ) , 

<?i = — 2 ( X 1 X i H - X 2 X 3 ) . 

Cinquième cas. — Les deux diviseurs doubles X —X, 
et X — X2 ne conviennent séparément pas aux mineurs 
du premier ordre-, 

Ou bien, si \\ = X2, le diviseur X — X, convient deux 
fois aux mineurs du premier ordre, mais non à ceux du 
second ordre. 

On posera 

© = 2 Xi Xi X 2 -+• X j -h 2 X2 X 3 X ; -4- X | , 

? i = — X 2 — 2X3 x v . 

6. On dira que le déterminant A(X) admet dans le 
premier cas quatre diviseurs élémentaires simples ; 

Dans le second cas, un diviseur élémentaire double 
et deux diviseurs élémentaires simples; 

Dans le troisième cas, un diviseur élémentaire triple 
et un diviseur élémentaire simple; 

Dans le quatrième cas, un diviseur élémentaire qua-
druple ; 

Dans le cinquième cas, deux diviseurs élémentaires 
doubles. 
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7. Définissons maintenant les diviseurs élémentaires 
(.Elementartheiler do M. Weierstrass). Posons 

/»An -f- q Bu ... />A1„H-^BI„ 

p ARTL -F- q B/¿1 . . . p knn -4- q B„ 

Le déterminant [P, Q ] est une fonction entière et 
homogène du degré n en p et q. C'est donc le produit 
de n facteurs de la forme ap + bq, distincts ou non. 

Nous dirons que ap -f- bq est un diviseur linéaire 
de [P, Q ] par opposition à l'expression de diviseur élé-
mentaire qui en sera distincte dans la suite. 

Un mineur du premier ordre de [P , Q ] est aussi 
homogène en p et q. Soit lK l'exposant du diviseur 
linéaire ap -h bq qui entre à la fois dans tous les mi-
neurs du premier ordre. 

De même, soient /2, /3, . . . les exposants du diviseur 
linéaire ap-h bq qui entre à la fois dans tous les mi-
neurs du deuxième, du troisième ordre, etc. 

Par symétrie, appelons l0 l'exposant du diviseur 
linéaire ap -f- bq dans le déterminant [P, Q ] lui-même. 

Nous entendons par là que le plus grand commun di-
viseur des mineurs du premier ordre, par exemple, est 
divisible par (ap -f- bq)¿i. 

On aura d'abord 

/o >h>li> h > • • • • 

Car, si les mineurs du troisième ordre, par exemple, 
sont divisibles par (ap-h bq)1*, tout mineur du deuxième 
ordre étant une expression linéaire et homogène de 
mineurs du troisième ordre sera divisible aussi par 
(ap -h bq)1*. 

D'un autre côté, les dérivées partielles d'un mineur 
du second ordre par rapport a chacune des lettres p et 
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q sont aussi des fonctions linéaires et homogènes de 
mineurs du troisième, et admettent par suite le diviseur 
(ap + bq)'*. 

D'après la règle connue des diviseurs multiples, on 
devra avoir 

/ Î = > / J + I . 
Cela posé, soient 

Z0 —Z1==0O, il — i2 — e u mmmj l,. = e/c, 

si lk est le dernier nombre / qui ne soit pas nul ; nous 
aurons 

e0 -+- Ci . .-+-£/,- — 
et, par suite, 

( ap -h bq /<> = ( ap H- bq )co ( ap H- bq )ci. . . ( ap -h bq 

Chacun des diviseurs ( a p + bq)° est appelé un divi-
seur élémentaire du déterminant [P, Q ] , C'est donc 
un facteur du quotient des plus grands communs divi-
seurs respectifs des mineurs de deux ordres successifs. 

Chaque diviseur élémentaire est essentiellement ca-
ractérisé par le rapport de deux coefficients a et b et 
par un exposant e. Le diviseur élémentaire est simple 
si e = i , et d'un ordre de multiplicité <?, si e i. 

On peut représenter tous les diviseurs élémentaires 
dans un ordre quelconque par la notation 

(a,p -4- 62<7)S (app -h bpq)c?. 

Mais les indices i, 2, . . ., p n'indiquent pas que les 
diviseurs linéaires aLp-\-biq soient nécessairement 
distincts. Plusieurs peuvent être égaux entre eux. 

On a de plus 

et le nombre p peut être égal ou supérieur au nombre 
des diviseurs linéaires distincts. 

Si tous les diviseurs élémentaires fournis par le di-
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viseur linéaire (ap + bq)k+s sont simples, le détermi-
nant [P, Q ] sera divisible par ( a p + bq)h+*, ses mineurs 
du premier ordre seront divisibles par (ap-h bq)k, . . . ; 
ses mineurs de l'ordre k seront divisibles par ap H- bq. 

8. Reprenons, par exemple, le premier cas de Pain-
vin, en faisant p = i , q — X. 

Si l'on a 

chaque diviseur linéaire À— X/(¿ — i, 2, 3, 4) divisera 
A(X), mais ne divisera par tous les mineurs du premier 
ordre. On aura donc quatre diviseurs élémentaires 
simples. 

Si l'on a 
Xt = X2 X3 ̂  x4; 

le divis.eur X — divisera deux fois A (À), et une fois 
chaque mineur du premier ordre. On aura 

¿o — 2, l\ = i, d'où e0 — ei = 1, 

et l'on obtiendra deux diviseurs élémentaires simples 
de la forme X — X4 en même temps que les diviseurs 
élémentaires simples \ — X:} et X — X4. 

Si Fon a 
Xi = X2 ^ X3 = X4, 

on aura quatre diviseurs élémentaires simples, égaux 
deux à deux, savoir deux diviseurs élémentaires simples 

X —«Xj(car ¿0 = 2, lx = i, c0 = ex = 1), 

et deux diviseurs élémentaires simples 

X — X3(car l0 = 2, = 1, e0 = ei = 1), .... 

Ajoutons une remarque au premier cas de Pain vin. 
On y fait l'hypothèse que X — X, est diviseur de tous les 
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mineurs du second ordre quand = A2 = et l'on ne 
parle pas des mineurs du premier ordre, car l'hypothèse 
faite est suffisante, d'après la théorie du n° 7, pour que 
A — soit un diviseur linéaire double des mineurs 
du premier ordre, et un diviseur linéaire triple de A(X). 

On peut revoir, au même point de vue, toutes les dis-
cussions du commencement de cette Note. 

9. Voici, sans démonstrations, les propriétés géné-
rales des diviseurs élémentaires qu'on devra réunir à 
celles que Ton a déjà vues au n° 7. 

Soient 
P = IAaaa?J + 

(a, p = i, 2, . . z i ; Aap:=Apa, Bap = Bpa) 

deux formes quadratiques. 
Le déterminant 

Bu ... Bln 

[Q] = 
B«i ... Bnn 

n'étant pas supposé nul, le déterminant [P, Q ] sera du 
degré n exactement. 

THÉORÈME I . — Si la substitution 

Y 

transforme les deux formes quadratiques P et Q en 
deux autres formes P' et Q', et, si le déterminant de 
la substitution n'est pas nul, les déterminants [P , Q ] 
et [P7, Q ' ] ont les mêmes diviseurs élémentaires. 

Si l'on veut, un changement de coordonnées ri al-
tère pas7 non seulement les racines de l'équation en 
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mais encore les diviseurs élémentaires du déterminant 

THÉORÈME I I . — En supposant que 

( « i/? -h (a2p -f- b2q)c», ..•> {a?p-+-bpq)ei 

soient les diviseurs élémentaires du déterminant^, Q], 
choisissons deux nombres g et h qui ri annulent pas 
g-P -f- /¿Q, en admettant que les valeurs a¿ et b¿, 
dont le rapport seul est essentiel, satisfassent aux con-
ditions 

ga¿ -f- hb¿ = i ( i = 1,2, ...,p), 

o/i déterminer n formes linéaires indépendantes 
x j , x1;, xi,-!, ( i = i,2, ...,p> 

telles que Von ait 

P=2á[a¡(X\.i-¡>(X)et-xl 
i 

i 

avec les conventions 

( X ) « = o, 

(X)c = X0Xt,_, -h Xj Xc_2 h- .. . -f- Xe_i X0. 

On voit, en particulier, que, si tous les nombres e 
sont égaux à l'unité, on est ramené à la décomposition 
simultanée de deux formes quadratiques au moyen de n 
mêmes carrés. 

THÉORÈME 111. — C'est la réciproque du théorème I. 
Si les formes P, Q, P', Q' sont telles que les détermi-
nants |P, Q ] et [P' , Q'] aient les mêmes diviseurs élé-
mentaires > on peut déterminer des constantes telles 
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que la substitution 

(a, 7 = i, a, . • •, w) 

ait son déterminant différent de zéro et ramène P à P' 
et Q à Q'. 

THÉORÈME I V . — C'est la réciproque du théorème I I . 

Prenons les nombres eK, e2, . . ., ep et les constantes g, 
h, a et b sous les conditions 

et posons 

2e£ = n, 

gat -+- hbi = i (¿ = I, 2, P). 

Q ^ K X V - t - ^ X ) ^ , 
P ' = S P ; , 

Remplaçons maintenant les X par des formes li-
néaires indépendantes en x2, . rcous 06-
tiendrons les formes P <?/ Q les plus générales, telles 
que le déterminant [P, Q ] ait pour diviseurs élémen-
taires les diviseurs (aip -+- biq)ei. 

Ce théorème est très important, et explique la règle 
suivante. Considérons un déterminant de la forme 

[P/, Q/] = 

V 
X i - X 

-X o 

L À ! — X 

XT — X I 

o 

o 

Il admet un seul diviseur élémentaire (X, — 
Formons un Tableau de p déterminants analogues 

dont les diagonales principales se succèdent sur une 
ligne unique qui servira de diagonale à un grand'deter-
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minant [P, Q] . Tous les éléments de [P , Q ] n'entrant 
pas dans les [P,-, Q/] sont supposés nuls. On obtiendra 
ainsi la forme canonique du déterminant [ P , Q ] qui a 
n diviseurs élémentaires égaux à 

On n'a pas procédé autrement pour trouver les 
formes <p et dans la discussion du problème de 
Painvin. 

THÉORÈME V . — Pour que P et Q se ramènent à des 
sommes de carrés positifs ou négatifs, il faut et il 
suffit que tout diviseur linéaire du degré l dans [P , Q ] 
soit un diviseur des mineurs de Vordre l — i. 

Ce théorème est toujours applicable quand les deux 
formes P et Q sont à coefficients réels, et que l'on peut 
trouver une forme g P 4- /¿Q qui ne s'annule pour au-
cun système de valeurs réelles x ^ . . . , x n y si ce n'est 
pour des valeurs toutes égales à zéro. 

Par exemple, soient les deux formes 

/ = SAa3ta?J-haSAapa?aa?p, 

•/ i= -+- A -Htf/Î. 

Puisque la forme f ne peut s'annuler qu'en égalant 
à zéro toutes les variables x, après exclusion des solu^ 
tions imaginaires, il est nécessaire que le déterminant 
A(5), où s remplace la lettre \ employée jusqu'ici, n'ait 
que des diviseurs élémentaires simples et réels. 

Comme corollaire de la proposition, on voit que 
toute équation en s a. toutes ses racines réelles, que 
chaque racine double annule les mineurs du premier 
ordre de A (s ) , etc. 

On 
remarquera qu'un déterminant A(X), qui n'a que 

des diviseurs élémentaires simples et réels, peut s'ap-
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peler généralement un déterminant en s, car on peut le 
ramener à la forme ordinaire A (s) par l'application des 
théorèmes précédents. 

10. Si les déterminants [ P ] et [ Q ] sont nuls, on 
cherchera deux nombres m et n tels que le déterminant 

[Qi] = [/wP-+-/iQ] 

ne soit pas nul, et Ton substituera la forme Q f à la 
forme Q avant d'appliquer les principes précédents. 

Mais il peut arriver qu'il n'existe aucune forme Q, 
dont le déterminant ne soit pas nul. Dans ce cas, 
M. Darboux a montré qu'on peut ramener les deux 
formes P et Q à l'étude d'autres formes P' et Q' d'un 
nombre moindre de variables indépendantes et satis-
faisant aux principes précédents. 

Il me semble inutile de chercher des démonstrations 
des propositions énoncées dans cette Note en dehors des 
Méthodes parfaites de M. Darboux ( Journal de Liou-
ville, 1874)- A peine, dans quelques cas très simples 
de Géométrie analytique, peut-on essayer des procédés 
spéciaux. Nous renverrons donc au grand Mémoire 
de M. Darboux le lecteur dont cette Note aura excité 
l'intérêt. 

S U R M P R O B L È M E D E G É O M É T R I E ; 
P A R M . ROMUALD B L A Z É Ï E V S K I . 

L'équation 

(1 - ny D)y* m,y, - {(k - 7D) = o 

et les deux autres qu'on obtient en changeant mKyK en 
Ann. de Mathémat3e série, t, XIV. (Septembre i8g5.) 
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m , y 2 j m3 j 3 donnent pour r/ les expressions contenant 

les radicaux y/D — a, y/D — b, y/D — c. Posons, pour 

abréger, 

mj(D — a) — a, m2 (D— b) — fi, m3(D —c)==y, 

Fo - V7? - v/v, Fi = V̂T ~ F, = v/i — v/p î 

désignons par F', G' les F et les G où le signe moins est 
remplacé par le signe plus. 

Nous aurons 

F0F; = m,(D— b)-mz{D — c), 
r I) - b D — c 

= //? 3 
ou bien 

i — //?!D = G0Gi, = F0F'o. 

m 2—/y? 3 /n.y—m 3 

L'équation déterminant y s sera 

Soit A une constante numérique, faisons 

G(,jn = AF0, 

substituons dans l'équation et divisons le premier 
membre par F 0 G 0 , on trouve 

A^FOGI + m^/^ - » I 3 ) A+|/GoF ; = o; 
mais 

• + - + - »•») = o-
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Pour satisfaire à eette équation, supposons A = àz 

ainsi 

ZCZr' 
m 2 m-a 

de même on pourrait constater que 

7 2 ^ -4-1 y ó = ± 1 - /P ; 

j/ï _ V^ v/p 
;?ï3 m 2 Wj 

Les j ' sont liés par la relation 

équation rationnelle et homogène par rapport à y/a, 
A v/y, 

F 0 G I G 2 H - F I G 0 G 2 -T- F 2 G 0 G I — G G 0 G , G 2 . 

Mais 

G , G . , = V 7 ^ * / F R 1 2 /?? ! /?i3 m] m2 />?3 

F.G.G, ^ (c - 6 ) £ - 5 - = ^ ) /p 
v mx \ m2 mi / 1 

D —a __ D — /A t / j i_\ 
1 /»î / ' w2/ /̂ i 

v 7 fti2 \ m3 m2 / 1 

/ D - 6 _ D - o \ ^ / _ ^ Y M , 

FJJGQGJ = TF ) - + - . . . , m 3 
r p r / D - é D - c \ y/i 
VJfQ Ul VJ2 — w2 / Wî 

/D — c D — 
\ w3 m2 / m2 

/D — a _ D —¿>\ /Y 
\ Wj mt / m3 
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L'équation sera 

1 (//?3—m 2 

(E) < + - m3) — D -h /P 

| ^ y/v = o. 

Comme il est facile de se convaincre, le facteur 

de y/a est 

c — b D — b __ D — c 
nii rn.2 m \ 

D — b __ D —c _ 2 /D — b _ D —c\ 
wii mi D \ m2 fn-à / 

ou bien 
2 ( c — b ) 

mi 

mais 

/ a W D — 6 D — c\ 
\ /Wj D / \ ;?r2 m3 / ' 

C ^ — c / 1 1 ^ ¿> Z' 1 1 ) ° — ^ — ^ — 
mz ni± \m3 / \//?2 ' m\] niy nii 

le facteur de y/a est 

c—b 
2 -/tti 

qu'on peut écrire 

/D / 

On a pris dans l'expression 

y i = ± ... Û J ^ Û 

le signe supérieur. 
Toutes les combinaisons de signes sont au nombre 
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de quatre, car G\yK = ^F'0 est aussi une solution, mais 
peut-être y a-t-il quelques conditions limitant le nombre 
de solutions. 

L'analyse précédente nous enseigne que le problème 

dépend seulement de ^ ? • Si l'on suppose, M, N étant H H 
des constantes, 

^ = Mcos6, = N sinG, 
V7 VT 

011 peut exprimer les quantités j ' , par les fonctions tri-
gonométriques et l'argument 9 sera déterminé par l 'é-
quation ( E ) : il se peut que 9 soit complexe, de la forme 

-h cela introduira les fonctions hyperboliques. 
Nous avons 

mi (D — a) — M2/m3(D — c) cos28, 

m2( D — b) = N2 m3 (D — c)s in26: 

on doit avoir l'identité, quel que soit D, 

N2 NII ( D — a)-F- M 2 M 2 ( D — b) = M2FT2M3(D — c), 

//îiN2-+- m2M2 = m3M2N2, 
/niaN2 -H m2bM2 = M2N2/rc3c, 

M2 = m^h — a) __ m2(b — g) ^ 
ni%(b— c) rn6{c — a) 

Pour que la substitution soit réelle, il faut qu'on ait 

b > c > a, 

nii in-i ^ mj + nu ^ ni2 m3 ' 
ou bien 

m i < m2 < /?i3, 
ou bien 

< < «>3. 

En disposant les données du problème dans un tel 
ordre, on est assuré cjue M, N sont réels. 
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Je vais ajouter quelques remarques au sujet de l'élimi-

nation. Soit C le cercle circonscrit au triangle cherché; 
nous avons posé 

hD*=—9, I D 3 D a ? = sr0; 
x2 xz 

on a 

kql= I, Iql = q, q = J J ; 
2 

les xi satisfont à l'équation 

¿ 3 — — f - (y — i) = o. 

Supposons que wi varient de façon que les cercles 
inscrit et circonscrit au triangle Â  A 2A 3 restent inva-
riables. On a 

Y _ Y — ' Y — W L _ R L,| — ¿2 V2 — ¿3 S3 — X \ — 

en désignant par C une constante indépendante de 
wx > comme 

_ îW'-iH'-t ï ( = m i /n ., /?? •] = : = _ _ _ _ _ , «Vj 1 . W2 (Vj (P2 

on a 
= / C D . 

Ainsi 

mais 

1 

_ 70 / I \ 
D® ~~ D \ A-1)2/' 

C est une fonction rationnelle de D; je ne cite pas ici 
la démonstration de la formule 

c = - ( * D . - * ) D * 
..{(¿D*— i) — 8/D3 
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qui ne présente aucune difficulté, mais est seulement 
assez longue, comme toutes celles fondées sur la théorie 
des fonctions symétriques. 

NOTE SUR UNE METHODE NOUVELLE DE TRANSFORMATION 
ET SUR LES OUARTIOUES UN ICURSALES ; 

PAR M. G. LEINEKUGEL, 

Elève au lycée Charlemagne. 

Nous nous proposons d'exposer une méthode nouvelle 
de transformation dans laquelle correspond à un point 
une conique, circonscrite à un triangle donné, qui con-
stitue la ligure de référence de cette méthode de trans-
formation, à une droite un point, et à une conique une 
quartique unicursale. Toutes les propriétés projectiles 
des coniques permettront d'énoncer immédiatement des 
propriétés relatives anx quartiqnes unicursales. Nous 
retrouverons, en particulier, par une voie purement 
géométrique, quelques-unes des propriétés de ces courbes 
que M. Astor a énoncées dans un Article très intéressant 
paru dans les Nouvelles Annales. 

Les deux propriétés qui servent de base à cette mé-
thode de transformation sont les suivantes : 

I . Etant donnés un triangle et un point P , on consi-
dère une série de droites pivotant autour de ce point, 
les droites qui joignent deux des sommets du triangle 
aux points de rencontre de ces droites avec les côtés op-
posés se coupent en un point qui décrit une conique ( P ) . 

I I . Lorsque le point P décrit une droite A , les coni-
ques correspondant aux différents points de cette 
droite passent par un quatrième point fixe. 
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I. En effet, soit Pc b une de ces droites qui rencontre 

en c les côtés AC, AB du triangle donné ABC. Les 
droites Ce, Bb sont évidemment deux rayons homolo-
gues de deux faisceaux homograpliiques de sommets B, C. 
Le point p de rencontre de ces droites décrit, par suite, 
une conique (P ) , passant par les trois sommets A, B, C 
(BA, CA étant évidemment deux rayons homologues) 
du triangle. Les tangentes en B, C sont les droites PB, 
PC qui sont les rayons correspondants de BC, dans les 
deux faisceaux. Quant à la tangente en A, c'est la droite 

Fi g. i . 

conjuguée harmonique de PA par rapport aux deux côtés 
AB, AC du triangle. Ceci résulte de la construction de 
la tangente en un point quelconque p de (P ) . D'après 
le théorème de Pascal, la tangente en p à ( P ) ren-
contre BC au même point O que la droite bKcK qui 
joint les points bi7 c¡ de rencontre des droites PC, Bé; 
PB, Ce. Or les droites p S et /?P sont deux diagonales 
du quadrilatère formé par les quatre points B, C, b { , 
(fig- qui forment bien avec les côtés C/?, B p un 
faisceau harmonique. 
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Cette conique (P ) , qui correspond au point P, est 

donc bien déterminée. 
YAoici un autre mode de génération de cette co-

nique ( P ) : 

Le lieu des points de contact des tangentes menées 
d'un point P aux coniques passant par deux som-
mets B, C d'un triangle ABC et rencontrant les deux 
autres côtés en deux points situés en ligne droite 
avec P est la conique ( P ) . 

Ou, ce qui revient au même, d'après le théorème de 
Desargues : 

Etant donné un triangle ABC on considère une 
série de droites pivotant autour d'un point P, le lieu 
des points doubles de Vinvolution déterminée par les 
deux couples de points ( P, « ) , ( b, c) est la conique (P ) . 

Ce dernier mode de génération de ( P ) permet de con-
struire ses directions asymptotiques, puisqu'il suffit de 
tracer les deux droites P¿z, bc qui sont telles que les mi-
lieux des segments Pa, fee coïncident. Ces droites passe-
ront donc par les deux points communs à la droite et à 
la conique lieu des points milieux des segments Va, bc. 

II. Cette propriété résulte immédiatement du pre-
mier mode de génération de la conique (P ) . Si le 
point P se déplace sur une droite A, le réseau des co-
niques ( P ) qui correspondent aux différents points de 
cette droite passeront toutes par le point obtenu 
comme précédemment, P c b coïncidant avec A ( J i g . i ) . 

Courbe transformée d'une courbe donnée. — Nous 
supposons maintenant que le point P décrit une courbe 
quelconque (C ) de degré m, aux différents points P 
correspondent des coniques ( P ) dont l'enveloppe est 
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une courbe ( T ) qui est la transformée de la courbe (C). 
Nous nous proposons de tracer cette courbe par points 
èt par tangentes et d'en indiquer le degré dans le cas 
général. 

Au point P de la courbe (C ) correspond une co-
nique (P ) , définie comme il a été dit plus haut; à la 
tangente A à (C ) en ce point correspond un point p, 
appartenant à (P)*, je dis que c'est en ce point que la 
conique ( P ) touche son enveloppe (T ) . En eflet, consi-
dérons une sécante passant par P et infiniment voisine 
de A, elle rencontre (C ) en des points dont l'un d'eux P' 
est infiniment voisin de P, et auquel correspond une 
conique ( P ' ) rencontrant ( P ) au point p', infiniment 
voisin de p puisqu'il correspond à A7. Quand A' se rap-
proche de A, p' tend vers p qui est bien, par suite, le 
point où ( P ) touche son enveloppe. 

Le point p décrit donc la courbe (T ) ; la tangente en 
ce point à (T ) coïncidant avec celle de la conique ( P ) 
d'après le théorème fondamental des enveloppes, est 
donc la droite pS conjuguée harmonique de Vp par 
rapport à Bp, Cp. 

Si la tangente A passe en l'un des sommets A, B, C, 
on voit que le point p vient se confondre avec l'un de 
ces points. Nous en déduisons que la courbe (F ) admet 
les trois points A, B, C comme points multiples d'ordre 
c — m (m — i ) , c étant la classe de la courbe (C ) en 
général. De plus, d'après la construction de la tangente 
en p à la courbe (T ) , on voit que les tangentes en B, C 
sont les m^m — i ) tangentes que l'on peut mener de ces 
points à ( C) et qu'en A ces tangentes sont les conjuguées 
harmoniques par rapport aux côtés AB, ACdes tangentes 
menées de ce point à (C ) . 

Il résulte aussi du mode de transformation que, dans 
le cas où la courbe (C ) n'est pas tangente à BC, il n'y a 
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pas de points de (T ) en dehors de B, C sur la droite BC, 
qui rencontre, par suite, ( T ) en un nombre de points M 
égal à son degré, 2m(m<—1) = M. Plus généralement, 
c étant la classe de (C) , le degré de ( T ) est M = 2c. 

Remarque I. — Dans le cas particulier où (C ) est 
tangente en t points à BC, le degré s'abaisse à u(c — t). 

Remarque II. — Le degré de la courbe ( T ) peut se 
déduire aussi de cette remarque, que d'un point du plan 
011 peut mener à la courbe (C ) un nombre de tan-
gentes égal à c~m{m— 1), en général. Par suite, la 
conique qui correspond à ce point rencontre la courbe ( T ) 
en c — m(m— 1) points en dehors des sommets qui 
comptent pour 3 m (m — 1), total en q m ( r n — 0 points 
et, d'après le théorème de Bezout, le degré de ( T ) sera 

M = i [ 4 n l ( f n — 01 = 2rn(m — \). 

j i une conique inscrite dans le triangle ABC corres-
pond une droite. 

En effet, soit A une tangente à cette conique (C)(f ïg- 2)5 

F i g . 2. 

on sait que étant données deux coniques bitangentes à 
une troisième, les cordes des contacts et les sécantes 
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communes concourent en un même point et forment 
un faisceau harmonique. Or ici les coniques (À, BC), 
(AB, CA ) étant bitangentes à (C) , les sécantes com-
munes Ce, Bè se coupent en p situé sur la corde de 
contacts y de (C ) avec AC, AB. Cette droite y est donc 
la transformée de (e ) . 

Cette droile est une tangente commune à toutes les 
coniques (P ) , correspondant aux différents points P 
de (e), les points de contact correspondants étant, sur 
cette droite, les points p obtenus comme il a été dit 
plus haut. 

Il résulte de là que, si l'on considère une tangente y 
à la courbe ( T ) en /?, la conique ( e ) dont cette droite 
est la transformée est inscrite dans le triangle et est 
tangente à la courbe ( C ) en P. 

Des considérations précédentes nous déduisons les 
théorèmes suivants : 

THÉORÈME I. — Une courbe ( T ) de degré un (m—I) 
dont on connaît trois points multiples d'ordre m (m— i ) 
est complètement déterminée quand on Vassujettit à 

t , m(m-1-3) etre tangente a —:— coniques circonscrites au 

triangle ABC formé par les trois points multiples 
donnés. 

Il suffira, en effet, de construire les m ^ m f ~ ^ ̂  points 

correspondants à ces coniques, qui déterminent la 
courbe (C ) dont (T)est la transformée. On passe évi-
demment d'une conique ( P ) au point correspondant P 
en prenant le pôle de BC par rapport à cette conique. 

THÉORÈME II. — Une courbe (T) de dègré im(in—I) 
dont on connaît trois points multiples d'ordre m(m— i) 

est déterminée quand on en donne ^ points. 
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C'est qu'en effet les m ( J ) droites, dont ces points 

sont ceux qui y correspondent, déterminent une 
courbe (C) . 

THÉORÈME I I I . — Etant donnée une courbe (Y) de 
degré im(m — 1) admettant trois points multiples 
d1ordre m{m — i), on peut par un point du plan 
mener m coniques tangentes à cette courbe et circon-
scrites au triangle formé par les trois points multi-
ples. 

C'est la transformation de cette propriété : qu'une 
droite quelconque rencontre la courbe (C)dont (T ) est 
la transformée, en m points. 

THÉORÈME I V . — Etant donnés une courbe ( C ) de 
classe c et un quadrilatère, le nombre des coniques 
inscrites dans ce quadrilatère et tangentes à cette 
courbe est c(c -h i). 

Considérons le triangle ABC formé par trois des 
côtés du quadrilatère et la courbe (C ) ; en appliquant 
notre méthode de transformation, nous avons à démon-
trer cette propriété : d'un point Q du plan on peut 
mener à la courbe ( r ) c ( c - f - i ) tangentes. 

Le point Q est le correspondant du quatrième côté 
du quadrilatère. Nous avons vu que le degré de ( T ) 
était 2 c ; comme elle admet trois points d'ordre c qui 

comptent pour — - points doubles, sa classe C est 

par suite 
[ 3 c(c T ) 1 

— = c ( c - f - l ) . C.Q.F.D. 

Application aux courbes du second degré. Quarti-
que s unicursales et coniques. 

En appliquant ces considérations générales au cas où 
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la courbe (C ) est une conique, nous voyons qu'à une 
conique correspond une quartique admettant les trois 
sommets du triangle ABC comme points doubles. 

Les théorèmes énoncés précédemment donnent comme 
cas particuliers les suivants relatifs aux quartiques uni-
cursales à points doubles réels. 

i° Une quartique dont on connaît trois points dou-
bles est déterminée quand on l'assujettit à être tan-
gente à cinq coniques circonscrites au triangle formé 
par les trois points doubles. 

2° Une quartique dont on confiait trois points dou-
bles est déterminée quand on en donne cinq points. 

3° Une quartique unicursale à points doubles réels 
étant donnée, on peut, par un point du plan, menei 
deux coniques circonscrites au triangle formé par les 
points doubles et tangentes à cette quartique. 

Le dernier théorème IV donne lieu à une propriété 
relative aux coniques. 

4 ° Il existe six coniques inscrites dans un quadri-
latère et tangentes à une conique donnée. 

Cette méthode de transformation conduit à des dé-
monstrations géométriques simples des deux théorèmes 
connus : 

THÉORÈME. — Les six tangentes aux trois points 
doubles d'une quartique unicursale sont tangentes à 
une même conique. 

Soit ( f i g . 3) une conique (C ) ; les tangentes en A, 
B, C à la quartique unicursale ( T ) transformée de ( C ) 
sont, d'après ce qui a été dit plus haut, pour les points 
B, C les tangentes menées de ces points à ( C ) et pour A 
les deux droites A,, ÙL\ conjuguées harmoniques par 
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rapport à AB, AC des deux tangentes A, A' menées 
de A à (C) . Je dis que ces six droites sont tangentes à 
une même conique. Ceci résulte immédiatement du 

F ¡g. 3. 

théorème corrélatif de celui de Desargues. Les droiV.es 
AC, AB; A, A' déterminent un faisceau involutif dont 
les rayons homologues sont les tangentes menées de A 
aux coniques inscrites dans le quadrilatère formé par 
les tangentes menées de B, C à (C). 

Or le rayon homologue de Ai, conjuguée harmonique 
de A par rapport à AB, AC, est évidemment A'n ce qui 
démontre la proposition. 

Cette propriété montre que cinq des six tangentes 
aux trois points doubles d'une quartique étant données 
la sixième en résulte: elle donne un moyen simple de la 
construire. 

THÉORÈME. — Dans toute quai tique admettant trois 
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points de rebroassement les tangentes en ces points 

sont concourantes. 

Il suffit, pour démontrer cette proposition, de consi-
dérer la quartique (T ) , transformée d'une conique (C ) 
circonscrite au triangle ABC formé par les trois points 
de rebroussement. Les tangentes de rebroussement de 
la quartique sont, en effet, les tangentes en B, C à (C ) 
qui se coupent en P et la droite AP conjuguée harmo-
nique par rapport à AB, AC de la tangente en A à (C) . 

Propriétés des quartiques unicursales déduites des 
coniques. — Notre méthode de transformation appli-
quée aux propriétés projeclives des coniques nous 
permet d'énoncer immédiatement des propriétés rela-
tives aux quartiques unicursales à points doubles réels. 

Voici quelques-unes des transformations des pro-
priétés les plus élémentaires des coniques; pour sim-
plifier les énoncés de ces propriétés nous entendrons 
par quartiques (T ) les quartiques circonscrites à un 
triangle ABC dont les sommets sont trois points doubles. 

Le lieu des pôles d'une droite 
fixe par rapport aux coniques 
circonscrites à un quadrilatère 
est une conique. 

On considère quatre coni-
ques circonscrites à un tri-
angle ABC et le réseau des 
quartiques ( T ) tangentes à ces 
quatre coniques. Si par un 
point donné on fait passer les 
deux couples de coniques cir-
conscrites de ABC et tangentes 
à ces quartiques, pour chacune 
de ces quartiques il existe une 
conique ( S ) circonscrite au 
triangle etpassant par les deux 
points de contact. L'enveloppe 
de ces coniques ( S ) est une 
quartique admettant A, B, C 
comme points doubles. 
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En e f f e t , aux quatre points correspondent quatre 

coniques; à la droite A donnée correspond un point 

f ixe Q ; aux deux tangentes 0 4 , à Tune des coni-

ques ( 0 ^ ) (c irconscr i te au quadri latère donné ) , aux 

points où la droi te A la rencontre, correspondent les 

deux points t{, t\ de contact avec la quartique ( F 4 ) d u 

réseau des deux coniques passant par Q et circonscrites 

à A B C . F ina lement , au pô l e de A , par rapport à ( C ^ , 

correspond la conique ( S ) circonscrite au triangle et 

passant par les deux points f M 

L'enveloppe des polaires On considère les quarti-
d'un point Fixe, par rapport ques ( F ) circonscrites à un 
aux coniques inscrites dans un quadrilatère fixe et une co-
quadrilatère, est une conique. nique fixe circonscrite à ABC, 

qui rencontre chacune des 
quartiques ( F ) en deux points; 
les deux coniques circonscrites 
à ABC et tangentes en ces 
points aux quartiques se cou-
pent en un quatrième point 
qui décrit une quartique ad-
mettant A, B, G comme points 
doubles. 

On considère cinq coniques 
Fixes circonscrites à ABC et le 
réseau des quartiques ( F ) tan-
gentes à quatre de ces coni-
ques; chacune de ces quarti-
ques rencontre la cinquième 
conique en deux points; les 
deux coniques tangentes en 
ces points à la quartique et 
circonscrites au triangle se 
coupent en un quatrième point 
dont le lieu est une conique 
circonscrite à ABC. 

On considère les quarti-
ques ( F ) qui sont circonscrites 

Les polaires d'un point Fixe 
par rapport aux coniques cir-
conscrites à un quadrilatère 
passent par un point fixe. 

Les pôles d'une droite Fixe 
par rapport aux coniques in-
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sentes dans un quadrilatère à un quadrilatère donné. On 
décrivent une droite. mène d'un point fixe, à cha-

cune de ces quartiques les 
deux coniques circonscrites à 
ABC et qui lui sont tangentes ; 
les deux points de contact et 
les sommets A, B, G détermi-
nent une conique. Toutes les 
coniques ainsi obtenues pas-
sent par un quatrième point 
fixe. 

Le théorème de Pascal donne lieu au suivant : 

On considère six points p p 2 , . . . > p& quelconques 
sur une quartique (F) donnée et les six coniques cir-
conscrites ci ABC et tangentes à (T ) aux six points 
précédents. Ces coniques sont (P<), (Pa)j (Pe)î 
les trois coniques circonscrites à ABC et passant par 
les quatrièmes points communs aux coniques 

[(P.), (P,) ] [(P*), (P.)]. t(P»), (P»)] ï(ps). (P.)]. 
L(P»).(P0][(P6),(PI)] 

se coupent entre elles au même point. 

Le théorème de Brianchoii conduit au suivant : 

On considère six points p{: ..., yj>6 quelconques 
sur une quartique (Y)] les six coniques circonscrites 
à ABC et passant par les points (piy p*), • • 

(Pa >P*)> que nous désignerons par (Q, ) , (Q2), (Q6 ) , 
sont telles que les quatrièmes points communs aux 
coniques [(Q, ), (Q,)], [(Q.MQOL [(Q.), (Q.)] sont 
sur une conique circonscrite à ABC. 

Ces quelques exemples montrent combien il est facile 
d'effectuer la transformation des propriétés des coni-
ques. Il est inutile de faire remarquer que toutes les 
propriétés des quartiques unicursales à points doubles 
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réels donnent par polaires réciproques des propriétés 
relatives aux quartiques ayant trois tangentes doubles. 

I. Les cordes des contacts avec deux des côtés d'un 
triangle ABC des coniques inscrites dans ce triangle 
et tangentes à une droite A fixe passent par un point 
fixe. 

C'est qu'en effet à l'une des coniques inscrites dans 
ABC correspondra la corde des contacts qui passera par 
le point correspondant dans la transformation à la 
droite A. 

Si nous supposons que la droite A soit la droite de 
l'infini, le point correspondant est le point A' d'intersec-
tion des parallèles menées de B, C à AB, AC. Nous 
arrivons donc à cette conclusion : les cordes des con-
tacts des paraboles, inscrites dans ABC, avec les côtés 
AB, AC, passent en A'. Les deux autres cordes des con-
tacts passent par les points B', C'; par suite : 

Les paraboles inscrites dans un triangle admettent 
toutes un triangle autopolaire commun (A', B', C') et 
inversement. 

De sorte que les foyers des paraboles admettant un 
triangle autopolaire commun décrivent le cercle des 
neuf points de ce triangle et leurs directrices passent 
par le centre du cercle circonscrit au triangle donné. 

II. Les cordes de contact avec deux des côtés d'un 
triangle des coniques inscrites dans ce triangle et pas-
sant par un point P enveloppent une conique ( P ) . 

Cette conique est évidemment celle qui correspond 
dans la transformation au point P. 

III. On considère une conique ( P ) circonscrite à un 
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triangle xYBC, on joint un point M de la conique à deux 
sommets B, C : le point M 'd e rencontre des droites BM', 
CM' conjuguées harmoniques de BM, CM par rapport 
aux médianes BZ>, Ce et aux droites BA', CA' (b, c étant 
les milieux de AC, AB, et A! défini comme précédem-
ment) décrit une droite. 

Remarquons que cette propriété met en évidence une 
méthode de transformation qui ferait correspondre une 
droite à une conique circonscrite au triangle. 

Cette proposition n'est que la transformée, par notre 
méthode, de la proposition suivante : 

Etant donné un triangle, une droite se meut en 
restant parallèle h une direction donnée, l'enveloppe 
des transversales réciproques de chacune de ces droites 
par rapport au triangle est la parabole inscrite dans 
le triangle et dont la direction des diamètres est la 
direction donnée. 

Pour la démontrer géométriquement nous nous 
appuierons sur la suivante : 

Etant, données dans un plan deux paraboles, il existe 
une hyperbole circonscrite au triangle formé par leurs 
trois tangentes communes et dont les asy mptotes sont 
les tangentes à ces paraboles qui sont parallèles à leurs 
directions de diamètres. 

Considérons, en effet, un triangle ABC, le cercle 
circonscrit et les paraboles (P ) , (P r ) inscrites dans ABC 
de foyers F, F' diamétralement opposés. Les droites de 
Simson de ces points sont A, A', deux transversales 
réciproques par rapport à ABC, puisque Cfa = Bf a 
(fiS- 4) (j"a> f°- s011t projections de F, F' sur BC), 
Oct étant le milieu commun aux segments BC, fa, fa!. 
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Il existe done une hyperbole circonscrite à ABC et dont 
les asymptotes sont A, A'. Ces droites sont rectangulaires 

carEA]^ == FAF7 == j ( EAB"===FAC^, É ^ ' = F A B ) , 

et AE, AE ; donnent les directions des diamètres de (P ) , 

Fig. 4. 

(P ; ) . A est donc bien parallèle à la direction des dia-
mètres de (P ' ) et A' parallèle à celles de (P ) . 

Une projection cylindrique de cette figure établit la 
propriété énoncée précédemment. 

Mais les asymptotes d'une conique sont, par rapport à 
un triangle inscrit, deux transversales réciproques ; 
donc à une tangente A à une parabole (P ) , inscrite dans 
ABC, correspond une seule parabole (P ' ) et, par suite, 
une seule tangente A' parallèle à la direction des dia-
mètres de ( P ) et qui se construira d'après la propriété 
précédente, en prenant la transversale réciproque de A. 

Inversement, si une droite A; se meut en restant 
parallèle à une direction fixe, les transversales récipro-
ques de ces droites seront tangentes à la parabole ( P ) 
inscrite dans le triangle et dont la direction des dia-
mètres est la direction donnée. 
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Remarque. — La propriété que nous venons de dé-

montrer conduit, avec une légère remarque, à la géné-
ralisation d'une des questions proposées au Concours 
d'admission ci l'Ecole Polytechnique en 1889, clu* 
s'énonce ainsi : 

Etant données deux droites quelconques A, A', on 
considere les paraboles tangentes à ces droites, dont 
les foyers décrivent deux droites î , 0' parallèles aux 
précédentes et dont les directions des diamètres sont 
parallèles ci A, A', les sommets des triangles circon-
scrits à ces paraboles sont sur l'hyperbole conjuguée 
de celle qui admet A, A' pour asymptotes et qui passe 
par le point d'intersection des droites 0, o/. 

J'énoncerai enfin comme exercice la généralisation 
d'une question également proposée. 

Les conditions précédentes étant remplies et. la droite 
qui joint les foyers des paraboles restant de plus pa-
rallèle ¿1 une direction donnée, la somme algébrique des 
angles que font les trois tangentes communes avec une 
droite fixe est constante. 

SOLUTION DU PROBLÈME DE MÉCANIQUE PROPOSÉ 
AU CONCOURS D 'AGRÉGATION EN 1 8 9 4 ; 

P A U M. A. I ) E SAINT-GERMAIN. 

Je vais indiquer pour quelques lecteurs des Nouvelles 
Annales, comme je l'ai fait depuis plusieurs années, 
une solution du problème de Mécanique proposé au 
dernier * concours d'Agrégation des Sciences mathéma-
tiques. J'en résume l'énoncé. 
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Une plaque très mince, homogène et pesante, ayant 

la forme d'un triangle équilatéral A4 A2 A3, se meut de 
telle sorte que le sommet A< glisse avec frottement sur 
un plan horizontal P, tandis que les sommets A2 , A3 

glissent sans frottement sur un plan parallèle Q et 
qu'une tige verticale 0 0 ' , fixe et parfaitement polie, est 
engagée dans une très petite ouverture pratiquée au 
centre de gravité G de la plaque; le plan Q est mené 
au-dessus de P à une distance telle que la plaque fasse 
un angle de 45° avec l'horizon. Cela posé, on imprime 
à la plaque une rotation to0 autour de 0 0 ' et l'on de-
mande son mouvement ultérieur ainsi que les réactions 
verticales N f , N2 , N3 exercées sur les points A<, A2 , 
A 3 . Montrer que, pour une certaine valeur pi Je N< 
est toujours nul; distinguer le cas où p et le cas 

de co0^> p; chercher ce qui arriverait si le sommet A, 
était simplement posé sur le plan P. 

Les forces extérieures qui sollicitent la plaque sont : 
i° le poids mg ; 2° les réactions verticales N2 , N3 

que je compte positivement dans le sens contraire de la 
pesanteur; 3°la réaction R de la tige 0 0 ' , réaction ho-
rizontale comme la force de frottement exercée sur le 
sommet A<. La vitesse de ce point est parallèle au côté 
opposé du triangle; je la supposerai toujours dirigée 
dans le sens A 3 A 2 ; la force de frottement est de sens 
contraire et égale à^N , si, comme je le suppose d'abord, 
N< est positive. 

Quand le point A, ne quitte pas le plan P, le centre 
de gravité G est fixe; la réaction R est équipollente à 
— f N4 et l'on a 

(i) Ní + N J - h N S — = 

Nous définirons l'orientation de la plaque au moyen 
des angles 0 et <p d'Euler. Je considère trois axes rec-
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tangulaires de directions constantes , Gy K , G^*, ce 
dernier en sens contraire de la pesanteur, et trois axes 
liés invariablement à la plaque, Gx suivant la ligne de 
plus grande pente GA1? Gy dans la direction de A 3 A 2 , 
Gz normal à la plaque et faisant avec G z { un angle 
aigu. L'angle à est l'angle JC^Gy; l'angle Q, égal à 
quand le point A4 reste dans le plan P, serait variable 
dans le cas contraire; cp est, dans tous les cas, égal à 
270o. G x , G y , Gz sont axes principaux en G, les mo-
ments d'inertie correspondants sont A , A , 2A ; 

A = ~ ma-, 
s>4 

a étant le côté du triangle A , A 2 A 3 . Les coordonnées 
des trois sommets dans le plan du triangle sont respecti-
vement 

a a a a a 

\/3 ' ' v/3 ' 2 y/3 ' * 

Si l'on remarque enfin que les composantes d'une ré-
action verticale N/ suivantG.r, G y, Gz sont —]N¿sin9, 
o, N¿cos9, et si l'on désigne par p } q, r les composantes 
de la rotation instantanée, on aura, pour déterminer le 
mouvement de la plaque autour du centre de gravité, 
trois équations de la forme 

- (N 9 — N 3 ) cosO, 
•1 

— - (N2-+-N3— aN,)cose, 
2/3 

- ^ N ^ f i N . - N O s i n e . 
y/3 2 

Lorsque 6 doit rester égal à 45°, le mouvement élé-
mentaire de la plaque se réduira toujours à une rota-
tion co auteur de OQ ; ou de G - , ; on aura visible-

dp 
v — — -
dt 

dq 
A 

dt 

A. qr — 

— A rp — 

A — — -
dt 
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nient 

w u> 
/>=——, q = o, r = — , 

sji sji 

et les équations d'Euler deviendront, après de légères 
réductions, 

( 3 ) A c o ^ - ^ ( N 2 + N 3 - 2 N , ) , 

Des équations ( i ) et (3 ) je tire 

N ^ i I ( , „ , , , 

de même, des équations (2) et (4) , 

3 v/6 9 v/6 \ a / 

¿fto _ 2 a f _ i f / ^ 
d t 3 A v/6 1 1 ~~ 9 V A v/6 ~ ^ 

On est conduit à poser 

( ) 1 A / 6 ~ « ' 

Les équations précédentes deviennent 

(6) 

(8) £ = 

( 7 ) 
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L'équation (8 ) montre que, si to0 était égal à pi, w ne 

pourrait prendre une valeur différente au bout d'un 
temps fini quelconque : la plaque tournerait uniformé-
ment autour de OO'; les équations (6') et (7 ) prouvent 
que Nj serait égal à zéro, N2 et N3 à | mg. 

Il faut se rappeler que, si les équations (1), (2) , (3) 
sont légitimes quel que soit le signe de , l'équation (/j), 
où entre la force de frottement, ne le sera que si N4 est 
positif : l'équation (6), qui résulte de (1) et de (3), 
montre que, pour cela, il faut et il suffit que to soit < p. 
Il en sera ainsi quand to0 << p, w ne pouvant que dimi-
nuer par suite du frottement; donc, en supposant 
co0 < p, les équations (6), (7) , (8) sont exactes et je 
puis intégrer la dernière, ce qui donne 

I ( p — W ) ( [JL -+- CO0 ) OLt = 10£T fi —i ; 
•1 ¡JL " ( [J. -H 0> ) ( [JL A>0 ) 

ou, résolvant par rapport à 0), 

, N (u-h W o ) « - ^ - (.u — ( q ) w = a - ! 
1 ( ¡ J H -

La vitesse angulaire diminue quand t augmente, 
ainsi que l'indiquait l'équation (8 ) : elle s'annule 
quand on a 

eâ|i2U — iizL^i1, < = _ L i o g i i ± L 5 i 2 = i l ; 
jjl — w0 2 kua p — c o 0 

à parLir de cet instant, il est évident que la plaque va 
rester immobile, w étant nulle : 011 ne devra plus 
prendre l'équation ( 9 ) ; l'équation (8) elle-même ne 
sera plus vraie, puisque la force de frottement s'annule, 

i i dtii et devra être remplacee par-^- = o. 

L'angle dont la plaque aura tourné s'obtiendra en 

remplaçant to par dans l'équation (9 ) et intégrant; si 
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l'on suppose que A s'annule avec t, on a 

I i 1 [A 
a 8 ( [ J H - w o ) e-^t -h ( p — <*>0 ) e - V - û ' 

pour t ~ t ^ 
<L = - l o ' — <L,. 

On peut exprimer w et A à l'aide de fonctions hyper-
boliques : si l'on pose 

w« t , 
— = langhyp par, 
r-

ce qui donnera T = t{. on trouve 

, , N » i i cos h y p ix%z 
oj = p tang h y p p a i x — l), 0 — - log : L-

' * J 1 r v n ' a & cos h y p p a ( x — t) 

Les équations (6 ) et ( 7 ) donnent, en fonction de co et 
par suite de les valeurs de N2 , N3 ; la discussion 
en est bien facile. Je remarque seulement que, lorsque t 

tend vers t { , tend vers^/wg, N2 et N3 vers ^ dt 

quand la plaque sera devenue immobile, N2 et N3 

seront évidemment toutes égales à mg) N2 et N3 chan-
gent brusquement de valeurs quand la plaque s'arrête, 

aussi bien, d'ailleurs, que ^ • 

Ni restant positive daus le cas considéré, le sommet A, 
appuie toujours sur le plan P et, quand même il pour-
rait le quitter, il ne le ferait pas et les résultais précé-
dents subsisteraient. 

Supposons maintenant to0 p : l'équation (6) , tou-
jours vraie, prouve que N* sera négative tant que to 
sera dans les équations ( 4 ) et (8 ) , il faudra 
changer f en — j \ et, par suite, a en — a n pour que 
la force de frottement figure comme dirigée en sens 
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contraire de la vitesse du point A<. En mettant en évi-
dence des quantités positives, on remplacera les équa-
tions (6 ) , (7 ) , (8 ) par les suivantes : 

dto , n 

La dernière montre que to diminue constamment 
jusqu'à la valeur p, qu'il atteint au bout d'un temps 
infini. On en tire d'ailleurs, en intégrant comme dans 
le premier cas, 

W ~~ [X (wo-f- p)eF-ai — (co0— ' 

<L = - loc-— — — — 
T a & -x p 

Pour introduire des fonctions hyperboliques, il fau-

dra représenter qui est par une cotangente 

hyperbolique 
WQ „ V —- = cot hyp pap ; 

on trouvera 

i / \ , 1 , sin hyp pa( t p) 
(o = p cot hyp pot( t —f- p ù = - loç . J , 1 — • 

1 " 1 k r ' a 0 sin hyp pap 

Lorsque t augmentera indéfiniment, on voit que Ni 
tendra vers zêto, N2 et J\ 3 vers ~ mg. 

Dans ce second cas, to0^> p, nous avons trouvé que 
N4 est toujours négative, c'est-à-dire que le sommet A { 

tend à s'élever au-dessus du plan P ; s'il est simplement 
posé sur ce plan, il s'en séparera et le mouvement de 
la plaque sera bien différent de celui que nous avons 
étudié ci-dessus. On pourrait le déterminer au moyen 



( 4 i 3 ) 

du théorème des forces vives et de celui des aires; mais 
pour plus d'uniformité, et afin de pouvoir calculer les 
réactions exercées par le plan Q, je suivrai une marche 
correspondante à celle qui précède. 

Les forces extérieures sont les réactions N 2 , N3 du 
plan Q, la réaction R de 0 0 ' et le poids mg. Le centre 
de gravité restant sur 00 ' , on voit que R est nulle; 
l'ordonnée Ç de ce centre, par rapport au plan fixe Q, 

a sin 0 ,, 
est — et I on a 

/ X 1M V <**< »>«• i A • A n\ (10) I\2-f- N3— mg — m-j-^ = — - 0 2 sin 0 — cosO . 
dt~ i\J 3 \ d t 1 

Le mouvement de la plaque autour de son centre de 
gravité est encore déterminé parles équations d'Euler 
que nous avons écrites : il faut toutefois y faire = o ; 
quant à p, q, /', on les exprime aisément en fonction 
de et <!/, soit par des considérations géométriques 
directes, soit à l'aide des formules de Cinématique bien 
connues, dans lesquelles on fera cp = 270°; 011 trouve 

p— — <!/sinO, q — 0', r = d/cos6. 

Substituant dans les équations d'Euler et réduisant, 
on a 

(11) — A sin 6 = - ( N , — N 3 ) c o s 0 , v 7 dt 1 

( 1 2 ) A ^ -f- Ad/2 sin6 cosO — - A : ( N s + \ 3 ) cosO, 
dt ' 2 v/3 

( i3 ) 2À ( c o s 6 ^ — 6'6'sinO^ = " (N2 — N 8 ) sinô. 

Je remplacerai maintenant A par sa valeur et g 

par ( 5 ) ; alors, les équations (11) et ( i 3 ) nous 
4/6 



donneront 
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dV 
04) ( n - cos20) — 2<]/ô' sin6 cosO — o, 

0 5 ) (I + COS«0)(N2— N3 ) = — — e'<{/sin20. 

De même, on tire des équations (10) et (12), 

(1 -4-2COS20) ~ — 16'2 sinO cosO 

(16) 
\ v* dt 

t j l 2 c o « 5 0 . . . . a — 1— sm 0 cosO, 

i( i H - 2 c o s 2 0 ) ( N 2 -f- N 3 ) 

= ——r ( -I- sin 0 cos2 0 -- O'2 sin . 
2\/3 \ 2 sj'2 } 

L'équation (14) s'intègre immédiatement : l'intégrale 

0 H" COS20)<]/ = | W O 

montre que ^ varie toujours dans le même sens; elle 
exprime que la somme des moments des quantités de 
mouvement, par rapport à OCV, est constante. Si, dans 
l'équation (16), on remplace <]/ par sa valeur et si l'on 
multiplie tous les termes par 2 0 1 1 peut intégrer, 6' 

s'annulant pour sinO = après de simples transfor-
v¡2 

mations, l'intégrale peut être mise sous la forme 

0'2 - U - J l SinO) (1 H- / à sin 0 ) - 4 - s i n 2 Q ) . 
u - V i y 2 sinuy 4 ( i -f- 2 c o s 2 6 ) ( i -h c o s 2 0 ) 

t peut s'exprimer en fonction de 0 par une quadrature. 
Le numérateur de la fraction, qui figure dans la valeur 
de O'2, est positif pour 6 égal à 45°, négatif pour 
0 — — 45°; on en conclut aisément que 0 oscille entre 
45° et Ame limite comprise entre 4^° et —4^°? cette 
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limite sera négative, et la plaque pourra devenir hori-
zontale, si o>3 est > |p2. Dans tous les cas, la plaque a 
un mouvement périodique, venant toucher le plan P à 
intervalles fixes. 

Les valeurs de N2 ,N3 se détermineront en fonction 
de 6, au moyen des équations (i 5) et (17), dans lesquelles 
011 remplacera <V et 9' par les valeurs obtenues, il n'y a 
qu'un instant; les résultats ont une forme compliquée 
et leur discussion semble offrir peu d'intérêt. 

SOLUTION DU PROBLÈME DE MÉCANIQUE RATIONNELLE DONNÉ 
Ail CONCOURS D'AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMA-
TIQUES EN 1 8 9 3 ; 

PAR M . P . R l G O L L E T , 

Étudiant, à Nancy. 

On considère un corps solide S pesant} ayant la forme 
d'un cône droit dont le rayon de base est. R. Le centre 
de gravité de ce corps est situé en un point O de l'axe 
de révolution du cône, à une distance R de la base* 

L'ellipsoïde d'inertie du corps S relatif au centre de 
gravité O est une sphère. 

Le cône S est mobile autour de son centre de gra-
vité O, supposé fixey et la circonférence de sa base est 
tangente à un plan horizontal fixe II situé au-dessous 
du point O à une distance R de ce point. 

Étudier le mouvement du corps S en supposant que 
la circonférence de base du cône glisse avec frottement 
sur le plan II. 

Calculer les réactions du plan II et du point fixe O. 

CONDITIONS INITIALES. — Soient 0 0 ' la perpendi-
culaire abaissée du point O sur le plan II et OC0 la 
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position initiale de la perpendiculaire abaissée du 
point O sur la base du cône; à Vépoque t = o, Vaxe 
instantané de rotation est situé dans Vangle C0 0 0 ' , et 
le sens de la rotation initiale est choisi de telle sorte 
que le corps S appuie sur le plan II. 

CHOIX DES AXES. — I ° Axes fixes dans Vespace. — 
Considérons { f i g. 2) le cône dans sa position initiale, 
le sommet S occupant la position S0 ; prenons pour axes 
fixes dans Vespace trois axes rectangulaires Oij, OYI., 
O ï , OÇ étant la verticale vers le haut, 0£ passant 
par la position C0 occupée, à cet instant initial t = o, 
par le point C, centre de la base (B) du cône ; Or; est 
sur la perpendiculaire au plan O ^ dans un sens tel, 
qu'au début du mouvement le point C ?e meuve de Oç 
vers Or, ; d'après les données de l'énoncé, le quadrila-
tère OC0M0O', M0 étant le point de contact de la base 
avec le plan H, est un carré ; au début du mouvement, 
le cône devant appuyer sur II, le point C décrira 
dans Ô TJ un arc de cercle (Y) dans le sens positif d'après 
le choix de O* .̂ (Ce choix de Or, n'est valable qu'autant 
que. le point C 11e reste pas toujours dans le plan Ojjs? ce 
qui n'aurait lieu qu'au cas où l'axe instantané serait 
dirigé suivant OC0 ou suivant Ori7 ce qu'on ne suppose 
pas d'après l'énoncé.) 

Nous appellerons O'Ç'r/Ç' les axes menés par O' pa-
rallèlement aux précédents. 

20 Axes fixes dans le corps. — Prenons pour axe O z 
l'axe situé sur l'axe de révolution dans Je sens du seg-
ment OC ; pour O x nous prendrons l'axe issu de O, qui 
est vertical et dirigé vers le bas au début du mouvement; 
O j est alors déterminé par ce fait que O x y z et O^r^ 
doivent avoir même disposition. 

Nous appellerons C x ' y ' z ' les axes fixes dans le corps 
menés parallèlement à O xyz par le point C. 
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Ces axes O'Ç'r/Ç' et Cx ' y f z' sont introduits dans le 

but de permettre plus facilement des calculs de compo-
santes et de moments de forces. 

Première remarque préliminaire. — De t — o 
à t = f, où ce dernier t est suffisamment petit, le corps 
restera en contact avec le plan IT, puisque au début ce 
cône appuie sur le plan. 

Soit S {fig» i ) la position du cône à un instant t suf-
Fig. i . 

fisamment petit pour que le contact ait encore lieu ; 
soit M le point d'appui ; les axes Oxyz, C x'y' z' ont 
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pris des positions différentes de celles qu'ils avaient 
à t = o ; à cet instant t, la position du cône est définie 
par l'angle à de Oz avec Oij, ^ étant compté dans 
et par l'angle 9 de la verticale CM dirigée vers le bas 
avec l'axe Ox, cet angle 9 étant compté dans xfOyf ; 
9 est aussi figuré dans la section circulaire (A ) du cône 
par le plan Oxy . 

Ces angles 9 et A sont donc nos deux inconnues prin-
cipales tant qu'il y a contact du cône et du plan II. 

Nos autres inconnues sont les suivantes : 
N, réaction de II sur le cône ; 
/ N , force de frottement de glissement en M ; 
N,, réaction du point fixe O sur le cône. 
Seconde remarque préliminaire. — Au début du 

Fig. 2. 

mouvement, l'axe instantané est supposé dans l'angle 

¿Too' {fis- »)•' 
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Mais ici se présente une petite difficulté : cet axe peut 

rencontrer C0M0 soit en I0 entre C0 et M0, soit en J< 
au-dessous de M0 ; ce fait a une grande importance au 
point de vue du sens de la vitesse du point de contact 
et, par suite, du sens de la force de frottement au départ, 
comme nous allons le faire voir. 

Supposons que l'axe instantané rencontre C0M0 enïo 
(Jig. 3); appelons plan du tableau le plan O OT( étant 
supposé en avant de ce plan ; le point C0 devant venir 
en avant de ce plan, le segment représentatif de la rota-

tion instantanée est 0(Q0 )o de sens contraire au seg-
ment Ol0 ; le point du cône qui est en M0 a doue une 
vitesse VMo située en arrière du plan du tableau ; par 
suite, la force de frottement est parallèle à O 'Y/ et de 
même sens. Dans ce cas, le corps appuie sur le plan ; 
menons par M0 (fig- 3) le plan perpendiculaire à Ol0 ; 
soit H le pied de Ol0 sur ce plan ; soit j\J'0 le point qui 
viendra au contact un temps infiniment petit après M0 ; 
on a, dans le cercle (B) , 

f 0>i ;> im0> 

Fig. 
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d'où, puisque I 0H est perpendiculaire au plan HM0M'0, 

HM; > H M0 ; 

le corps tournant autour de Ol0, les points M0 et M'0 

tournent autour de II ; comme HM'fl > HiYIo, c'est que 
le corps appuie sur le plan II. 

Supposons que l'axe instantané rencontre C0M0 en 1, 
{ f ig* 4) ; le segment représentatif de la rotation instan-

tanée au départ est O(Qj)0 de sens contraire au seg-
ment 01 j ; le point du cône qui est en M0 a une vi-
tesse VM parallèle à O'r/ et de même sens ; la force de 
frottement est en sens contraire; 11 étant le pied deO^ 
sur le plan mené par i\I0 perpendiculairement à 0I|, 
etM'0 étant le point qui viendra au contact après M0 , on a, 
de même que dans le cas précédent, l'inégalité 

dans ce cas aussi, le corps appuie sur le plan II. 
Dans ces deux hypothèses initiales, le corps appuie 

donc sur le plan H} cependant, un sentiment physique 
pourrait faire dire avec peu de rigueur qu'il appuie plus 
dans le deuxième cas que dans le premier. 

H M ' 0 > H M 0 ; 
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Troisième remarque préliminaire. — Tant que le 

corps reste au contact avec le plan II, le point M (fig- i) 
a une vitesse tangente à la base du cône; il en résulte 
que l'axe instantané rencontre constamment la base du 
cône (B) en un point situé sur CM; cet axe est donc 
dans le plan OCMO'; le segment OQ mesurant la rota-
tion instantanée se décompose en deux autres 

7T7T d { ) TR db OG = r et OK = • dt dt 

La figure OC0M0O' (fig. 3 et 4) étant un carré, dans 
le cas de la fi g. 3, on a 

ÔG~o> ÔK"0, 

et dans le cas de la fi g. 4 

ÔG"0> ÔKo; 

si OQ0 était située sur OM0, le point du corps qui est 
en M0 aurait une vitesse nulle; dans ce cas, ce point ne 
se déplace pas; dans le cas de la fig. 3, la rotation 
autour de l'axe de révolution du cône étant plus grande 
que la rotation autour de OÇ, on s'explique pourquoi 
VM est dirigée derrière le plan du tableau; dans le cas 
de la fig. 4, on voit de même pourquoi VM# est dirigée 
en avant du plan du tableau. 

En résumé, nous avons à étudier deux cas qui cor-
respondent aux conditions initiales données par les 
fig. 3 ou 4. 

Nous allons étudier celui de la fig. 4; nous connaî-
trons celui de la fig. 3 en changeant le coefficient de 
frottement^f en — /; car, dans les deux cas, les forces 
de frottement de glissement sont de sens opposés, les 
vitesses VMo étant de sens opposés. 

Pendant un certain temps, la vitesse du point M sera 
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dirigée dans le sens des ares croissants sur (m) et la 
force de frottement en sens contraire ( f i g» 1). 

JNous allons calculer 

e, N, /N 

par plusieurs procédés. 
Théorème des moments des quantités de mouvement 

par rapport à O — Ce théorème donne les trois 
équations suivantes où n'entrent ni le poids du corps, 
ni la réaction du point fixe 0 , A.z,2-h A y2-h A z-= i 
étant la sphère d'inertie, 

^ ^— k - j j cos<J^ = RX s ï i i — / N R cos^, 

^ ^— A ^ s i n ^ = — RX oostj, — / N R sin^, 

i ( ^ ) — V » 
ou 

— A 0" cos -+ - À0' s i n ^ ' = RN sin^ — /INR cos^, 

— A0" sin ^ — A 6' COSTJ '̂ = — RX cos<^ — / N R SIN^, 

en multipliant les deux premières par cosò etsin'ì et 
additionnant, puis par sin^ et —cos'i et additionnant, 
on obtient le système 

l A 6" - /NR, 

(e) ] A6'i|/= NR, 

( A<\>" = — / X R . 

Equations d'Euler. — Appliquons les équations 
d'Euler au système O x y z ; on a 

p = — <}/ cosG, 

— — <{/ sin6, 

= - 6' 
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obtenues en projetant 

OG = - ( ) ' , OK — 

sur Ox, Oy, O2, 

— A <5/ cosO + sin GO' — NR sinG -4-/NR cosO, 

— A<J/" sin 0 — A <]/ cosOO' = — NR cosO -h/NR sinG, 

— AO" — — R /N ; 

en multipliant la première par cosò et la deuxième par 
sinÔ, puis additionnant, en multipliant ensuite la pre-
mière par -f- sin 6 et la deuxième par —cosQ et addi-
tionnant, on a 

— A<]/ — /NR, 

A<|/6' = NR, 

A G" — /NR 

qui sont les équations (e ) . 

Equations de M. Resal. — Considérons un système 
d'axes fixes Oipri£ et un système mobile Oxyz-\ les axes 

ri K . 5. 

de M. Resal (gyroscope) sont les axes Ox2y2z2, Ox2 

étant la ligne des nœuds ON dans un sens déterminé, 

Oy2 la ligne ON< faisant avec Ox2 l'angle -h ^ compté 

dans le sens défini par Oxy; soientp2 , q2,r2 les quantités 
analogues aux q,r d'Euler et définissant SUR O X 2 J K 2 - 2 
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le mouvement de CE trièdre PAR RAPPORT A de 
même que, dans les équations d'Euler, />, q, r définis-
sent sur O x y z le mouvement de ce trièdre O x y z par 
rapport à O ^ Ç ; M. Resal a établi de même qu'on fait, 
pour trouver les équations d'Euler, les équations sui-
vantes dites équations de M. Resal : 

A ^ — gt(Art — Cr) = L2, 

qui ne sont valables que pour un corps de révolution 
autour de Oz\ la troisième est la troisième équation 
d'Euler; cherchons ici nos axes de M. Resal; la ligne 
des nœuds ( f i g . 1) est la ligne d'intersection de Oxy 
avec 0£TJ; prenons pour Ox2 la direction qui fait 
l'angle ^ avec Or,; Oy2 se trouve être OÇe tOz 2 e s t 

confondu avec Oz ; on a 

P "2 = O , 

db 

r2 = G, 

_____ ¿0 
r~~~dt; 

on a alors 
— <]/( A6 ' ) = — NR, 

+ A 8 " = / N R , 

qui sont encore les équations (e) . 
Intégration des équations (e ) . — Ces équations sont 

/ AÔ" = / N R , 

(e) * jAe'^rrNR, 
( A <{/'=: — / N R ; 
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la première et la troisième donnent par addition 

o"-i-4/' = o, 
d'où 

e 'H - f = a, 
et 

6 -+- <J> = a t H- a', 

a et a' étant deux constantes; on a { f i g . 4 ), à l'instant 
; — 

jui donne a, et 

'ò 
i = o , 

O'o + Vo = | O G o | H - | O K o | = a, 

d'où 

on a donc 

Téquation 

donne 

o + o - a.o + a, 

a' = o ; 

0"-h Y— o, 
0' -f. <]/" = a, 
0 -4- ^ = x¿; 

G' -h 4/ = a 

Q'=a — 4/, 

qui, avec la deuxième équation (e ) , donne 

A 4/(3 —4/) = NR; 

div isons la dernière équation ( e ) par celle-ci ; nous avons 
l'équation différentielle 

qui donne ty en fonction du temps; elle ne contient ni 
A, ni R, ce qui montre que le problème ne dépend ni 
de la densité du corps, ni du rayon R, comme on pou-
vait s'y attendre après une première réflexion, en re-
marquant que le centre de gravité est précisément le 
point fixe. 
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Intégrons (<t), on peut l'écrire 

ou, en multipliant les deux membres par a et séparant 
le premier en fractions simples, 

d'Y _ , ,, 
d'où 

L o g i l / — b o g ( a — — fi, où fi est une constante, 

ou 

équation qui permet de déterminer ¡3; on a 

h i - ï . 4 

pour t = o; f}(> est positif d'après le choix désaxes; 
011 a 

d'où 

¡ »=Log|? , 

Oj, étant aussi positif, car 

OG» = — e'o < o 

(fig. 4)? dans le cas de la fig. 4, 011 a 

Oi - Ô G o ' 

et, par suite, 

on a enfin <!/ par L' ? 
a - y 

-, = rf-/*, 
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d où 

( f f ) ^ = - eihf 

qui s'intègre par une quadrature; écrivons 

dty = 7T—;— dt — „ —- dt, 

d'où 

(h) <J/ =— j L o g ( i - + - - 4 - Y 

(v constante arbitraire), y se détermine en faisant/ = o; 
011 a 

o = - 4 L o g ( i -+- e ? ) -+- 7 = — 7 L o g f 1 -f- -f- 7 , 
/ \ ' '0/ / 

car 

«. 
0„ 

d'où 

' y " o; 
d ou 

I I •!/ -4-
* = - J Logd + -H i Log 

qui peut encore s'écrire 

^ = 7 L°g yo+Qo 
/ J 0 0; , -+-

1 + = 4 L O 

• - '-Ko + »'0 
~ f Ô'0; 

si, au lieu de faire porter le calcul sur 'i, on l'avail fait 
porter sur 6, en remplaçant <j/ par a — 8' au lieu de 
remplacer f)' par a —'V, ou aurait trouvé 

0 ' Lo- yo" f~e ' ) • 
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on trouve donc les deux formules 

d) 

ou 

1 I 

<1'0 et étant, je le répète, deux nombres positifs, va-
leurs absolues des grandeurs des segments OK0 et OG0 

à l'instant t = o; si l'on ajoute membre à membre ces 
deux équations, on doit retrouver 

0 -4-4/ = a/; 
on a, en eifet, 

= j Log efu — y fa t = oit. 

Ces deux formules montrent que quand t croît à par-
tir de t = o, 'i et 8 augmentent ; dans <]/ le Log est posi-
tif, tandis qu'il est négatif dans 

La formule (g) qui donne <{/ ef l'analogue pour 0', qui 
peuvent s'écrire 

' f = efcLt-p 
(*) 

0' = 

montrent que •]/ et 6' sont positifs; on voit que *V dé-
croît avec tandis que 6' croît; du reste, 9'-+- o est égal 
à une constante a; ainsi donc, en valeur absolue (fig> 1), 
OG croît et OK décroît; le point I se rapproche donc 
de M d'un mouvement continu. Au moment où I sera 
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en M, la vitesse de M sera nulle et par suite il n'y aura 
plus de frottement; à ce moment, on aura 

OK = — OG, 
ou 

<</= 6'; 

du reste, si l'on cherche la vitesse du point du corps qui 
est en M, on a 

VM = R<]/— RO' = R(<|/ — 0') ; 

elle s'annule pour 
f = e f; 

comme 011 a 

tj/H-0' == a, 

la vitesse de M s'annulera pour 

l'instant T correspondant est donné par ^ o u 0 ' = 

c'est-à-dire, en prenant = par 

g g M a T _ a 

d'où 

d'où 
cP-/«T = i, 

d'où 

p - / a T = o, 

ou 
T = f . 

A partir de ce moment, nous allons chercher si la 
vitesse du point du corps qui est en M r reste constam-
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meut nulle ; en cet instant, on a 

et 
T - — 7 L o g 7", 7TT-Z = — 7 L ° » 

d,r = I L o „ J t ± J Î « _ = I L O ^ ^ ^ . 
v / + / a6'o 

Auparavant, remarquons que le problème résultant 
des conditions initiales données par la Jig. 3 serait 
absolument le même que le précédent, à celte différence 
près que la vitesse du point de contact serait en sens 
contraire et, par suite, aussi la force de frottement; on 
déduira donc les résultats relatifs à la fig. 3 de ceux que 
nous venons de trouver pour la Jig. 4. en changeant f 

en — comme — <C 1 dans ce nouveau cas, 
''0 

P = f 

est négatif, et pour le temps T où la vitesse du point du 

corps qui est au contact devient nulle, donné par 

on a encore au deuxième membre une quantité positive, 
car a = A'() 4- 90 >> o, puisqu'on a «i'0 > 0 et Ô'0 > o, 
d'après le choix des axes. 

Nous avons donc ainsi, par un même calcul, traité 
les deux cas des Jig. 3 et 4 5 dans ces deux cas, le point 
de rencontre de l'axe instantané avec la verticale MC 
du point de contact se rapproche constamment de ce 
point de contact. 

Le cas intermédiaire serait celui où l'on aurait 

<!/0 = 80 ; au début Taxe instantané serait O.Vi0; la vi-

tesse du point de contact serait nulle ; on serait, dès le 
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début du mouvement, dans le cas qui se présente à 
l'instant T ; c'est un cas limite des deux précédents; 
ainsi prenons, dans le calcul fait pour ces deux cas, la 
valeur de T ; si <!/0 = 9'0, on a 

¡3 = Logi = o, d'où T = o. 

Etude du mouvement à partir du temps T . — Il est 
clair qu'à partir du temps T le point du cone cjui est au 
contact avec le plan II aura une vitesse nulle ; supposons, 
en effet, que cette vitesse cesse d être nulle ; il liait 
alors une force de frottement qui, si petite qu'elle soit, 
d'après l'étude des cas relatifs aux fig. 3 et 4> tend à 
rendre nulle la vitesse du point du cone qui est au con-
tact. 

Nous nous trouvons donc, à partir du temps T , en 
face d'un nouveau problème dans lequel la base du cone 
roule sans glisser sur le plan ; au début de ce nouveau 
mouvement, 011 a 

Les équations de ce nouveau problème peuvent se 
déduire de celles du précédent en faisant / — o, car il 
n'y a plus de frottement de glissement (le flottement 
de roulement est négligé); les équations (e ) deviennent 

| Ad/6' = NR, 
( M ) <• A <]/' = O, 

( A 0" = O, 

d'où 
0 — e t ^ = ' V T . Î - i - ^ T , 

avec 
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rappelons qu'on a trouvé 

A 1 . Vo -+• . 1 1 û'o -+• 

formules valables pour le cas ( 4 ) ; pour (3 ) on change 
/ e n - / . 

A partir de T donc, le cône roule jusqu'à / = oo d'un 
mouvement uniforme, puisque <J/ et B' sont constants ; 
ceci s'explique par ce fait qu'on a négligé le frottement 
de roulement et qu'aucune force ne produit du travail; 
pour t = oc, 0 et sont infinis. 

CALCUL DES RÉACTIONS. — I ° Réaction N . — Avant 
le temps T , N est donnée par exemple par la deuxième 
équation (e) ; on a 

à l'instant T , elle a pour valeur 

N T = ( T I T ) Î - H - R T R ~ R ( 8 T ) ( * T ) R * 

A partir de T , N est donnée par la même formule 

ir N = "D" " ' d'après les équations (m) ; ou a donc, à partir 

de T , 

~ R 4 ~~ R V ) ~ R 1 ~ R V i ' 

N' a ainsi plusieurs expressions. 
2° Réaction . — Appliquons le théorème du mou-

vement du centre de gravité : ce centre O est fixe; on a 
donc {fig. i), avant T , a, ¿, c étant les cosinus direc-
teurs de N, , 

o = /N sin4/ -+- Nt cosa, 
o = — /N cos^ 4- N! cosò, 
o = -4- Nj cosc — P -H N, 
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qui donnent N,, ay b, c en utilisant 

cos2a -+- cos2& H- cos2c = i. 

Après T, on a 

o = Ni c o s a , 

o = Nj cosò, 

o = Ni cos c — P •+• N', 
d'où 

TC 
a — - , 

2 
b = 

Ni = P -

cette réaction, qui a une valeur constante, est dirigée 
verticalement vers le haut si P > N', vers le bas si 
P < iV, comme le montre la troisième formule : elle 
est nulle si P = N'. 

ÉTUDE GEOMETRIQUE D'UN COMPLEXE DU SECOND ORDRE; 

PAR M. R. S. 

On considère le complexe formé par les cordes d'un 
hyperboloïde à une nappe vues du centre sous un angle 
droit. 

Cônes du complexe qui sont de révolution. 
Courbes du complexe qui sont des paraboles ou des 

cercles. 
L'étude analytique ne présente pas de difficultés; 

pour l'étude géométrique, nous nous appuierons sur les 
deux propositions suivantes : 

LEMME I . — L'enveloppe des cordes d'une conique, 
Ann. de Mathémat3e série, t. XIV. (Octobre 1895.) 3o 
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vues du centre sous un angle droit, est un cercle con-
centrique. 

Si la conique est une hyperbole équilatère, l'enve-
loppe se réduit aux deux points I et J. 

L E M M E I I . — L'enveloppe des plans coupant le cône 
G suivant deux droites rectangulaires est un cône du 
second degré y ayant mêmes plans principaux. 

1. — CÔNE DU COMPLEXE. 

MODE DE GÉNÉRATION. — Soit S le sommet du cône, 
O le centre de l'hyperboloïde H; si je considère un 
plan quelconque par SO, la courbe du complexe dans 
ce plan est le cercle O (Lemme I) , et les génératrices 
du cône S situées dans ce plan sont les tangentes me-
nées de S à ce cercle. On peut engendrer tout le cône 
en faisant tourner le plan autour de SO, la droite SO 
ne fait pas partie du complexe, et les droites SA et SB 

sont constamment symétriques par rapport à SO ; donc : 
i° Le complexe est du second ordre ; 

2° La droite SO est un axe du cône du complexe. 

PLANS CYCLIQUES. — SO étant un axe, il y a deux 
plans cycliques passant par SO. Soit P l'un d'eux; il 
faut que les deux droites SA. et SB correspondantes 
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soient i so t ropes . S n ' é t a n t pas cen t re d u cercle O , il 
fau t donc q u e ce cercle se réduise aux d e u x po in t s T 
et J . Il f au t donc que la conique d ' in te rsec t ion de H 
pa r P soit u n e hype rbo le équi la tè re ( L e m m e I ) . Mais 
a lors P coupe le cône C suivant deux dro i tes r ec t angu-
laires : il est t angen t au cône <j> ( L e m m e I I ) . 

On obtient les plans cycliques passant par S O en 
menant par S O les plans tangents au cône ' ç . 

CÔNES DU COMPLEXE QUI SONT DE RÉVOLUTION . — L e s 

conclusions relatives aux p lans cycliques sont alors de 
d e u x na tu r e s di f férentes : 

i° SO n 'es t pas l ' axe de révolu t ion . Alors les deux 
plans cycliques par S O sont confondus , ce qui ar r ivera 
seu lement q u a n d SO sera u n e généra t r ice du cône cp. 

Un premier lieu de sommets des cônes du complexe 
qui sont de révolution est le cône o. 

2° S O est l ' axe de révo lu t ion . Les deux p lans cy-
cl iques P et Q , passant par SO, passent alors p a r les 
points I et J du p lan R pe rpend icu la i re à SO, et ils 
sont tangents au cône Considérons , d ' au t r e pa r t , le 
po in t sphère ou cône isotrope S ; p o u r avoir les p lans 
t angen t s à ce po in t sphère passant par SO, il f au t 
considérer la pola i re conjuguée de SO : c'est la d ro i te 
de l'oo du p lan R , in tersect ion des p lans pola i res de 
deux poin ts de S O . Ces p lans tangents sont donc 
définis pa r la droi te SO et par les points I et J du 
p lan R ; ils coïncident avec les p lans P et Q . Le p l an P 
est t angen t au cône cp su ivan t une généra t r i ce G ; il est 
t angen t au cône isotrope S suivant u n e généra t r i ce G ' . 
Au poin t d ' in tersect ion de G et G ' , cp et S sont t angen t s . 
Donc le poin t sphère S est b i t angen t au cône cp. 

Un second lieu de sommets des cônes du complexe 
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qui sont de révolution se compose des jocales du 
cône cp : ce sont six dro i tes don t deux sont rée l les . 

I I . — COURBE DU COMPLEXE. 

Nous avons vu a n t é r i e u r e m e n t q u e le complexe étai t 
du second ordre . Donc la courbe du complexe est de 
seconde classe : c 'est u n e con ique . 

COURBES DU COMPLEXE QUI SONT DES PARABOLES . — C e 

sont des coniques tangentes à la dro i te de l'oo. La dro i te 
de l'oo du p lan doit ê t re vue du cen t r e sous un angle 
d ro i t : la con ique d ' in te r sec t ion doit e t re u n e hype rbo l e 
équ i la tè re ( L e m m e I ) . 

Les plans pour lesquels la courbe du complexe est 
une parabole sont les plans tangents au cône cp et tous 
les plans parallèles. 

COURBES DU COMPLEXE QUI SONT DES CERCLES. — Les 

plans pour lesquels la courbe du complexe est une cir-
conférence sont d'abord tous les plans par Vorigine 
( L e m m e I ) . 

E n second l ieu, soit P un p l an tel q u e la c o u r b e du 
complexe soit u n e c i rconférence . U n e c i rconférence est 
u n e conique p a r l e s points I et J , te l le , par c o n s é q u e n t , 
q u e les t angen tes issues d ' u n de ces po in t s soient c o n -
fondues . 

Cela posé, soit P ce p l an , I u n des poin ts cycliques 
de ce p l an . O n ob t i end ra les t angen tes issues de I à la 
courbe du complexe en p r e n a n t l ' i n te r sec t ion de P avec 
le cône du complexe de sommet I . P o u r que la c o u r b e 
du complexe soit u n cercle, il f au t et il suffi t que le 
p l a n P soit tangent aux d e u x cônes I et J . Les deux 
cônes I et J , qui n 'on t pas même sommet , ni même base 
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et 11e sont pas homothé t iques , -ad me t ien t un p lan l a n -
gent commun-, donc ils sont de révolu t ion et c i rconscr i t s 
à u n e même splière. 

O r le l ieu des sommets des cônes de révolut ion est le 
cône cp. Le cercle de l'oo r encon t re le cône © en d e u x 
couples de po in t s I J , F J 7 . Les deux cônes IJ sont de r é -
vo lu t ion et imaginai res conjugués : u n e sphère inscr i te 
à l ' une est év idemment inscr i te à l ' au t r e . Donc on p e u t 
l eur m e n e r u n plan t angen t c o m m u n P passant p a r la 
droi te des sommets IJ . 

Les plans tels que la courbe du complexe soit une 
circonférence sont donc les plans cycliques du cône cp 
et tous les plans parallèles. 

S I R LE T H É O R È M E DE D ' A L E M B E R T ; 

PAR M. V. JÀMET, 
Professeur au lycée de Marseille. 

Depuis que la no t ion d ' in tégra le définie fai t par t ie 
du cours de Ma théma t iques spéciales, p e r s o n n e , que je 
sache, dans ce j ou rna l , n ' a songé à s 'en servir pour r é -
p o n d r e à u n e ques t ion q u i excite souvent la cur iosi té 
des bons élèves, sans qu ' i l soit possible de l eu r d o n n e r , 
en réponse , u n e de ces démons t ra t ions qui s ' imposent 
à l ' espr i t pa r la s implici té du calcul et la clar té de la 
méthode . Cet te ques t ion , qui m 'a été posée dans la 
classe p répa ra to i r e aux Ma théma t iques spécia les , est 
celle-ci : ce Pourquoi toute équation algébrique 
a-t-elle une racine?» Si l 'on veut t ra i ter la ques-
t ion en é tud ian t la var ia t ion que subi t l ' a rgument 
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du p remie r m e m b r e de l ' équa t ion , lorsque la variable 
imaginai re d o n t il dépend décri t u n con tour fe rmé, la 
diff iculté consiste à faire voir q u e cet te va r ia t ion est 
t ou jou r s la même lorsque ce contour se dé fo rme d ' u n e 
man iè r e c o n t i n u e , sans jamais passer pa r u n po in t 
r ep résen tan t u n e rac ine de l ' équa t ion donnée . C 'es t sur-
tout cette difficulté que je veux ré soudre à ma man iè r e , 
r envoyan t le lec teur , pou r la fin de la démons t ra t ion , à 
VAlgèbre de Briot, anno tée pa r M. Lacour ( vo i r à la 
fin du Vo lume ). 

Soit f(z) un po lynome en t i e r , à coefficients réels ou 
imaginai res . Remplaçons -y z pa r x -h yr \/— i , et m e t -
tons le po lynome sous la f o r m e X - f - Y y / — i , X et Y 
r ep résen tan t deux polynomes en t ie rs en x et y, à coef-
ficients réels. Supposons que la variable £ décrive u n 
cercle ayant pour cen t re l 'or igine et pour r ayon a , de 
telle sorte q u ' à chaque posi t ion du po in t mobile r e p r é -
senté pa r celte var iable r é p o n d e u n arc ¡f, ayant , avec 
x et y, les relat ions x = a cos t,y = a s i n i . L ' a r g u m e n t 
du po lynome dépend de a et de mais lo r sque la va-
r iable z au ra décr i t la c i rconfé rence en en t i e r , le s inus 
et le cosinus de cet a r g u m e n t , savoir 

Y X et ., , 
vAV--+-\'2 Y* 

auront repr is leurs valeurs in i t i a les , et l ' a r g u m e n t 
n ' a u r a p u varier que d ' u n mul t ip le de 2iz. Je cons idè re 
u n au t re cercle de rayon a 4 - A«, compr is , comme le 
p r e m i e r , dans u n e c o u r o n n e c i rcula i re ayant p o u r 
cen t re l 'o r ig ine et ne c o m p r e n a n t aucun p o i n t rac ine 
de l 'équat ion f (z) — o. Je dis que la var ia t ion de 
l ' a rgumen t de ce p o l y n o m e , relat ive à ce nouveau 
cercle, a i e diffère pas de la var ia t ion relat ive au p r e -
mie r . E n effet, soit t o ( a , t.) l ' a rc dont le cosinus et 
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y . . . " • et à -7 • La variation considérée le long du p r e -

mier cercle est égale à 
du (a, t) 

S dt 

et le long du d e u x i è m e cercle , à x 
dt, 

27T diù ( a -h A a, t) r 
- dt. 

dt 

E n t r e ces deux var ia t ions , la différence est égale à n 0 L 
. ,'rfw ( a-4-Art. O db>(a. ( , ) / | ^ rf<, 

et si sa valeur n u m é r i q u e est i n f é r i eu re à 2TC, elle est 
r igoureusement nu l l e . Mais , à chaque valeur de r é -
pond u n e longueur a!, comprise en t r e a et a -f- Àa, et 
telle que la fonct ion sous le s igne Çpeu t ê t re remplacée 
par 

d'2u)(a'y t) 
A a —-—-—~r 

dt èa 

y 
E n effet , w é tant u n des sires dont la tangente est — ? 

on t rouve dto _ x y ; — Y X ; 
dt ~ X 2 - h Y 2 

En ver tu de nos hypothèses , c 'est là u n e fonc t ion 
de a qu i n e cesse pas d 'ê t re finie lorsque ce pa r amè t r e 
var ie en t r e les rayons des deux cercles cons idérés ; et il 
en est de même de sa dérivée par r appor t à a , savoir 

(X 2 -i- Y2 )2 ~ 
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E n out re , l 'expression ( 2 ) m o n t r e que , dans toute 

l ' é tendue de la c o u r o n n e , la fonc t ion res te i n f é -
7 oaot 

r i eu re à un n o m b r e constant M, et pa r conséquent l ' in-
tégrale (1) est n u m é r i q u e m e n t i n f é r i eu re à 

A<2 X M X 2 7T. 
Si donc A a est in fé r ieur ' ou égal à le théo rème 

est démont ré . Dans le cas con t r a i r e , t raçons p cercles, 
par exemple , concent r iques aux p remie r s , et dont les 

1 2 p 1 rayons soient ^ + jq > a m ' ' ' ' ' a ïiï a v e c C O n ~ 
d i t i o n A a - | < j i . 

Soient V 0 et V les valeurs de l ' in tégra le (1) re la t ives 
aux deux cercles donnés , V 2 , V 3 , . . . , V p les v a -
leurs relat ives aux cercles in te rmédia i res . De l ' i den t i t é 

v _ v 0 = ( V — V 7 , ) -h (Yp — Yp-i) -4-. . . - K V , — Yo) 
011 dédui t V — V 0 = o, pu i sque chacune des di f férences 
écri tes au second membre est nu l l e . Le t héo rème est 
donc d é m o n t r é . 

Il reste à fa i re voir que la var ia t ion , re la t ive à u n 
cercle ayant pou r cen t re l 'o r ig ine , est nul le , si le r ayon 
de ce cercle est p lus peti t que le modu le de toute rac ine 
de l ' équa t ion f (z) = o. O r , si l ' on fai t x = o e t ^ = o, 
l ' u n au moins des po lynomes X , Y, par exemple X , 
p r e n d u n e valeur A di f férente de zéro. Soi t 

X = A 4 - ax - h by - + - ex2 - f - dxy - h cy2 -+-..., 

et soient aussi K le n o m b r e des te rmes ax, by, e x 2 , 
M u n nombre supé r i eu r au module de tou t coefficient 
¿1, £>, c, . . . . O n peu t t rouver u n nombre a , tel que , si 
les vaîeurs n u m é r i q u e s de x et dey ne dépassent pas a, 
chacun des te rmes variables du second m e m b r e de l ' éga -
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Jité p récédente ne dépasse pas M a ( n u m é r i q u e m e n t ) , 
I A ! 

et , si l ' on suppose a on est assuré que si la va -
r iable z décri t un cercle ayant l 'o r ig ine p o u r cent re et 
don t le rayon est égal ou in fé r ieur à a, le polynome X 
ne s ' annu l e jamais . Dès lors, l ' a rgumen t du po lynome 
f(z) ne peut varier qu ' en t r e deux mul t ip les consécut ifs 
impai r s de pu isque son cosinus n e change pas de 
signe ; donc sa var ia t ion tota le , é tan t mo ind re que TT, est 
r i goureusemen t nu l l e . 

Si le po lynome X était nul à l 'o r ig ine , on ferai t appel 
au po lynome Y et l 'on mon t re ra i t que l ' a rgumen t d u 
po lynome varie en t re deux mul t ip les consécutifs de TU. 

E n f i n , si le rayon du cercle d o n n é est supér ieur à a , 
on lu i appl iquera le t h é o r è m e précédent , en le r e n f e r -
man t dans u n e couronne l imi tée d ' u n e pa r t par le cercle 
de rayon a , et d ' a u t r e pa r t , pa r u n au t re cercle de rayon 
supér ieur au rayon du cercle donné , mais in fé r ieur au 
modu le de toute rac ine de l ' équa t ion f (z) = o. 

Pour conclure , nous démon t re rons qu ' i l est possible 
de t rouver u n e longueur R assez grande pour que , la 
var iable z décr ivant u n cercle de rayon R ayant l 'or igine 
p o u r cent re , l ' a rgumen t du polynome varie d ' u n e quan-
t i té différente de zéro, de telle sorte que ce cercle r e n -
fe rme au moins un poin t rac ine de l ' équa t ion o b t e n u e 
en égalant ce po lynome à zéro. 

Soit 
f ( z ) = a0-h axz -f- atz2-h.. .-+- âmzm 

le po lynome donné . Posan t z = nous t rouvons 
,, \ a 0 z'»1 -+- a , - f - . . . -4- a m / ( * ) = 

et , si la var iable z décri t un cercle ayant l 'or igine pour 
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cent re et R p o u r rayon , zf décr i ra , en sens inverse , un 
cercle ayant l ' o r ig ine p o u r cen t r e et p o u r rayon 
Mais , si 4 est i n fé r i eu r au module de tou te r ac ine de n 
l ' équa t i on 

a0 z'm -f- ai z'"1-1 - f - . . . -+- a,n — o, 

la variat ion de l ' a r g u m e n t du quo t i en t écr i t c i -dessus 
se rédui ra à la var ia t ion , changée de signe, de l ' a rgu -
m e n t du d iv iseur , savoir 2 miz. 

I l est inu t i l e de m o n t r e r ici c o m m e n t l ' express ion de 
cette var ia t ion dénote la présence de m r ac ines , pu i sque 
la démons t ra t ion en a été donnée pa r les au t eu r s cités 
au début de cet Ar t ic le . 

S U R U N P R O B L È M E D E G É O M É T R I E ; 

P A R M . ROMUALD B L A Z E I E V S K I . 

Les inconnues ji — 1 sat isfont à l ' équa t ion 

Rappe lons -nous l ' équa t ion 

h D — 5 = , y^zl „ Z ! 
q — 0 

Cette équa t ion p e u t ê t re représentée sous u n e au t re 
forme à l 'a ide des re la t ions 

* = d T Ï ~ î t ^ T T 9 = W ' - I = c ( * - i r . ) ; 
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nous avons 
M A I ) [D 2 -h C(£D 2 i ) ]2 

* ~ D2(A-D2 — i — /D:J) /Cm 

Les j i ont une expression a lgébr ique 
I t\ T A l ¿3 

B l = v 2 _ y 5 , M 2 
Ainsi , si Ton désigne A = aK u2 «3, B = r 2 f i , f / 2 £ 3 > 

G = S uKl2 ¿ 3 , = o n a 

8A î 3 — 4 BÎ2 + 2 GS — D ' = O, 
Appelons 

U = £ mx (m2 — y/a, 

.3) 
i A =-- ] ( \V - DV), B = - j ( D U h- V), 

j G = ( D - * ) W - J U , D ' = ( D - * ) V . 

E u effet , les termes tels que y/a[S, V / ai^T d i spa ra i s -
sent dans A, B, G, D'. P renons par e x e m p l e G , nous avons 
de u { l 2 le te rme mais t { t 2 u ^ d o n n e ce 
même terme — ~ y/^ya avec le s igne o p p o s é ; c h e r -
chons le fac teur qui m u l t i p l i e r a , dans u K t 2 t < i \ on a 

(v ? v / ï ) V a î s e u ^ t e r m e d épendan t de y/a, dans 
*, iu f 3 : on t rouve l, ( • ^ 4 - — ) s/* \ enf in t , ( - h — Ì v/* 
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dans ¿a Ainsi ° - +" (â - S - ^— 
ou b ien faisant la mul t ip l icat ion et subs t i tuan t 
mK ( D — a ) , m2 ( D — ( D — c) aux symboles a, ¡3, y 
_ 7 m2(D — b)~ nh(D — c) 
G = 2 C — 2 b H 111 \ 

__ ^ / J I \ m 2 — iix 3 ^ __ m 2 — m 3 i_ / m 2 _ 
\/?i2 7^3/ mt m\ mi\mz m2/ 

G — ( M 9 — M 3 ) ( — R^ — \ Jet 
\mi Inii m2nizJ 

= (D - \ ) v i î l ^ i î v / î _ 2 S m, ( m 2 - m 3 ) y/«. 
U n e grande s implici té dans les formules apparaî t si 

l ' on pose / D 3 = ( A D 2 — I ) . T ; o n a 
( / D — À*) D 4 _ ( 7 D - K ) D* 

~ 4 (Â D - — i ) — 8 / D 8 _ 4 (X:D 2 — i) (i — 2 .r ) ' 

4 C (A D2 — T) _ I I ) — K 

D4 ~~ i — ix ' 

8 C (À 'D 2 — I — / D 3 ) _ 2 ( / D - A - ) ( I — . R ) 

D 5 D (I — %x) 

Les équa t ions ( i ) et (2) dev iennen t 
, 1 o . /D — k 2 ( / D - k ) ( i - x ) 0 ) TT 5 2-+" 4 ^ ^ - p - = o, V ' D 1 — 2 x D ( 1 — 1 x ) 

( >\ / n - - 1 2 4 ( 1 - ^ ) 
b X ( l - X ) X x ( l D - k ) l 

D'après ( 3 ) nous avons 
( _ ^ ( W - D V ) = - - j ( D U + V ) , 

, „ . ] ( / D — A-) ( W — D V ) ( Z D — * ) \ V — A U 
( 3 ) < = / 

' . A ( / D - A - ) ( I — A - ) ( / D - / Q V 
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Séparan t la solution / D — k = o qui exige des va leurs 

spéciales pou r les données du p rob l ème , nous au rons 
/ D 2 U — D V + 2 \ V = O , 

(4') | (/D — A) DV— ix (/D — k) \V— 2 (r — ix) U = 0 , 
( (3 - 4 ^ ) D V = 2(1 —a?) W. 

Mais les r appor t s égaux d o n n e n t 
DV _ W _ DV — 2 W _ D2U 

2(1 — x) 3 — (\x 2 ( 3 a? — 2 ) 2 ( o — 1) 

Ains i , comme les équat ions ( 4 ) sont homogènes , 011 
l eur satisfera, subs t i tuan t aux U, V, W les valeurs p r o -
por t ionnel les 

D , ( i b _ k ) [ 3 - 4 * - 3 ~ 4 * ~ I L ' ~ T :) ] = 4 ( 3 * - 2 ) 

ou b ien 
(5) D2 ( / D — k)(i — ix)— 2 (3a? — 2 ) = o, 

par la t r ans fo rmat ion à l 'a ide de / D : î — (AD- — i ) x , 
(1 — ix)[(kD*—t)x— AD2]— 2(3a? — 2 ) = o, 

(x — J)(-2X — i)AD2 = 2 a?2 — yx-h 4, 
2 x-— 7 a? -+- 4 

( 6 ) A-D« = 
( X - L ) ( 2 X - 1 ) ' 

( ( / D - k)( 1 - 2 X ) 9X2 = — 

(5') j V \X I ) ( 2 1 ) 

( ( / D — k)(2X*— 757-f-4)= 2^(2 — 

enf in , séparan t le t e rme en D, 
( 7 ) O ^ 2 — 7 3 ? - M ) J D = 4# (3 — A. 

Nous 11e pousserons pas p lus loin l ' é l imina t ion de 
l ' i nconnue D . É v i d e m m e n t , les équa t ions con tenan t A 
et l ne sat isfont pas à la quest ion généra le , car A*, l p e u -
vent var ier séparément de h . L 'équa t ion finale sera, au 
p lus , du degré six en x. 
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E l i m i n a n t / r i ) 2 et D au moyen de ( 6 ) , ( 7 ) , nous 

aurons 
hk 

/o\ I / ( 2 a ? 2 — + 
K } \ 3a? — 2 2 2Î2a? —1 )2 

I '2^(1 X ) {'2 X — I ) X X (2 3x) 

En effet , u n ealeul un peu labor ieux , mais facile, donne 
cette fo rmule . En chassant les dénomina teu r s , on a suc-
cessivement 

hk 

l ( 2 X2 — 7 X H- 4 ) 
_ ( 3 X—2) 2(2—3 x) —('2-4-:) r) 2 ( 1 —x) (2 x— 1 ) (2—3 .r)-+-22 ( 1 —x) (2 ¿r— 1 )•' 

2a?( 1 — x ) ( 2 — a?) ( 2 .r — 1 ) ( 2 — 3 x ) ' 
l ' équa t ion sera au p lus du degré six. 

Ainsi , en ad jo ignant les solut ions s ingul ières , r ésu l -
t an t des équat ions ( 6 ) et ( 7 ) , 

l% ( 2 x2 — 7a?-r- 4 ) 3 = A*3 a?2 — 3)'2 (x — i)(2x— 1) 
et la solution 

ID k rr(), 

nous avons la ce r t i tude que , p rocédant d ' u n e man iè re 
ordinai re à la recherche de l ' équat ion en D, nous aur ions 
u n e équat ion du douzième degré . 
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nique, dans la session d'Oxford. Elle a été traduite en français, 
avec Vautorisation de VAuteur, p a r M . W . DE FONVIELLE, 
qui l'a accompagnée d'une Préface et de Notes destinées, tant 
à en faire comprendre l'importance qu'à mettre le public au 
courant de l'état des Sciences de l'autre côté du détroit. 
Prix : i f r , 5o. 

DÉMONSTRATION ALGÉBRIQUE D'UN THÉORÈME RELATIF 
A L ' INTERSECTION DE DEUX C O U R B E S ; 

PAR M. E. AMIGUES. 

Si un même point est d'ordre p dans une courbe 
d'ordre m et d'ordre q dans une autre courbe 
d'ordre n, ces deux courbes se coupent au plus en 
(mn — pq) autres points. 

P r e n o n s ce point pou r or ig ine . Les équat ions des 
deux courbes sont 

tyn (or, Y) H- 4>«-I (oc. y) -h . . . -h tyq(x,y) = o. 
Posons 

y = t.T. 

A chaque solut ion ( x , y) correspond u n e solution 
(x, t), et à chaque solut ion (x, t) co r re spond u n e solu-
tion ( x , y). 

Étud ions donc les solut ions ( x , t ) , qu i sont données 
pa r les équat ions 

XmOm(l, O + ^ O f f l - l i l , / ) -T- . . . -f- xl} /> ( I , O ~ o, 
ar» <j/„ ( i , t) -f- a - » - 1

 + = 

S u p p r i m o n s les solut ions composées d ' u n x nu l et 
d ' u n t a rb i t ra i re , qu i donne ra i en t un y n u l et par suite 
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l 'or igine. Les équa t ions dev i ennen t 

X»*-P 9 m ( f , t ) 4 - X^-P-l <p m _ t ( 1, 0 -f- . . . -f" cp P ( I , t) = O, 
( I , * ) -+- ( I , 0 -f- t | / ç ( l , t) = O. 

Il n ' y a p lus qu 'à compte r les solut ions de ce système. 
P o u r cela nous al lons é l iminer x et prouver que 

l ' équat ion en t est au plus de degré mrt — pq. 
Représen tons les équa t ions comme il sui t : 

A 0 x M - P - H A T X M - P - I - \ - . . .-H cLi x m ~ P ~ î « . . - \ - a m - p = o, 
b0 xn~(l -4- bi - i - . . . - h bjxn~(l-j - f - . . . - h bn-q = o . 

Le ré su l t an t est de la fo rme 
SM a ) a * b m avec la condi t ion 

Xi-H p y - h vA + p / = ( m — p)(n — q), 

ai est u n po lynome en t qu i est au plus de degré ni — i 
et est au plus de degré — ¿). De m ê m e b). est au 
p lus de degré v(/z — À). 

Donc le r é su l t an t est u n polynome en t de degré au 
p lus égal à 

X ( m — i) -h fi. ( in — j ) -4- v ( n — k ) -f- p ( n — l ), 

c ' es t -à -d i re à 
+ - (m— p)(n — q)\ 

mais on a aussi , pa r les p ropr ié tés du r é su l t an t , 
X -t- p ^ n — q, 

v -+- p ^ m — p. 

D o n c le degré du r é su l t an t est au p lus 
m(n — q) n(m —p) — (m — p)(n — q), 

c 'es t -à-di re 
mn — pq. 



( 449 ) . 

FORMULES DE LA STATIQUE D 'UN CORPS SOLIDE, 
EN AXES OBLIQUES; 

PAR M. ÉTIENNE POMEY, 

Ancien élève de l'École Polytechnique. 

J e me propose, dans cet te Note d ' é tab l i r les p r i nc i -
pales formules de la s ta t ique d ' u n corps solide inva-
r iable , pa r r appo r t à des axes CXr, Oy, Oz fa isant en t re 
eux les angles yOz = X, zOx = ¡JL, XOY = v. 

I . — MOMENT D'UN VECTEUR. 

Je me propose de calculer les composantes A, B, C 
suivant les axes du m o m e n t G d ' u n vecteur A F pa r r a p -
por t à l 'o r ig ine , les coordonnées du po in t A étant x , y , z , 
les composantes de A F suivant les axes é t an t X , Y, Z . 

Première méthode. — Soient B|, CI les p ro jec -
tions or thogonales de G sur les axes. Pu isque G est la 
somme géomét r ique de A, B, C, en p ro je tan t or thogona-
l emen t sur les axes, on a 

I A -+- B cosv -+- G eos JJL = A t , 
( i ) < A cosv -+- B -h G cos X = B t , 

( A e o s H - Bcos A -f- G = C i . 

O r , A,, BI: CI sont les momen t s de AF par r appor t aux 
axes. Je vais ca lcu ler C,, en cons idéran t le t r ièdre des 
coordonnées comme d i rec t , et en r ega rdan t C t comme 
positif ou négatif , selon que le t r ièdre O . A F z est direct 

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XIV. (Novembre i 8 y 5 . ) 3 l 
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ou inverse . Cela é tan t , on sait que , si l ' on p rend s u r O z 
u n segment posit if O P égal à l ' un i t é , la valeur algé-
b r ique de C< est le sextuple du vo lume d u té t raèdre 
O. A F P , ce volume é tan t lu i -même regardé comme po -
sitif ou négat i f , selon q u e le t r ièdre O . A F P est d i rect 
ou inverse . 

O r , en appe lan t V ie vo lume d ' u n t é t r a è d r e M 4 M 2 M 3 M 4 , 
considéré comme positif ou négatif selon que le t r ièdre 
M ^ M2M3M4 est d i rec t ou inverse , X i , y i , zi les coor-
données du sommet Mi, o) le s inus du t r ièdre O x j z , 

on a 
' rt J'i -1 i 

x, y, z2 1 

y3 z 3 Ï 
x i y. 4 1 

X 6 
\J to. 

E n app l iquan t celte fo rmule au tétraèdre O A F P , 
on a 

O o O ! 
x y z \ 

x-h X y -h Y s-h Z I 
O O I I 

ou 

Ci = -

( a ) Cx = ( x V - y X ) f î i . 

Posons , con fo rmémen t à l 'usage, 

(3) L = j 'Z —¿Y, M =zX — xZ, ft = x\ — yX. 

O n en dédui t 

( 4 ) A 1 = L v ^ , H , = M / w , Gi = N/W. 

Por t an t ces valeurs dans les équat ions (1) et résolvant 
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celles-ci par r appo r t à A, B, C , on a finalement 

L cosv c o s p 
M i cos X 
N cos X i 

(5 ) 
B = 

G = 

y/ to 
J 

1 L COS 'f* 
cosv M COS X 
cos p N 1 

\J to 
I cosv L 

COŜ ' I M 
COS p COS X N 

y/ô> 
Remarque. — Ayant A, B, C , il est facile d 'ob teni r G 

et ses angles a , ¡3, y avec les axes. E n effet , en m u l t i -
p l ian t géomét r iquement G par la relat ion G = A -h B -f- C, 
on a 
( 6 ) G 2 = A G + B G + C 0 = A A 1 - h B B , - + - G G 1 . 

E n éli m inan t A , B, G en t r e les équa t ions (î ) et l ' équa-
t ion (6 ) et t enan t compte des équat ions ( 4 ) , on a 

L 
( 7 ) G 2 = 

1 cosv c o s p 
cosv i cosX M 
c o s p cosX i N 

L M N o 
O n peut observer que cette valeur de G 2 peu t s 'écr i re 

( 8 ) G 2 = / L + mM + n N , 
en appelant « l e s numéra t eu r s des valeurs de A , B , C . 
Enf in on a a, {3, y p a r les formules 

/ G cos a = A -h B cos v -h G cos p, 
(9) } G c o s p = A c o s v -4- B -h G cos X, 

( G cos y = A cos p - h B cos X -h G. 
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Deuxième méthode. — P o u r ob t en i r C i 7 on peu t 

p r e n d r e le t r i èdre O ^ j i ZK s upp l émen ta i r e du . t r ièdre 
Oxyz, et p ro j e t e r pa ra l l è lement à Oz sur le p l an Oxiyt 

le double du t r iangle O A F , ou , ee qui rev ien t au m ê m e , 
le double d u t r iangle Oaf o b t e n u en p ro j e t an t O A F 
sur le p lan xOy pa ra l l è l ement à Oz. O r , les points a 
et f ayant pour coordonnées x,y et x - f - X , y Y , 
on a 

•2 surf. O af = (x Y — / X ) sin v 

et par sui te 
Ci = (xY — jX )s inv cos (0.3, Ojst). 

Mais on sait que les angles d ' u n e direct ion 
avec les axes sa t is font à l ' équa t i on 

I COSV COS ¡J. coso 
cosv i cosX cosŷ  
COSfJl cosX i cosJ> 
cos cp cosy cos^ i 

En app l iquan t cet te fo rmule à la direct ion O p o u r 
laquel le on a o = y = on a 

I cos v cos u o 

COSV I cos X o = o ; 
COS[X COS X I C O S ( 0 ^ , 0 ^ I ) 

O O COS ( 0 3 , 0 . 3 ! ) I 
d 'où 

sin v cos(Os, O^I ) = zt \/OJ, 
et , par su i te , 

Cl = ±(xY-yX). y/Z. 

O r , si l 'on suppose A F paral lè le à O y dans le sens 
posit if , A é tan t sur O x , y est n u l , x et y sont positifs, 
et C, est positif. 11 faut donc p rend re au second membre 
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le s igne - K O n re tombe ainsi sur la fo rmule ( 2 ) et p a r 
sui te su r tous les résul ta ts de la p remiè re mé thode . 

Troisième méthode. — Sur Ja demi -d ro i t e O ^ , p e r -
pendicu la i re au p l a n y O z du même côté q u e Ox p r e -
nons u n vec teur O H égal à H et mul t ip l ions géomét r i -
q u e m e n t par H la re la t ion 

G = A + B + C, 
011 ob t i en t 

G . l ï = ( Â - 4 - B -f- G) H = Â H = A H cos (Oar, Oxx ), 

pu i sque H est pe rpend icu la i r e à B et C . O r , on a 
(10) G H = G H cos (G, H) , G = 2 s u r f O A F , 
ou , pu i sque O G est pe rpend icu la i re à O A F et que p a r 
sui te , H cos ( G , H ) est la hau t eu r k du té t raèdre ayant 
p o u r base O A F et pour sommet H , 

G H = 2 surf. OA F. h = 6 v o l . O A F H , 
d 'où , en appelant 6, c les coordonnées de H, 

0 

X y z X y 
G II = — a? -H X ; JKH-Y ^-F-Z \J (JJ = — X Y Z 

a b c a b c 

v 

— - ( a L + 6M + c N ) / w . 

O r , la re la t ion a - h b -f- c = H donne , pa r pro jec t ion 
or thogonale sur les trois axes, 

l a -h b cosv -î- c c o s p = H cos(Oa?, Oa?,), 
(12) } a cosv -+- b -h c cosX = o, 

f acosp-+- b cosX -+- c — o. 

E n é l iminan t ay b1 c , G , H en t r e les relat ions (10), 
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(II), (12 ) on ob t i en t la p r e m i è r e des fo rmu le s ( 5 ) . O n 
re t rouve donc encore les résul ta ts ob tenus c i -dessus . 

Quatrième méthode. — L e vecteur O G , m o m e n t du 
vecteur A F , est perpendicu la i re à OA et x\F; il a pour 
l o n g u e u r le doub le de la surface du t r iangle O A F , enfin 
le t r ièdre O . A F G est d i rect . Les trois p remières c o n -
di t ions s ' expr imen t pa r 

G . O Â — o, G . Â F = o, G = OA . AF s in(OA, A F ) , 
la dern ière pouvan t ê t re remplacée pa r 

G 2 - ~ ô a . A F 2 - ( Ô Â . Â F > . 
O r 011 a les équat ions géomét r iques 
G = Â + B + G, = Â F = X - + - Y - h Z . 

Les trois équat ions précédentes dev iennen t donc 

( i 3 ) ) ( A + B + C ) ( x + Y - r Z ) = 0 , 
G ^ ( Â + B + C) ' 2 (X + Y + Z ) 2 

P o u r abréger les écr i tures , je pose 
| u = x -¡r y cosv -+- z cos p, U = X -f- Y cosv -i- Z cos p, 

( 14) ' v = x cos v •+• y h- z cos X, V = X cos v -h Y -H Z cos X, 
( w = x cos p -h y cos X -h z, W = X cos p 4- Y cosX -h Z. 

Alors , en observan t que l 'on a 

= U x - H Y y + W - 2 = « X + C Y + X , 

les équat ions ( i 3 ) peuven t s ' écr i re 
/ + + AU + BV + CVV = o, 

( i 5 ) • J + + W Z ) 
V — ( U V r -+- W - ) ( M Z -1- p Y -h w Z ). 
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E n posan t , conformément à des nota t ions déjà e m -

ployées dans la p remiè re mé thode , 
(16) l = vW—cvV, m — n = uY — vU, 
( 1 7 ) L = yZ — zY, M — zZ — N = arY —yX, 

les équa t ions ( i 5 ) peuvent se met t re sous la forme 
A B G 

(18) = — t m ii 
(19) G 2 = I L + m M + n N . 

O r , si l ' on pose encore 
Œ( x, y, z) — x--hy - -+- z2 -h lyz cosX -h izx cosjx 4- -ixy cosv 

et £ = zh 1, on dédui t des équat ions (18) 
, , A B C . /a( A, B, G ) ( 2 0 ) - j = — = — — S 4 / - T 7 

L m n y cr(i, m, n) 

Mais on a 
(21) cr(A, B, C) = ( ï + B + C ) 2 = G 2 

et 
<j( m, n) = / ( / H- m cosv - h n cos¡x) 

4 - m ( l cos v -h m -4- 11 cos X) 
H- n( l cos {ji-t- m cosX 4- n), 

ou , d ' ap rès les fo rmules (16), 
m, n) 

l-h m cosv -H n cos [x l cosv -1- m -+- n cosX / cos jx 4- m cosX -h n 
u v w 

u v w 
ou encore , d ' après les formules ( i 4 ) i 

m, n) 

l 4 - m cosv 4 - n cos JJL / cosv -\-m-\-n cosX / cos (¿4- m cos X 4-/1 
x -hy cosv -h71 cos {JL a? cosv 4 - . / -+- z cosX x cos(x 4-y cosX 4- z 
X 4- Y cosv 4 - Z cos[x X cosv 4 - Y 4 - Z cosX X cos JJK 4- Y cosX 4 - Z 
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c 'es t -à -d i rë 

/ m /l 1 cosv cos p 

<j(l. m, /i) = 7 X cosv I cosX 

X Y Z cos p cosX I 

ou enf in , d 'après les formules (17) et (19), 
2 2 ) or(/, m, n)= G2to. 

Alors , d ' ap rès (21) et (22), les re la t ions (20) d e -
v iennen t 
/ Q\ A 1 r> m m (23) A = £ — , B = s — , C = e — * 

y LÛ sj tu \/ o> 

Enf in , le t r ièdre O . A F G devant ê t re d i rec t , le dé t e r -
m i n a n t des coordonnées des po in t s A, F , G doit ê t re 
positif . Or ce d é t e r m i n a n t est 

x y z 

¿F -+- X y -3 -f- z 
A G G s G 2 ou, d 'après les équat ions ( 2 3 ) et (19) , —— • 

y/ u> 

O n a donc £ = - f - 1 , et finalement les fo rmules ( 2 ^ ) 
se réduisent aux formules ( 5 ) , comme dans les méthodes 
précédentes . 

Cinquième méthode. — E n appe lan t ( a , ¡3, y ) , 
( a ' , P', y ' ) , (a", /S", y") les cosinus di recteurs de O x , O y, 
O z re la t ivement , à trois axes rec tangula i res O x ' , O y' y 
O z' de même origine, les f o rmu le s p o u r passer du système 
O x f y ' z f . au système O x y z sont 

Î
x' = ax'-h a.'y'v." 

y= p y - f - p v , 
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avec les condi t ions 

( a2 -+- p2 • 
( 2 5 ) 

(26) 

a'2 p'2-+-f2 = 1, 

a f f 2 - f -
a V n - P ' P ' H - Y Y = c o s X > 
a " a -F- p " P H- Y " T = C O S { J L , 

aa'-h PP'-h YÏ' = cosv. 
D'après les fo rmule (24 ) , les composantes A' , B', O 

de G su ivant Oxr, Oy\ Ozf sont liées à A, B, C par les 
fo rmules 

A ' = a A + a'B + a"G, 
B' = p A - b P'B -h P"G, 
G' = y A Y'B -+- Y" G. 

O n en t ire 
a a' a" A ' a' OL" 

( 2 7 ) A x p P' P" = B' ^ P" 
Y 7' Y" G' -¡' Y " 

O r , d ' après les fo rmules ( a 5 ) et (26), on voit q u ' o n a 
a a' a" 2 1 cosv cosp 

(28) p P ' P'' = cosv 1 cosX 

Y Y' Y" cosp cosX 1 

D ' a u t r e pa r t , dans le système rec tangula i re Oxfyfz\ 

on a 
A ' = y'Z'—z'Y, B ' = z'X—x'Z', G ' = x'Y'—y'X'. 

Il en résu l te , d ' ap rès les formules (24) appl iquées à x f , 
y , *'f x ' , v , z ' , z , 

A' = 
px •+• P 'Y -+- p"z 

Y a? -f- iy -4- Y"^ Y x •+• Y'Y -H 
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ou 

( A ' = ( P Y - T ' M L - H 7 P " - P Y ' ) M - M P Y ' - Y ? ' ) N , 

• ( n 9 ) B' = ( Y ' a " - a ' Y ' ) L + ( a Y " - Y ^ ) M + ( Y a ' - a Y ' ) ' N , 
( C' = ( a' p" — P' a" ) L -H ( pa" — a?" ) M + ( — ) N. 

Donc , en vertu de ( 2 8 ) et ( a g ) , la fo rmule ( 2 7 ) , o r -
donnée par rappor t à L , M, N devient , en posant s = ± 1, 
A E / W = L [ ( P ' Y " — Y ' P T - H Y ' S " — X Y ) 2 - K A ' P " — P ' A " ) 2 ] 

+ M [ ( P ' Y " - Y ' P " ) ( Y ? " — PY " 7* ) ( * Y " - 7 A " ) 

+ N [ ( P ' Y " - I P " ) ( P Ï ' - 7 P ' ) + ( Y * Y ) ( 7 ) 

p'a')(«p'— pat')]. 
Le coefficient de L est s i n 2 À . Le coefficient de M peu t 

s ' écn re 

( a ' a* + p' y'y" ) ( a" a + P' ? -h f T ) 

c 'es t -à -d i re , d ' après les équa t ions ( ^ 5 ) et (26 ) , COsX COS [i. — cosv. 
Le coefficient de N est de m ê m e 

cosv cosX — cosp . 
O n en conclut finalement, après avoir dé te rminé £ 

par un cas par t icu l ie r , 
À/W - /, B/W — m, Cy/ou = 

comme p récédemmen t . 

I I . — RÉDUCTION DES FORCES. 

O n sait q u ' u n système quelconque de forces F / appli-
quées en des points M; d ' u n corps solide peu t toujours 
être remplacé par une résu l tan te de t ransla t ion R a p -
pl iquée en u n po in t a rb i t ra i re O du solide et pa r un 
couple G . Nous p renons le po in t O pour or igine des 
axes O x , O j , O 3 , d o n t les angles sont \ p , v , nous 
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supposons M/ d o n n é par ses coordonnées x / , y i , Zi et F / 
donnée par ses composantes X/ , Y/, Z/ suivant les axes. 

Résultante de translation. — Soien t X , Y, Z ses 
composantes suivant les axes. O n sait qu ' on a 

Il en résul te , en pro je tant sur chaque axe para l lè le-
m e n t au p lan des deux aut res , les re la t ions 
(30 ) X = SX/, Z = X Zj. 

Axe G du couple résultant. — Soient A, B, C ses 
composantes su ivant les axes. Si l 'on appelle G/ l ' axe 
du couple résu l tan t du t ranspor t de F / en O , 011 sait 
qu 'on a 

G = GT-4-Gi -h . . . -HGÎH- . . . . 

D'au t r e par t , on sait que l 'axe G/ est le momen t de F / 
pa r rappor t à O ; donc, en appelant A;, B/, Ci ses compo-
santes suivant les axes, et p ro je tan t la relat ion précé-
den te sur chaque axe para l lè lement au p lan des deux 
aut res , on a 
(31) A = 2 A/, B = SB/, C = ZC/. 

3e pose 
L / = yiZi—ZiXi, M / = ZiXi— XiZi, 

L / cosv cosfjt 
l i = M/ i cos A 

N i cos A i 
i U 

N t -= XiYi — y iXc, 

Tili — C O S V 

cos p. 
M/ 

Ni 
cosv 

COS FX 

cosA 

S L / = L, 
cosjx cos A 

£ M / = M. 

U 
M, 
N/ 

S N / : • N. 
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Alors , d ' après les fo rmules ( 5 ) appl iquées aux forces 

F / , les fo rmules ( 3 i ) dev iennent 

(32) 

A v/w = 

B / w = 

G a) = 

L cosv cosX 
M i cos X 
N cosX i 

i L cos {j. 
cosv M cosX 
COS {JL N i 

i cosv L 
cosv i M 
cos[x cosX N 

Conditions d'équilibre. — O n sait que les condi t ions 
d ' équ i l ib re sont R = o, G = o. Ces condi t ions ex igent 
q u ' o n ait 
X = o, Z = o, A = o, B = o, G = o . 

Les trois p remières s 'écr ivent , en fonct ion des d o n -
nées, 

2 X / = 0 , 2 Y / = 0 , 2 Z / = 0 . 

Les trois dern ières qu i , d ' ap rès les fo rmules ( 3 2 ) , 
s 'écr ivent 

L COSV COS(JL 
M i cosX = o, 
N cosX i 

i L cos p 
cosv M cosX = o, 
cos \L N i 

i cosv L 
cosv i M 
cos (x cosX N 

sont des équat ions l inéai res et homogènes en L, M, N 
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dont le d é t e r m i n a n t é t an t l ' ad jo in t de w est d i f férent de 
zéro, comme égal à to 2 . Ces équat ions se rédu isen t donc à 

L = o, M = o, N = o. 

Conditions de reductibility à un couple. — O n sait 
qu ' i l f au t et il suff i t que R soit n u l , G ne l ' é t an t pas , ce 
qui d o n n e les condi t ions 

X = o ? Y = o, Z = o, L 2 + - M * - f - N * > o . 

Conditions de réductibilité h une force unique. — 

O n sait qu ' i l f a u t et il suffi t q u e R soit différent de zéro 
et q u e G soit pe rpendicu la i re à R . Ces condi t ions r e -
v iennen t à 
( 3 3 ) X * - t - Y » - + - Z » > o et RG = o. 

O r , les équat ions géomét r iques 
R = X + Y + Z, G = A -f- B G 

d o n n e n t 
R G = ( A + B + C ) X + ( Ï + B + C ) Y + ( A + B + C ) Z 

= ( A + B cosv -h G cos lx)X-h(A cosv + B + C cosX)Y 
- h ( A c o s ¡jL-h B cos À -h G ) Z 

ou, d 'après les fo rmules ( 3 2 ) , 

H G = ~^=(LOJX -+- M to Y No>Z) = ( LX + MY -+- NZ)v/w. 
{/(O 

La condit ion R G = o revient donc à 
(34 ) LX -+- MY -+- NZ = o. 

En f in , en supposant rempl ies les condi t ions précé-
dentes ( 3 3 ) et ( 3 4 ) , il reste à d é t e r m i n e r la force 
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un ique F équiva len te au système. E n appelant . r , y, z 
les coordonnées de son point d ' app l ica t ion , X ' , Y ; ; 7J 
ses composantes suivant les axes, A', B', G les compo-
santes de l 'axe du couple résu l tan t du t ranspor t de cette 
force à l 'o r ig ine , on a 

X ' = X , Y' = Y, Z' = Z, 
A' = A, B' = B, C ' = C . 

Ce sont les équat ions d ' équ i l ib re du système donné 
et de la force égale et d i r ec t emen t opposée à F . Donc , 
en posant 

L' = y Z' — z'Y', M ' = zX'— xZ\ N ' = xYr— yX', 

les équat ions précédentes se rédu i sen t , d 'après le p a r a -
graphe relatif aux condi t ions d ' équ i l ib re , aux suivantes : 

X ' = X , Y == Y, Z ' = Z , 
L ' = L , i\I, N ' = N . 

Les trois premières d o n n e n t les composantes de la 
force F suivant les axes. E n po r t an t les valeurs de ces 
composantes dans les trois dern ières équat ions , celles-ci 
dev iennen t 

yZ ~zY = L, 
¿ X — xL = M, 
xY ~yX = N. 

Elles sont compat ibles en x , y , à cause de la re la -
tion ( 3 4 ) qui est supposée satisfaite, et elles d o n n e n t le 
poin t d ' app l ica t ion de F , ou, mieux encore , elles 
peuvent ê t re regardées comme rep résen tan t la droi te 
suivant laquelle agit F . 
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SUR LES PODAIRES SUCCESSIVES D'UNE COURBE ( f ) ; 
PAR M. E.-N. BARISiEN. 

Les formules démont rées à l 'Art icle préci té p e r m e t -
tent de résoudre très s implement la quest ion su ivante , 
qu ' i l ne serai t pas aisé de t rouver d i rec tement : 

Aire de la podaire de la seconde développée de la 
mième parfaire d'une courbe. — E n conservant les n o -
tat ions de l 'Art ic le p récéden t , soit tou jours 

0 ) 

l ' équat ion de la cou rbe fondamenta le . 
Si y est le cent re de c o u r b u r e relatif à M, on a 

0 . Menons par Y une paral lèle à la tangente M P f 

et abaissons sur cet te paral lèle u n e perpendicu la i re 
issue de O qui la r encon t re en I . La droi te IY é t an t n o r -
male à la développée de la courbe fondamenta le , il est 
b ien évident que le point I appar t ien t à la podaire de la 
seconde développée de cette courbe re la t ivement à O . 

Soient donc p et w les coordonnées polaires du 
po in t I . O n a 

n i « (r«-4-r'»)» r 2 
01 = .o = Rc — /* i = -i rr—̂  „ — k r1 -h ir 2 — rr" 

et 
36o°— io = i8o°— Gj : 

d 'où , en di i ïérent iant par rappor t à 0, 
dta _ d§ i 
"55" ~~ 

(/*2 —f- r ' 2 ) 2 

( ' ) Note complémentaire à l'article de même titre paru en mars 
I395, p. 89. 
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L a d i f f é r e n t i e l l e d l d e T a i r e d e l a c o u r b e e n q u e s t i o n 

e s t d o n c 
dz __ i 2 ûfa _ j[ 2 

¿6 ~ â p rfô ~ 2 p d ï T 
O r , o n a t r o u v é 

" r ' 2 

P a r c o n s é q u e n t , 

¿ S i (T^-t-T^r")* (O ^ 2 ( 7 - 2 + r '2 )2 ( r î + 2 ,.'2 _ r r » ) 
Cette fonct ion sera intégrable lorsque r sera u n e fonc -

t ion ra t ionne l le , soit de 0, soit des l ignes t r igonomé-
t r iques de 6. Il en sera ainsi lorsque la courbe fonda-
menta le sera u n e courbe uu i cu r sa l e . 

La fo rmule ( i ) sera plus facile à calculer en l ' é c r i -
vant sous la fo rme 

car on a 
r dV r'2 — rr" 

tan£ V : 
r' ¿6 /*2 -h r'2 

Soi t m a i n t e n a n t le poin t analogue à I, s i tué sur 
la podaire de la seconde développée de la p remière po-
da i re . Si p 4 et LO{ sont les coordonnées de I , , on a 

pi = Ri — 

* 36o°— o>, = i8o°— 02, 

et de m ê m e pour le po in t i m de coordonnées p m et 0 
s i tué sur la podai re de la seconde développée de la 
m icme p 0 ( J a i r e 3 

p/rt = 'V/l-M , 
36o° — u)/w = 18o° — 0,«+.!. 
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D ' ap rès les re la t ions ( 5 ) , ( 6 ) et ( i i ) de l 'Art icle 

préci té , et r e m a r q u a n t que 

¿6 ~ rfÔ 
on a, p o u r la di f férent ie l le de l 'a i re de cet te courbe 
(pmj 

dïm _ I dbm+l _ I 

c'est-à-dire, toutes réduct ions faites, 

P o u r /H — o, on r e tombe bien sur la fo rmule ( i ) . 
D ' a i l l eu r s , cette fo rmule est tou t à fai t générale, car 
en changean t m en — m , on a : 

Aire de la podaire de la seconde développée de la 
mième anti-podaire. 

d Z - m _ j. ( r 2 - f - r ^ y n - 2 C -f- r3 r" — m r ' 2 ( r ' 2 — r r " ) ] 2 

¿/Ô ~ -2 R 2 " * [ R 2 - f - 7-'2 — ( m — I ) ( r — RR" )J " 

APPLICATIONS. 

I . La courbe fondamenta le est la cardioide : le po in t O 
est au po in t de r eb roussement de la cardioide. 

L ' équa t ion polaire de la cardioide é t an t 
r — a(i -f- cos0), 

on trouve 
r ' 2 r r » j 

r*-4-r'2 = 2 a 2 (H-cos0 ) , 

On a alors 
= ~ cos2 ^-(i — 3 còs2 - V 

3 2 \ 2 / 
Ann. de Mathémat3" série, t. XIV. (Novembre 1895.) 32 



( 466 ) 
o u , e n p o s a n t 0 = o n a , p o u r T a i r e t o t a l e S , 

£ = dv — \ i j cos4<p c?cp - + - c o s 6 c p t / o 

O r , 7C 
cos2 Cp éfo = - , 

7t 
f 2 i ^ 3< î : ! cos4<p acp — — 

i/o ' 1 

71 

I cos6 o do = — • 

Jo ' T 

Donc 
57ta 2 v — 

24 
II . La courbe fondamenta le est l 'e l l ipse : le po in t O 

est en son cen t r e . 
L 'équa t ion pola i re de l 'e l l ipse est 

2 a 2 6 2 

1 ~ a 2 s in 2 0 -h b1 cos 2 0* 
O r en dédui t 

r _ ( a 2 s i n 2 0 -h b2 cos 2 6) 
r ~~ c 2 sin 8 cos0 ' 

2 'i — sin2 8 -h 6 4 cos 2e 
~~ ( a 2 s in 2 6 + 6 2 cos 2 0 ' 

r's—rr" c 2 ( a 2 s in 2 8 — è 2 c o s 2 6 
r 2 -+- r ' 2 a 4 s in 2 6 -+- ¿>4 co s 2 6 

r*-hr'2 a'+ sin 2 6 -h bk c o s 2 0 
P a r conséquent 

¿/S ( a 2 s in 2 8 — ¿>2 c o s 2 0 ) 

x r a 4 s in 2 0 ¿ 4 c o s 2 8 
[ ( a 2 s in 2 8 c o s 2 8 ) 2 ~~ a 4 s in 2 6 -h b* c o s 2 8 J 
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E n t e n a n l compte de l ' i den t i t é 

a v s i n 2 6 - h b'+ cos 2 6 = (a2-H è 2 ) ( « 2 s in 2 6 -+• b2 cos 2 6 ) — 
on ob t i en t , p o u r l ' a i re totale S, 

Jo 
2 J0 « 2 s i n 2 6 - t - 6 2 c o s 2 6 

TC 

V V 0 ( a 2 si 

- a 4 f \ . A ( a 2 sin 

0 sin 2 6 -h 6 2 c o s 2 ô ) 2 

¿0 
( a 2 sin 2 6 + cos 2 6)3 

n (a* s in 2 6 b2 cos 2 Q)  
a J 0 ( « 4 s i n 2 6 - f - è ^ c o s 2 6 ) 2 

E n posant t angô = on ob t ien t , par la décomposi-
tion des f rac t ions ra t ionne l les en f rac t ions s imples , la 
valeur des in tégra les du second m e m b r e de S 

TC 

s in 2 0 h- 6 2 c o s 2 9 lab 
K 

r2 ¿ 0 _ TT(a*-h ¿ 2 ) 
J 0 ( a 2 s in 2 0 -H 6 2 c o s 2 6 ) 2 ~~ 4 a 3 b * ' 

H 

Jn r 
H 

n ( a 2 s in 2 6 -f- 6 2 cos 2 6)afe _ 7r(a 2-4- ¿>2) 
J 0 ( a 4 s in 2 6 -+- b'* c o s 2 ô ) 2 ~ 4a'*b* 

O n trouve alors, toutes réduct ions fai tes , pou r l ' a i re l 

A d 8 ab 
ou 

3u c'+ T(a'-+-b') _ ' — - 7T«6 

2 = 3 TU g»- 7 r ( « - - / ) 2 

8«6 + a 
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D ' o ù i l r é s u l t e l a r e l a t i o n r e m a r q u a b l e s u i v a n t e : 

L'aire de la podaire du centre de la seconde déve-
loppée de Vellipse est équivaleute à la somme des aires 
de la première développée et de la podaire du centre 
de cette première développée (* ). 

I I I . La courbe fondamenta le est la déve loppan te de 
cercle dont les coordonnées sont en fonc t ion de l ' angle 
de dé rou l emen t <p 

x = R (coscp -+- cp sin Q), 
y = R (sin cp -+- cp coscp). 

Le poin t O est au cen t re du cercle . 
I l est b ien évident que , dans le cas ac tuel , l ' a i re S est 

n u l l e . 
P roposons -nous de calculer l ' a i r e S , , c 'es t -à-di re 

Vaire de la podaire de la seconde développée de la 
première podaire de la développante du cercle. 

Nous n ' avons pas l ' équa t ion de la déve loppante en 
coordonnées pola i res , sous u n e fo rme commode. O n 
peu t néanmoins app l ique r les formules générales . E n 
effet , on a 
( 4 ) r « = R * ( n - < p » ) , 
, „ v „ sin co — cpcos o tangO = 

( 6 ) 

c o s o -r- cpsin cp 

E n differenti ant l ' équa t ion (5 ) , on trouve 
dQ cp* 
do 

( ' ) Ce théorème est un cas particulier d'une propriété que je 
crois plus générale et que j'ai posée sous le n° 225 dans VIntermé-
diaire des Mathématiciens, t. I, page 117. 



( 46p ) 
L a d i f f é r e n t i a t i o n d e ( 4 ) d o n n e 

r dr — R* cp cfcp 
1 

f r»* d® 
r r 

et d ' après ( 6 ) 

Donc 

¿ e 

. _ R* (!-+-?») 

tangV = ~ = cp, 

V = arc tangcp 
et 

dV 
dQ r 2 r'2 i -4- <p2 ö?8 cp2 

O n a encore 

7 r2 -4- r ' 2 ~~ i -4- cp2 

La différent iel le de l ' a i re S 4 est 
__ i r2 [ -+- r» r *-f- r ' 2 ( r' 2 — rr" )]2 

~dM ~~ 2 ( r2 -4- r'2 ) [ r2 -4- r' 2 -+- 2 ( r' 2 — rr" )] 

A u moyen de l ' ident i té 
r'* -4- /' 3 r" = ( r 2 -4- r'2 ) 2 — r 2 [( r2 -4- r' 2 ) -f- r 2 — rr" )], 

on obt ien t fac i lement 
dZi _ dix db 
do d§ do 

R2 do 
dIil 2{ cp2-H i ) 2 (cp2 + 2 ) ' 
¿ h = 5 ! S J î H i Ì . 
¿/cp 2 ( (< f 2 -4 - i ) 2 cp2 -4- I cp2 -4- ^ i * 

Si cp varie de o à Too, on ob t ien t pour l ' a i re to ta le S, 
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l ' express ion 

TlR2//- v 

IV. La c o u r b e f o n d a m e n t a l e est la spira le logar i th-
mique 

r — ae'ti ; 

le poin t O est au pôle de la spirale . 
On sait q u e les podaires successives d ' u n e spirale lo -

ga r i thmique , par r appo r t à son pô le , sont des spirales 
logar i thmiques : les développées successives sont aussi 
des spirales loga r i thmiques . Il en résu l te que les 
courbes S, S,, £ w sont éga lement des spirales loga-
r i thmiques . 

O n a 
/•' = nae'ti, r" — /i2 a e n r ' 2 — rr" = o, 

r ' * = ( i - h n2) a 2 e 2 » û , 

de sor te que 
^ - ** a . c « » f l ¿0 2 ( l H - /l») 

et , en i n t ég ran t en t r e Jes l imites 9 = —oc et 6 = o, on 
t rouve u n e aire finie 

[ s i : 
a 2 / i 3 

1 O=—oo 4 ( I - H W 2 ) 

O n obt ient fac i lement l ' é q u a t i o n de la courbe S, en 
r e m a r q u a n t que 

tang V = - j = - , H0 = asj\ + /i2e«°, rx — = 

r n + 

O r , 
p = R0 — /-J = a s/i -h v / n - n 2 

p = > 

y/i-f- tt2 

18o° -4- 8 = co, 
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de sorte q u e l ' équa t ion pola i re de la courbe S est 

an1 

p = — = = = = : rc), 
\ / i -f- n* 

C'est b ien u n e spi ra le logar i thmique . 
V . La c o u r b e fondamenta le est la spirale d ' A r c h i -

mède 
r — a 6 ; 

le po in t O est au pôle de la spirale . 
O n t rouve alors pou r la différentiel le de l ' a i re S 

C 'es t la m ê m e express ion q u e celle de dH K dans 
l ' exemple ( I I I ) , re lat i f à la développante de cercle. O n 
a donc , en i n t ég ran t de o à Toc, 

Cette iden t i t é de Taire S actuelle et de Tai re de 
l ' exemple I I I p rov ien t de ce que La podaire de la déve-
loppante de cercle par rapport au centre du cercle est 
une spirale d'Archimede. 

SUR LE CENTRE DE COURBURE DES PODAIRES. 
Au sujet de la Lettre de M . MAURICE D'OCAGNE ( * ) ; 

PAR M. E.-N. BARISIEN. 

P a r u n e coïncidence heureuse , en m ê m e t e m p s que 
la le t t re de M. d 'Ocagne , le n u m é r o de m a r s i 8 g 5 des 

(') Nouvelles Annales, p. m ; mars 1895. 
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Nouvelles Annales pub l ia i t (p . 89 ) un Art ic le sur les 
podaires successives d ' u n e courbe . La fo rmule que j ' a i 
donnée à la page 93 , 

R 

1 a r — R0sinV 

pe rme t de t rouver sur la l igure de M. d 'Ocagne ( p . 112) 
la l o n g u e u r de P w et m o n t r e que cette l ongueu r est 

Conservons la nota t ion de l 'ar t ic le préci té et posons 

O n a 
PN = OM = r, OiVIN = OPN = V — 90 M y = R 0 . 
O n a, dans le t r iangle P Q w , 

V Z _ PQ 
sincp sin(cp-4-V—90°) 

O r , P O == donc 
7 x s inv 

( . ) ïïïô = sin V(tangcp sin V — cos V) 
11 reste à e x p r i m e r t a n g ^ . O r , dans le t r iangle O Q K , 

on a 
(2) 

Mais 

sin cp s in (cp - + - < ) / ) 
Uk ~ OQ 

OQ = 

- 2 1 = 1 , a a 
r cos 2 V 

OK = = — y/V2 H- RJ — a r R 0 sin V , 

sin V 
ON — 7-cosV 

t a n g » B ï ^ = R 0 . - r » i n V ' 
• r cos V 

v/rï-H KJ— a r R 0 sin V 
R 0 — r sinV 

• r 2 -+• R 2 — a r R 0 sin V 
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De (2) , on tire 

OKsintL 
l a n S ? = 

E n y subs t i tuan t les valeurs précédentes , on ob t ien t 
— r s i n V c o s V 

t a n g ? = 7 ( 7 T W V ) - R „ s i n V ' 
valeur qu i , por tée dans (1), d o n n e 

2 /* — K0 sin V 

Donc, P w = Le po in t co défini par M . d 'Ocagne 
est b ien le cent re de cou rbu re de la podaire co r r e spon-
dan t au poin t P . J ' a r r ive ainsi à u n e démons t ra t ion 
analy t ique du théorème de M . d 'Ocagne. 

Il serait d ' a i l leurs in téressant , d 'après le desideratum 
expr imé pa r M. d 'Ocagne , de t rouver u n e démonst ra t ion 
géométr ique directe de cette p ropr ié té . 

SUR LE PROBLEME DE L'INTERPOLATION DANS LES SUITES 
RÉCURRENTES; 

PAR M. ED. MAILLET, 
Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

Ce p rob lème a été défini ainsi qu ' i l suit p a r M. M. 
d 'Ocagne ( { ) : 

Dans chacun des intervalles laissés entre les termes 

0 ) Journal de l'École Polytechnique, p. 193 ; 189̂ . A l'endroit cité, 
M. d'Ocagne indique pour la solution de ce problème une méthode 
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consécutifs d'une suite récurrente du pième ordre * inter-

caler k — i termes de facon que la nouvelle suite 

ainsi obtenue soit elle-même récurrente du pième ordre. 

U n e te l le in t e rpo la t ion est d i te u n e in te rpo la t ion 
d ' ind ice k — i. 

Nous che rchons ici à résoudre ce p r o b l è m e en t ra i -
t an t le p rob l ème inverse : à quel les lois sont soumises 
les sui tes ob t enues S en p r e n a n t dans u n e sui te récur -
r en t e S les te rmes de k en k à pa r t i r d ' u n t e r m e arbi-
t r a i r emen t choisi . 

Nous supposerons t o u j o u r s la loi d ' o r d r e p de la 
sui te S i r réduc t ib le . 

I . — L?équation génératrice irréductible de la suite S 

a ses racines distinctes. 

Soient xn le t e r m e généra l de la suite S, 
(1) Xn-^p = Ai#7t_|_p_i -t- . . . h.pXn, 

la loi réduc t ib le de cet te sui te , 
( 2 ) ÊP = A ^ P - 1 + . . . + Ap 

son équa t ion généra t r ice cor respondan te , de rac ines 
dis t inctes \ K , • • • * ¿̂M e t 

Soi t 
( 3 ) jko, yu y s, y m, ... 

la suite ob t enue en p r e n a n t dans la sui te (1) les te rmes 
de k en k k p a r t i r d ' u n t e rme que l conque a rb i t r a i r e -

générale fondée sur l'emploi des suites fondamentales et développe 
complètement cette solution dans le cas des suites du second ordre. 
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m e n t choisi ; on aura ( 4 ) 

(4) 
ys = xn = cul'} - 4 - a 2 X g - 4 - . . . - 4 - apl», 

s s + i = o c t l - > r k = a l l r } + k - h . . . - t - a ^ x * * * , 

Î 

= = XÇ+** -h a* XJ+** - 4 + X 
Ceci p o s é , n o u s r emarque rons q u e , pu i sque 

sont d i s t inc t s , l ' équa t ion (2) p o u r r a 
s 'écr i re 

1 1 . . . 1 
S x, . . . x„ S) 

H 

d 'après les propr ié tés connues des dé t e rminan t s de Van-
de rmonde , en sorte que (1) s 'écrira 

x n I . . 1 
xn+-1 Xi .. . . x„ 

X n-hp Xf .. . . xg 
O r , on a r r ive immédia temen t à ces formules en con-

s idérant les fo rmules analogues à ( 4 ) qui d o n n e n t x n 7 

xn+i, . . xn+p. Dès lors, u n procédé analogue nous 
donnera la loi à laquelle satisfait la suite ( 3 ) . 

Supposons que parmi les puissances )* , X*, . . . , \ kp il 
y en ai t 

(7) 

¿i égales à Xf, que l 'on peut désigner p a r X f , X'/, . . . , 
¿2 égales à X » X X ' 2 * , . . . . 

iPi égales à X*, 

M? ^¿i * • • 5 ^pt é tan t dist inctes et + i 2 - Pi' •P• 

( ' ) D'après les formules connues de Lagrange. 
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Ceci revient à d i r e q u e le r a p p o r t de deux racines 

de (2) est ou n o n une rac ine £ i è m t * de l ' un i t é su ivan t que 
toutes deux sont ou ne sont pas con tenues dans u n e 
même l igne de ( 7 ) . 

Les re la t ions ( 4 ) d o n n e r o n t 
y s = («iX?-+•«', xy*H- («2^2 -f-a ' 2 X'2'1-4-. . . ) - t - . . . 

. . ) X ? - H ( f l î ^ + flUi'1 -+ - . . . )X$-h . 

^ = ( a t X* 4- X'/' + . . . )\Pjk -h (a2 X? -h a\ X - t - ...) 

-(«Piipr 

d 'où 

(9 ) 
1 

XM 

X* 

XM 2 

que l que soit s; la loi de récur rence (9) est donc u n e 
loi à laquel le sat isfai t la suite ( 3 ) ; elle est la m ê m e 
p o u r les k suites dis t inctes analogues à ( 3 ) que l ' on 
ob t ien t à l 'a ide de (1). Je dis que c 'est la p lus pe t i te loi 
c o m m u n e à ces k sui tes . 

I n d i q u o n s d ' abo rd commen t on pour ra t rouver la p lus 
pe t i te loi c o m m u n e à k suites r écu r r en t e s que l conques : 
soient S i (£) = o , ô 2 (S) = o, . . . , û* (£) = o les é q u a -
t ions générat r ices i r réduct ib les de ces k sui tes , 6 (£) le 
p lus peti t c o m m u n mul t ip l e des polynomes (Ç), 
ô 2 ( ? ) , Q/f *(£). Les k suites sat isfont ( f ) à la loi 
d ' équa t ion généra t r ice 6 (£) — o . Réc ip roquemen t , si 
les k suites sat isfont à u n e loi d ' équa t ion généra t r ice 

(') Voir cTOcagne, loc. cit., p. 181, et une Note parue dans les 
Nouvelles Annales; 1 8 9 5 . 
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H (S) - o, H (jj) est divisible par 6« (£ ) , 8 2 ( £ ) , . . . , 6 A ( $ ) , 
et en conséquence par 6 ( ç ) . O n p e u t donc d i r e q u e la 
loi d ' é q u a t i o n généra t r ice 6 ( £ ) = o est la p lus pe t i te 
loi c o m m u n e aux k sui tes . 

O r , les k suites ( 3 ) satisfont à la loi ( 9 ) d ' équa t ion 
généra t r ice 

1 1 . . . 1 
5 n (10) 

XIJ<* 

= O, 

d o n t les racines sont À*, X*, . . . , Si la loi ( 9 ) n 'es t 
pas la plus peti te loi c o m m u n e aux k suites, ces d e r -
n ières sat isferont à u n e loi d ' o rd re p lus pet i t don t le 
p o l y n o m e généra teur aura au m o i n s u n fac teur de 
moins , (£ — pa r exemple , que le polynome généra-
t e u r (10) . O n en conclu t faci lement en expr imant 
d ' ap rès les fo rmules de Lagrange ys->ys+\> . . . , e n fonc-
t ion des rac ines de l ' équa t ion généra t r ice i r réduct ib le 
de la sui te ( 3 ) et égalant aux express ions ( 8 ) , que le 
coefficient de . . . , X 1̂* dans ces dern iè res expres-
sions est n u l , et cela quel le que soit celle des k suites ( 3 ) 
considérée. E n les p r e n a n t success ivement , on en 
dédu i ra 

^ , + 0 ' , + . . , = o, 
À! 4 - a\ A 1 -H . . . = o, 00 

a^t1- <k~ 1. 

Ces re la t ions ont l ieu en t r e les iK racines don t les 
puissances A i è m € s appa r t i ennen t à la p remière l igne 
de ( 7 ) . O n a d 'a i l leurs iK < A, pu i sque ces iK rac ines sont 
dis t inctes et que leur r appor t à l ' u n e d ' e n t r e elles a rb i -
t r a i r ement choisie doit ê t re u n e rac ine kièmc de l ' un i t é 
dist incte pour chacune d 'el les . Les re la t ions (11) donne-
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r a i en t alors o u û , = fl^...= o , et la sui te ( i ) serait 
d ' o rd re p r éduc t ib le c o n t r a i r e m e n t à l ' hypothèse , ou 

ce qui n ' a pas l ieu , pu isque À4, ) / 4 , . . . sonl d is t inctes . 
O n voit donc q u ' e n supposant l 'exis tence d ' u n e loi 
c o m m u n e aux h suites ( 3 ) plus pet i te que la loi (9), on 
est condui t à u n résu l ta t absu rde . Dès lors : 

La loi (9), d'équation génératrice (10) est la plus 
petite loi commune aux k suites (3). 

Les re la t ions (8 ) m o n t r e n t q u e la condi t ion nécessaire 
et suff isante pour que la loi (9) soit i r r éduc t ib l e p o u r 
u n e des suites S est que les coefficients de À*, X*, . . . , 7,*t 

dans soient tous d i f férents de zéro. O r la loi (1) 
é tan t i r r éduc t ib le , et a{, a 2 , . . ., ap d ifférents de zéro, 
cette condi t ion aura t o u j o u r s l ieu en par t icu l ie r pou r 
chacune des k suites si X*, X*, . , . , X*, c ' e s t - à -d i r e les 
puissances À " ' m e s d e s racines de ( 2 ) , sont toutes dis t inctes , 
ou si le r appo r t de deux des rac ines de (2) n e p e u t ê t re 
u n e rac ine A , è m e de l ' u n i t é ; donc : 

Si Von ne peut trouver deux racines de Véquation 
génératrice irréductible (2) de la suite (1) dont le rap-
port soit une racine /rieme de Vunité, les k suites (3) sa-
tisferont simultanément à la loi irréductible (9). 

Remarque /.* — O n doit no te r l ' i n t e rven t ion dans ce 
qui précède de l ' équa t ion aux puissances A i e m e s des r a -
cines d ' u n e équa t i on . 

D 'abord l ' équat ion (10) n ' es t au t re q u e l ' équa t ion 
ayant p o u r rac ines les puissances A i e m e s d is t inc tes des 
racines de (2) ou ( 5 ) ; mais on ob t ien t de la man iè r e 
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suivante l ' équa t ion ayant p o u r rac ines les k puissances 
À i è m e s , d is t inctes ou non , des racines d e ( 2 ) o u ( 5 ) ; con-
s idéran t les re la t ions 

(«2*11+p — Aix/¿-f.p—i - f - . . . - f - ApXn, 

r emplaçan t x,n xn+k, ..., xn+pk pa r ys, ys+<, ...,ys+p 

et é l iminan t les aut res quan t i t é s x ^ nous ob t iendrons , 
sous fo rme d 'un d é t e r m i n a n t égalé à zéro, u n e re la t ion 
de r écur rence en t re y s , y s + \ , . . «O^+JM don t l ' équat ion 
généra t r ice est p réc i sément l ' équat ion cherchée . La 
chose est évidente dans le cas où X*, X*, . . . , X* sont 
dis t incts ; on en conclut f ac i l ement qu 'e l le a l ieu encore , 
p a r raison de con t inu i t é , q u a n d cer ta ines de ses q u a n -
ti tés sont égales. 

Remarque II. — Ce qui précède donne un moyen de 
s impli f ier l ' é tude de cer taines suites r écur ren tes : s u p -
posons que l ' équa t ion générat r ice i r réduct ib le d ' u n e 
sui te , de racines dist inctes, en possède deux X 4 , X 2 , par 
exemple , telles que X< = X2/*, r é tant une rac ine A i è m e de 
l ' un i t é . O n a X* = X*, et dès lors les k suites r écur ren tes 
formées en p a r t a n t de chacun des termes x h , . . 
Xk-\ et p r e n a n t les t e rmes de la suite proposée de k 
en k{ sat isfont à u n e loi commune d 'o rd re p lus pet i t 
que celui de la proposée . 

E n par t icu l ie r , si les rappor ts de toutes les rac ines 
à X< sont des racines de l ' un i té , ces dernières sat isferont 
à u n e même rela t ion /•*—i = o, k é t an t convenab le -
m e n t chois i , et la sui te proposée se décomposera en k 
suites d ' équa t ion génératr ice £ — X* = o, c 'es t-à-dire 
en k progressions géométr iques . 
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I I . — L'équation génératrice irréductible de la suiteS 

a des racines égales. 

Les r a i sonnement s é t an t semblables à ceux du p a r a -
g r aphe précédent , nous p o u r r o n s ab réger . 

Conservons les no ta t ions des formules ( i ) , (2), ( 3 ) , 
et soient X 2 , • • •? ^p' l e s rac ines dis t inctes de (2), 
p M p 2 , . . pp> leurs degrés de mul t ip l ic i té respectifs . 
O n aura (* ) 

( y s = = > ï f i ( n ) -4- . . . H - X np,fp. ( /l ) , 

( l 3 ) 1 = — -+- * ) + • . .H- tyfp'(n + k), 

O Ù ^ ( T I ) , . . ., f p ' ( n ) sont des po lynomes ent iers en n 

de degrés respectifs p7% pô% • • p/y • Dans ces po ly-
nomes les coefficients des puissances les p lus élevées 
de n sont ^ o, pu isque la loi d ' équa t ion généra t r i ce (2) 
est i r réduc t ib le ( d ' o r d r e p = p, -f- p.> -h . . . 4 - p P ' ) . 

Supposons que , p a r m i les puissances A*, A^, . . . , A*, 
il y en ait 

| ii égales à Xf, que Ton peu t désigner par Xf, X'/S . . - , 

0 4 ) j ¿ t » Xf, » » X*, X'*, 
( iP\ » » » 

X*, X*» é tan t dist inctes et l{ -f- i2 H- . . . -h — Z7'-
P a r m i les quant i tés X/, . . . don t les puissances / r i è m e s 

appa r t i ennen t à u n e m ê m e l igne de (i4)> considérons 
celle don t l ' o rdre de mul t ip l ic i té dans ( 2 ) est le p lus 
grand, et supposons par exemple q u e ce soit A/. 

Je dis que les k suites S analogues à (13) sat isferont à 

( ' ) D'après les fo rmules connues de L a ^ r a n g e . 
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la loi d ' équat ion généra t r ice 
(15) (S - - • : . (5 - x £ 0 p , , ; - o 

et que cette lo i sera la p lu s pet i te loi c o m m u n e à ces h 
suites. 

Véri f ions d ' abord le p remie r po in t . 
Les équat ions ( i 3 ) p o u r r o n t s 'écr i re 

j ys = xa = [ À Ï f i ( n ) H - X ; » / ; ( /1-) - 4 - . . . ] 4 - . . . 

1 -+-1fp\ ( i ) + A,;! f p , (>) + ...], 

I ys+1 = xn-\-k = [ X?+*/l( ^ H- A- ) + X ^ / l ( 71 -H /:)-+-.. . ]-h. . . 

+ [ + X ^ V A ( / n - A- ) + . . . ] , 

+ [ V P Î ( * + . / * ) H- X;;; ( « + j * Y + . • 

/z é tan t u n n o m b r e en t ie r a rb i t r a i r emen t choisi, mais 
donné , et j un en t ie r que l conque . 

E n dés ignant par <p, ( ; ) , <p 2(/), . . - , <p P>(j) des poly-
nomes ent iers en j de degrés respectifs au p lus égaux à 

— i , p 2 — i , — i , ( i 3 ) devient , d ' ap rès (16) , 

/ y s — © i ( o ) -+-...-+- Op^ ( o ) , 

Y S + 1 = XFOI ( I ) -4-.. .H-

\ ' 
r^+y = M* ?i (y )-+-••• + K* <?p\ (y )' 

(17) 

ce qu i m o n t r e immédia tement que la suite ySl ys+{, . . . 
satisfait (*) à la loi d ' équa t ion généra t r ice ( i 5 ) ; il en 

( ' ) On verrait de la même manière que la suite ~^ift{n), 

+ •••> satisfait à la loi d'équa-
Ann. de Mathémat., 3esérie, t. XIV. (Novembre i 895.) 33 
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est donc de même des A, suites S, pu i sque (i 5) ne dépend 
pas de n. 

Vérif ions le second point : 
Si u n e des suites (17) satisfait à u n e loi d ' équa t ion 

généra t r i ce ayant son degré i n f é r i eu r à celui de ( i 5 ) , 
elle sat isfera à u n e loi dont l ' équa t ion généra t r ice sera , 
par exemple , de la fo rme 

<!>(£) n ' a d m e t t a n t pas le fac teur — X*), le coef-
ficient de la pu issance p 4 — 1 de j dans cp4 (y ) devra ê t re 
n u l . Si . . . dés ignent les coefficients de 72Pi~4 

dans les i{ polynomes f^ (/z), J[(n), . . . fa i san t par t ie 
de la p remière pa ren thèse du de rn i e r m e m b r e des ex-
press ions (16), u n au moins , a u de ces coefficients est 
^ o, p u i s q u e la loi (1) est i r réduc t ib le p o u r la suite S, 
et il f audra 

a, )//+•/'a\ V\+ik +. .. = o ; 

et si la loi d 'équat ion généra t r ice ( i 5 ) n 'es t pas la p lus 
pet i te loi c o m m u n e aux k suites S, 011 en conclura e n -
core A re la t ions de la fo rme (11) q u e l 'on reconna î t ra 
ê t re imposs ib les . Donc 

La loi (Véquation génératrice (i5) est la plus petite 
loi commune aux k suites (3). 

De même, la condi t ion nécessaire et suffisante pour 
q u e la loi d ' équa t ion généra t r ice ( i 5 ) soit i r réduct ib le 
pou r u n e des suites S est que les coefficients des pu i s -

tion génératr ice (£ - Xf ) ? » , ce qui donne l ' identité 

/ , étapt un polvnome quelconque de degré S p —-i. 
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sauces pi — i , p 2 — i , p P l — i de j dans les po ly -
nomes cp , (y ) , cp2 (y) , . . . ? r espec t ivement soient 
^ O . 

Cela aura lieu en par t icul ier si, pa rmi les racines \ i 
— doilt les puissances A i è m e s fon t par t ie d ' une même 

l igne de ( i 4 ) î il n ' y en a q u ' u n e dont le degré de mul -
t ipl ici té dans ( 2 ) soit p/, quel que soit L 

S i , parmi les racines de l ' équat ion générat r ice i r réduc-
t ible ( 2 ) d e l à sui te ( i ) , dont le r appo r t à l ' une d'elles 
est u n e rac ine A s e m e de l ' un i t é , il n 'y en a pas deux qui 
possèdent u n ordre de mult ipl ic i té égal et m a x i m u m 
p a r m i ceux de ces mêmes racines , les k suites ( 3 ) satis-
f o n t s imul t anémen t «à la loi i r réduct ib le d 'équat ion géné-
ra t r ice ( i 5 ) . 

Ceci est appl icable en par t icu l ie r aux suites S d 'équa-
tion généra t r i ce i r réduct ib le (1; — ) M o. 

Remarque I. — O n doit noter encore l ' i n t e rven t ion 
de l 'équat ion aux puissances A i e m e s des racines de ( •>.). 

Remarque II. — Ce qui précède pe rme t encore de 
s implif ier l ' é tude de cer ta ines suites r écur ren tes : il suf-
fit que l ' é q u a t i o n généra t r ice i r réduc t ib le d ' une s u i t e S 
possède deux racines , X2 dont le r appor t soit u n e ra-
cine A i é m e de l ' un i t é pour que les ternies de S pris de k 
en k f o rmen t k suites satisfaisant à u n e loi c o m m u n e 
d ' o rd r e p lus pet i t que celui de S. 

E n pa r t i cu l i e r , si les rappor ts de toutes les racines à 
A, sont des racines de l ' un i t é , on peut t rouver k de façon 
à décomposer S en k suites S satisfaisant à u n e même 
équat ion généra t r ice 
(18) (S —M')p» = <>i 
A, é tant la rac ine d 'o rdre de mul t ip l ic i té m a x i m u m dans 
l ' équa t ion généra t r ice i r réduct ib le de S. Si cette de r -
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nière ne possède pas u n e rac ine et d 'o rd re de mu l -
t ipl ici té égal à p n l ' équa t ion généra t r ice (18) est i r r é -
duct ible pour les k suites 2 . 

Q u a n d p 4 — 2 et quand toutes les rac ines de (2) sont 
des racines de l ' un i t é , on voit q u ' o n peu t t r ouve r A tel 
que les k suites ( 3 ) ou ( i 3 ) soient des progressions 
a r i t h m é t i q u e s ou géomé t r iques ; on ob t iendra exclusive-
m e n t a ins i des progress ions a r i t hmé t iques si en môme 
temps l ' équa t ion ( 2 ) n ' a q u ' u n e rac ine doub le . 

Si en par t icu l ie r la sui te (1) est du deux ième ordre , 
son équa t ion généra t r ice sera d ' u n e des deux formes 
(S — - M = o avec ou - ! < ) * = < > . 
Dans le p r e m i e r cas, (10) devient (£ •— Xf) (£ — X*) = o 
si X* yL X* ou — X*) = o si X* — X* ; dans le deux ième , 
( i 5 ) devient ( £ — X*) 2 = o et est i r réduct ib le pou r les k 
suites (3 ) . P o u r X* = 1, on re t rouve alors u n théo rème 
de M. d 'Ocagne («) : 

Siy dans une suite récurrente du deuxième ordrey 

les termes pris de k en k à partir d'un certain terme 
forment une progression arithmétique, il en est de 
même et partir d'un terme quelconque. 

A ti tre de vérif icat ion de ce qui précède, nous c i te rons 
n o n seulement le Mémoire de M. d 'Ocagne , mais encore 
u n e Note de M. Appell ( 2 ) sur les fractions continues 
périodiques : si k est le n o m b r e des quo t ien t s de la p é -
r iode, les n u m é r a t e u r s et les d é n o m i n a t e u r s des rédui tes 
f o rmen t respec t ivement u n e suite r écu r r en t e don t 
l ' équat ion généra t r ice i r réduct ib le a 2A racines qui sont 
le p rodu i t de deux d ' en t re elles c o n v e n a b l e m e n t choisies 

( ' ) Mémoire déjà cité, p. 199. 
(*) Archiv der Math, und Phys., 1878, l. L X I I , p. i83. Voir 

aussi le, Mémoire précité, p. ¿ 17 . 
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par les A racines de l ' équat ion —1 = 0. Chacune de 
ces deux suites pou r r a donc se décomposer en A suites 
r écur ren tes du deux ième ordre , ce qui résul te d 'a i l leurs 
imméd ia t emen t de la fo rme spéciale de l ' équa t ion géné-
ra t r ice . 

I I I . — Le problème de l'interpolation 
dans les suites récurrentes. 

C'est le p rob lème inverse de celui que nous venons 
de résoudre : il s 'agit de t rouver toutes les suites ( i ) 
qui peuven t condui re à u n e même suite ( 3 ) . 

Soit q l ' o rd re de la loi i r réduc t ib le de ( 3 ) ; l ' o rd re p 
de la loi i r réduc t ib le de ( i ) sera ^ q . 

Si l 'on veut que p = q, il suffira d ' ident i f ier l ' équa -
t ion i r réduc t ib le E 0 de ( 3 ) , su ivant qu 'e l le aura ou non 
des rac ines égales, avec ( t 5 ) ou (10) : l ' équat ion i r r é -
duc t ib le E de ( î ) aura p o u r racines les racines A i è m e s des 
racines de l ' équa t ion i r réduc t ib le de ( 3 ) avec les mômes 
ordres de mul t ip l ic i té respectifs. 

Si l 'on veut q u e E 0 soit la p lus pet i te équa t ion géné-
ra t r i ce c o m m u n e aux k suites analogues à (3 ) que l 'on 
p o u r r a dédui re de ( i ) , E aura encore toutes ses racines 
dis t inctes ou n o n en même temps q u e E 0 , et ces racines 
seront encore des racines A i e m e s de celles de E 0 . E n 
me t t an t E 0 sous la f o rme ( i 5 ) ou ( i o ) et t enan t compte 
des condi t ions (i4) ou (7), on dé te rminera fac i lement 
les équat ions génératr ices ( 2 ) d 'o rdre p admissibles : 
d ' après ( i 4 ) ou (7) il f audra év idemment p ^ q k . 

Dans le cas généra l , on r e m a r q u e r a que le po lynome 
généra teur i r réduct ib le de ( 3 ) est u n diviseur du p r e -
mier m e m b r e de ( i 5 ) ou ( i o ) . Il suffira donc de mul t i -
pl ier ce po lynome par un po lynome que lconque et de 
considérer le p rodu i t E^ comme le plus pet i t po lynome 
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géné ra t eu r c o m m u n aux k sui tes ana logues à ( 3 ) que 
Ton p o u r r a d é d u i r e de ( i ) , de l ' iden t i f ie r avec ( i 5 ) ou 
(10) , pu i s d ' e n dédu i r e ( i ) et ( 2 ) c o m m e p r é c é d e m -
m e n t , en t e n a n t compte de ce que E 0 et E sont i r r é d u c -
t ib les . 

Nous nous c o n t e n t e r o n s s i m p l e m e n t d ' i n d i q u e r la 
solut ion dans le cas où E doit n ' avo i r que des r ac ines 
dis t inctes , ce qu i exige que E 0 n ' a i t q u e des rac ines 
d is t inc tes . 

So ien t p 4 , p 2 , . . p^ les r ac ines de E 0 , P?-h > • • •? 
p<7 les au t res r ac ines de E^. D ' a p r è s ( 7 ) et ( 8 ) 0 1 1 devra 
avoir , à cause de la re la t ion 

yS->rt = ¿»lPi -+- &2P2 • • '~h 

quel que soit £, s é t an t d o n n é , 
! bx = a 1 Xj -h a\ A\n -+-..., 

| b2= a2 Xg -+- a't X'2W -+-.. ., 

\ o = a^+i XÇ+ ! H- a'q+1 -+-..., 

\ o = aq> \q> -h aq> X^? . 

Dans ces fo rmules on aura q ( z = z p ^ o, • 
... ; ... ; a g' ¿é o, dq. ^ o, .. 

et de p lu s 
= Xf = = . . . ; = 

X,, X',, . . . ; . . . ; X^', X^,, . . „, é t an t d is t inc tes . 
O n p o u r r a t o u j o u r s sa t i s fa i re à toutes ces condi t ions 

p o u r v u toutefois que dans chacune des q' — q de rn i è r e s 
é q u a t i o n s (18) on ait au moins d e u x racines X/. 
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IV. — Des suites autointerpolabiés. 

Nous ne considérerons comme suites au to in t e rpo l a -
bles que les suites analogues à ( 3 ) d ' équa t ion géné ra -
tr ice i r réduc t ib le E 0 telles qu ' ap rè s in te rpo la t ion la 
suite ( î ) ob t enue ait aussi p o u r équa t ion généra t r ice , 
év idemment i r réduct ib le d 'après ce qui précède, E 0 . 

i° E 0 n'a que des racines distinctes. — O n iden t i -
fiera E 0 avec (5 ) et ( i o ) à la fois . Les puissances A- i t i u u ; s 

des racines de E 0 se ront les racines de E 0 prises dans 
un o r d r e différent ou non 

) k _ \. ) k _ I. ) À: — ) . A 1 — 'i? 2 — A'î> ' ' Ap — A V 
O n en conclut que toutes les racines de E 0 sat isfont 

à u n e même re la t ion 

et que ) M , X 2 , . . . , sont des racines de l ' un i t é . Il en 
résul te fac i lement , d ' ap rès les fo rmules de Lagrange , 

X n — X ,i-\-km — 11 

quel que soit n. La suite r écur ren te proposée ne renfe r -
mera , à p rop remen t par ler , que h m — i termes dist incts 
au p lus . 

2° E 0 a des racines multiples. — O n identif iera 
encore E 0 avec (2) et ( i 5 ) . Les puissances / c i e m e s des 
racines de E 0 qu i sont d 'o rdre de mult ipl ic i té 0 seront 
ces mêmes racines pr ises dans u n o rd re di i lérent ou n o n . 
O n en conclut encore que les racines de E 0 sont des 
racines de l ' u n i t é . 

Mais ici les formules ( i 3 ) m o n t r e n t imméd ia t emen t , 
pu i sque E 0 est i r réduct ib le pour les suites considérées 
et que par suite J \ ( i i ) , . . * , f p ' ( n ) p r e n n e n t u n e infi-
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ni té de valeurs avec 7?, q u e la sui te considérée c o n t i e n -
dra u n e in f in i t é de ternies d is t inc ts . 

Exemples. — C o m m e exemple du p remie r cas, on 
peu t ci ter les sui tes d ' é q u a t i o n généra t r ice i r r éduc -
t ible 

^ - 1 = 0 , 
qu i sont au to in terpolables d ' ind ice k — i , pou r k p r e -
mie r à p , et les suites telles que 

quel que soit / . 
Comme exemple du deuxième cas, nous c i terons : les 

sui tes p o u r lesquelles E 0 est de la f o rme 
( S - I ) " = o, 

qui sont au to in te rpolab les d ' ind ice k — î que l conque ; 
les suites pour lesquelles E 0 est de la fo rme 

( S - i ) p . ( Ê - h i ) p » = o 
ou 

( 5 - l ) P « ( Ê H-l)Pa(g*-hl)P» = 0, 

autointerpolables d ' ind ice (£ — î ) pair q u e l c o n q u e ; les 
suites pou r lesquelles E 0 est de la fo rme 

(Ê - OP' (Ê + 0P> (5 - (Ê + -
OÙ 

i = )/— I > 
autointerpola i res d ' indice k — j = 4kr ; les suites pour 
lesquelles E 0 n ' admet comme racines que des r ac ines 
de — i = o, ' qu i sont au to in te rpolab les d ' ind ice 
k— i = mq (m que lconque e n t i e r ) . 

O n voit en par t i cu l ie r q u ' u n e progression a r i t h m é -
t ique, d ' équa t ion généra t r ice i r réduct ib le (£ — i ) 2 = o, 
est autointerpol able d ' ind ice k — i que l conque . 

D 'après ce qui précède, les valeurs de l ' indice pou r 
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lesquelles u n e suite d ' équa t ion généra t r ice i r r éduc t ib le 
E 0 est au to in terpolable f o r m e n t u n e ou p lus i eu r s pro-
gressions a r i thmét iques . 

A t i t re de vérif icat ion, nous renvoyons à ce qu ' a fa i t 
M. d 'Ocagne p o u r les suites du deuxième ordre (*). 

NOTE SUR LA FORMATION DES CARRÉS DES NOMBRES ; 
PAR M. J. PICHOT. 

I . CARRÉ D'UN NOMBRE TERMINÉ PAR UN 5 . — E n 

désignant par d le n o m b r e des dizaines, le n o m b r e est 
expr imé pa r lod-h 5. O r , 

(iod-h 5 ) 2 = i o o d 2 - h lood 2 5 = d{d-h i ) i o o + 2 5 . 

Le carré est donc t e rminé par 25, e t , p o u r avoir le 
n o m b r e total des centa ines du car ré , il suffit de mu l t i -
pl ier d par d -f- i. 

EXEMPLES : i° Carré de 35. — Le p rodu i t de 3 pa r 
3 -f- i é t an t égal à 12 , on en conclut imméd ia t emen t que 
le carré de 35 est 1 2 2 0 ; 

2 0 Carré de 65 . — Le produi t de 6 par 7 é tan t égal 
à 42 , 011 en conclut immédia t emen t que le car ré de 65 
est 4^20 -, 

3° Carré de 3^5. — Le produ i t de 3i pa r 3 7 - f - 1 
é tan t 1406, on en conclut que le carré de 3^5 est 140625. 

Donc : Q u a n d un n o m b r e n 'a que deux figures, on a 
immédiatement son car ré en fa i san t le p rodu i t de deux 
n o m b r e s d ' u n seul ch i f f re . La s implif icat ion est ici évi-
den te . 

( ' ) Loc. cit., p. 201 et suiv. 
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Si le n o m b r e a plus de deux figures, on t rouve le 

n o m b r e des cen ta ines du carré par u n e mu l t i p l i ca t i on 
plus s imple que pa r la m é t h o d e ord ina i re , pu i squ 'on 
opère la mul t ip l ica t ion su r des facteurs composés d ' u n 
p lus pet i t n o m b r e de ch i f f res . C'est ainsi q u e , dans le 
t rois ième exemple , au lieu de mul t ip l i e r 370 par 3^5 , il a 
suffi de mul t ip l ie r 37 par 38. 

I I . CARRÉ D'UN NOMBRE QUELCONQUE . — Si l 'on forme 
le tableau des carrés des n o m b r e s ent iers consécutifs , à 
pa r t i r du n o m b r e 4 inc lus ivement , on voit que la série 
se compose de groupes a l t e rna t ivemen t composés de 
qua t re et de six nombres . Les groupes d ' o rd re impa i r 
composés de qua t re nombres c o n t i e n n e n t un mul t ip l e 
impai r de 5 qu i occupe le second r ang , et les groupes 
d 'o rdre pa i r , qui sont composés de six n o m b r e s , con-
t i ennen t u n mul t ip l e pair de 5 qui occupe le t rois ième 
r ang . 

Le mul t ip le pair ou impa i r de 5 donne le n u m é r o du 
groupe et, dans chaque g roupe , en passant d ' u n carré au 
suivant , le nombre total des dizaines du carré est aug-
menté d'autant d'unités qu'il y en a dans le rang du 
groupe. 

Cela é tabl i , p roposons -nous de fo rmer le carré d 'un 
n o m b r e de deux chiffres, de 24 par exemple . C 'es t le 
p remie r n o m b r e du groupe auquel appar t i en t 2 5 dont le 
carré est 626. C 'est le c inquième g roupe . Par conséquent , 
le carré de 24 doi t con ten i r 5 dizaines de moins que le 
car ré de 2 5 qui Cn cont ien t 62. Le car ré de 24 est donc 
;s76. 

P r e n o n s u n au t r e exemple . Que l est le car ré de 6 3 ? 
Ce n o m b r e appar t i en t au g roupe dont 60 fait p a r t i e ; 
c 'est le douzième groupe , et comme 63 occupe le t ro i -
sième rang à par t i r de 60, son carré cont ien t 1111 n o m b r e 
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total de dizaines égal au n o m b r e des dizaines du car ré 
de 60 augmenté de 1 2 x 3 ou 36'. Le carré de 60 c o m -
p r e n a n t 36o dizaines, 011 en conclut que le car ré de 63 
est 3969. 

Le procédé que nous venons d ' i n d i q u e r appor te donc 
u n e simplif icat ion notable dans la fo rmat ion du carré 
d ' u n n o m b r e de deux chiffres . 

Nous devons a jou te r que ce procédé est général et per-
met de f o r m e r le carré d ' u n nombre que lconque . La 
simplif ication 11'est év idemment pas aussi grande que 
pou r u n nombre de deux chiff res , mais le fai t n ' en est 
pas moins cur ieux à consta ter . 

P R E M I E R EXEMPLE : Carré du nombre 367 . — Ce 
n o m b r e fait par t ie du même groupe que 365 ( j '5 e groupe) . 
On a 36 X 37 — i332 . Le n o m b r e des dizaines du carré 
de 365 é tant I3 322, nous aurons i3322 ~ - b 7 3 x 2 ou 
I3 468 dizaines au carré de 367. Le car ré de ce n o m b r e 
est donc 134689. 

S E C O N D EXEMPLE : Carré du nombre 8 3 9 . — Ce 
n o m b r e appa r t i en t au même groupe que 84o ( 168 e 

groupe) . Le carré de 840 est 705 600; il cont ient 70560 
dizaines. Le car ré de 839 en cont ient donc 70560 —168 
ou 70392. Donc : 8 3 g 2 = 7 0 3 9 2 1 . 

SUR LES SURFACES GAUCHES DONT UNE MEME COURBE PLANE 
EST A LA FOIS LIGNE DE STRICTION ET LIGNE DE COUR-
B U R E ; PAR M. E. AMIGUES. 

M . Antomar i s'est demandé i n c i d e m m e n t quel les sont 
les surfaces gauches où une même courbe p lane est à 
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la fois l igne de s t r ic t ion et l igne de c o u r b u r e . (Thèses 
soutenues d e v a i t la F a c u l t é de Par i s , 1894.) 

11 d o n n e u n e propr ié té générale de ces surfaces , mais 
il ne donne leurs équa t ions que dans que lques cas 
s imples . Ces équa t ions , dans le cas généra l , se dédu i -
sent a i sément de fo rmules que j ' a i données dans les Nou-
velles Annales de Mathématiques, en 1889. C 'es t ce 
que je me propose d ' é t ab l i r dans cet te Note . 

Soit u n e courbe p l ane que lconque , don t le plan sera 
pr is p o u r p lan des xy. Soit s la l ongueur d ' u n axe de 
cette courbe comptée depuis u n po in t fixe A j u s q u ' a u 
po in t var iab le m don t les coordonnées sont (x,y). ¿> 
é tan t u n e fonct ion a rb i t r a i re de s, u n e parei l le courbe 
est r ep résen tée par les équat ions 

!

x — / c o s u ) ds, 
y = / s i n eu ds, 

z — o. 

Cons idé rons u n e surface réglée passant pa r cette courbe , 
et soient X, p , v les pa ramèt res d i recteurs de la généra -
t r ice , qui passe en m , pa ramè t r e s qui son t des fonc-
t ions de s. 

Soient X , Y, Z les coordonnées d ' u n po in t P pr i s sur 
cet te généra t r ice , de te l le sorte q u e le segment M P soit 
représenté par u . 

La surface réglée est représentée par les équat ions 
i X = x -h X u, 

(B) <Y=y-i-lxu, 

\ Z = Z + V M , . 

où les variables sont u et s. 
J 'a i m o n t r é , dans les Nouvelles Annales, que , si a 

représente l ' angle de la cou rbe p lane avec la généra t r ice 
(angle qu i est u n e fonc t ion a rb i t r a i r e de 5, la condi t ion 
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nécessaire el suff isante pour que la courbe p lane soit 
l igne de s tr ic t ion est 
, . > . d% 
(1) — A sinw -h ¡i costo = — s i n a - j -ttto 

et , comme on a év idemmen t 
( 2 ) X coso» 4- (x sino) = cosa, 
( 3 ) X2-f~ ¡J.2-*- 7 2 = 1 , 

les pa ramèt res A, fx, v se t rouven t calculés en fonct ion 
de a et (o qu i sont deux fonct ions a rb i t ra i res de s. 

Ainsi les équa t ions (B) , dans lesquelles x,y, z sont 
remplacées par leurs valeurs ( A ) et À, JJL, V par les va-
leurs calculées, r ep résen ten t toutes les surfaces gauches 
qui ont u n e l igne p l a n e pou r l igne de s t r ic t ion . 

Les équa t ions de cette surface con t i ennen t deux fonc-
t ions arb i t ra i res de s, savoir w et a . 

Si donc on impose à ces surfaces u n e au t re condi t ion, 
011 t rouve u n e re la t ion en t r e co et a, et la solut ion ne 
cont ien t plus q u ' u n e seule fonct ion a rb i t ra i re . 

E n p renan t pou r seconde condi t ion celle de M. A n -
tomari , on t rouve u n e re la t ion l inéai re en t r e a et co. 

E n efïet, il est facile de voir que le plan tangent à 
la surface au po in t m a pour équa t ion 

X — x Y — y Z 
X [i . v . 

coso> sinw o 
L'ang le V qu ' i l fai t avec le p l an des x, y doit ê t re con-
s tan t . O n a donc 

X sin co — UL cos co cosV — , „ . zb / v 2 -h ( X sin co — [jt cos co ) 2 

O r on a t rouvé ci-dessus 
« . . da 
A sin co — UL costo — S i n a — > 

dto 
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et l ' o n v o i t f a c i l e m e n t q u e 

d ' o ù 

O n a a l o r s 

d ' o ù 

d% 

du> 

/ doc \ 2 V" — sin-a — sin 2 a i — J • 

dz 
; COS V = — ; dm 

a = zh a> cos V -4- a 0 . 
II n 'y a donc qu 'à remplacer a par cette valeur dans 

les formules publ iées par les Nouvelles Annales et qui 
sont les suivantes : 

X = J cos w ds -f- ^cos to cos a sin w sin a ~ ^ u, 

Y = Ç s i n M ds -f- ^ sin u> cos a — cos a> sin a ^ u, 

DÉMONSTRATION D'UN THÉORÈME RELATIF 
AUX FONCTIONS SYMÉTRIQUES; 

Par M. E. AMIGUES. 

Si le quotient de deux polynomes en a et h est 
fonction symétrique de a et de b et si, en outre, ces 
polynomes n'ont, aucun diviseur commun en a, ni 
aucun diviseur commun en b, chacun d'eux est une 
fonction symétrique de a et de b. 

Soient J'(a, b) et z> ( a , b) ces po lynomes . O n a, pa r 
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f{a,b) _ f ( b , a ) . 
< f[a,b) t(b,a)' 

on peu t écr i re 
"> - / < » • « > • . 

Le second m e m b r e é tan t u n po lynome en a , il doi t 
en ê t re de m ê m e du premier m e m b r e . Ainsi, le po ly -
n ô m e en a qui est au d é n o m i n a t e u r doi t diviser celui 
qu i est au n u m é r a t e u r ; mais il est p remier avec le fac-
t eu r f(a, b) : il doit donc diviser co(b,a). O n a donc 

R é t an t u n po lynome en a . 
E n vertu de l 'égal i té ( 2 ) , l 'égal i té (1) devient 

(3) / ( ô , a ) = K / ( a , 6 ) . 

Il résul te de là q u e le polynome en a q u ' o n appel le K 
se r édu i t à u n e cons tan te , sans quoi f{h, a) et cp (b^a) 
aura ien t u n diviseur c o m m u n en a , ce qui revient à 
d i re q u e / ( a , b) et 9 ( a , b) aura ien t u n diviseur c o m m u n 
en Z>, ce qu i est con t ra i re à l ' hypothèse . 

Mais, p u i s q u e K 11e cont ient pas ¿z, en fa isant a=b 
dans les égalités ( 2 ) et ( 3 ) , K ne changera pas de va-
l e u r . O n aura ainsi 
(4) ? ( ô , ô ) = K © ( M ) , 
(5 ) / ( M ) = K / ( M ) , 

mais on n ' a pas s imul t anémen t 
f{b,b) = o, 
9 ( 6 , 6 ) = o. 

Sans quoi les po lynomes en 
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aura ien t u n diviseur c o m m u n ( a — b ) . Donc , l ' u n e au 
moins des égal i tés ( 4 ) et ( 5 ) d o n n e 

K = i, 

et alors les f o r m u l e s ( 2 ) et ( 3 ) sont l ' express ion du 
théorème à d é m o n t r e r . 

T H É O R È M E D ' A L G È B R E ; 
PARM . E. AMIGUES. 

Le théo rème su ivant est que lquefo i s ut i le en Algèbre . 
11 sert n o t a m m e n t à ca lculer le degré d-e l ' équa t ion fi-
nale , quand elle se p ré sen te sous la f o rme d u d é t e r m i -
n a n t de M. Sylvester : 

Un déterminant dont les éléments sont des lettres 
avec indices, et où les indices de chaque ligne forment 
des progressions de même raison, est un polynome 
dont tous les termes ont même poids. 

Prenons p o u r les é léments u n e nouve l le no ta t ion e t 
r e p r é s e n t o n s pa r a/y l ' é l émen t de l igne i et de co lonne 
j . Le t e r m e p r inc ipa l est alors 

P — rtj ! «2,2^3,3 • • • an,tl> 

Dans tou t au t r e t e rme Q , on p e u t r ange r les é lé-
men t s dans l ' o rd re des l ignes. O n a donc 

1 4 - a , i + p, 1 4 - y , . . . 
représen tan t dans un ce r t a in o rd re les en t i e r s de 1 a n . 
O n a donc 

(1 + a) + ( 2 + + + + .. . = 1 + 2 + 3 + . . . + n, 
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et par suite 

a + P + v + . . . = o; 

ainsi a, ¡3, y, . . . sont des entiers positifs ou négatifs 
dont la somme est nulle. 

Cela dit, pour comparer le poids de P à celui de Q, 
nous prendrons dans ces produits deux facteurs de 
même rang 

«/%/•, «/v-i-p. 

Ces nombres sont dans la même ligne, mais la co-
lonne du second a pour numéro d'ordre r -f- p et non 
/*. Si donc nous revenons à l'ancienne notation des élé-
ments, et si nous appelons h la raison de la progression 
arithmétique des indices, l'indice du second élément 
dépassera de oh l'indice du premier (p et h ayant cha-
cun un signe). 

Donc le poids de Q dépassera celui de P, de 

XpA = hZp = o. 

Tous les termes ont donc même poids que le terme 
principal. Le poids de ce dernier est facile à calculer. 

SUR LA QUATRIÈME PARTIE DU PROBLÈME DU DERNIER 
CONCOURS D 'ADMISSION A L'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E ; 

PAR M. G. FOURET. 

1. Nous nous proposons de montrer ici comment les 
propriétés les plus élémentaires du complexe linéaire 
permettent de traiter géométriquement, d'une manière 
simple, la question que nous avons en vue et dont 

Ann. de Matkemat., 3e série, t. XIV. (Décembre »895.) 3/J 
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l'énoncé, légèrement transformé, est compris dans le 
suivant : 

Étant donnés un point o et quatre droites D, D', A, 
A' d'un liyperboloïde, faisant partie d'un même mode 
de génération, par le point o on mène un plan quel-
conque; on joint les points ou ce plan rencontre D et 
D' et les points ou il rencontre A et A'. Trouver le lieu 
du point d'intersection des deux droites obtenues et 
examiner le cas particulier oh le point o est sur l'hyper-
boloïde. 

2. Parmi les plans qui passent en o, considérons 
d'abord ceux qui sont tangents à l'hyperboloïde. Un tel 
plan coupe la surface suivant deux droites, dont l'une 
G s'appuie à la fois sur D, D', A et A7. Tous les points 
de G satisfont manifestement à la définition du lieu. 
L'hyperboloïde, considéré comme engendré par G, fait 
donc partie de ce lieu. Voyons de quelle manière celui-ci 
se complète. 

3. Supposons d'abord que le point o n'appartienne 
pas à l'hyperboloïde. Imaginons les deux congruences 
linéaires, ayant pour directrices, l'une D et D', l'autre 
A et A'. Ces quatre droites étant sur un même liyper-
boloïde, les deux congruences font partie d'un même 
complexe linéaire, relativement auquel D et D', A et 
A' forment deux couples de droites conjuguées. Les 
droites ox et oy qui s'appuient, la première sur D et D', 
la seconde sur A et A', appartiennent respectivement 
aux deux congruences, par suite au complexe, et le 
plan to qu'elles déterminent a pour pôle, par rapport à 
ce complexe, le point o. 

Par o faisons passer un plan quelconque ta, non tan-
gent à l'hyperboloïde. Les droites qui joignent respecti-
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vement les points de rencontre de ce plan, d'une part 
avec D et D', de l'autre avec A et A', font partie du 
complexe et leur point d'intersection p est le pôle du 
plan tj5* Or, le plan ra passant par o, son pôle p est dans 
le plan polaire du point o. Le lieu des points tel 
que p est donc dans le plan to déterminé par les droites 
ox et oy. 

A. Supposons maintenant le point o sur l'hyperbo-
loïde. Par o passent deux droites sur cette surface, 
l'une, H, rencontrant à la fois les droites D, D', A et A', 
l'autre, K, ne les rencontrant pas. La droite H fait partie 
à la fois des deux congruences linéaires et, par consé-
quent, du complexe linéaire. Ainsi que nous l'avons 
démontré tout à l'heure, le lieu du point/? est encore 
le plan polaire o> du point o. Seulement ce plan to n'est 
plus, comme dans le premier cas, déterminé par deux 
droites connues. Nous savons seulement qu'il passe par 
la droite H. Nous allons faire voir, suivant une remarque 
déjà faite par M. Laisant, qu'il forme, avec le plan tan-
gent eno à l'hyperboloïde, un couple de plans conjugués, 
dans une involutÎDii dont deux autres couples sont for-
més, l'un des plans HD et HD', l'autre des plans HA 
et HA'. 

A cet effet, considérons, comme c'est ici Je cas, un 
complexe linéaire et un hyperboloïde dont un des sys-
tèmes de génératrices soit composé de droites du com-
plexe. Les génératrices de l'autre système forment deux 
à deux des couples de droites conjuguées par rapport à 
ce complexe, en raison de ce que les droites d'un com-
plexe linéaire, qui rencontrent une même droite, rencon-
trent en même temps sa con juguée. Soient A et A' deux 
génératrices de l'hyperboloïde, conjuguées par rapport 
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aa complexe. Dans le faisceau des plans passant par H, 
les plans tels que HA et HA/ sont liés par une correspon-
dance homographique symétrique. Ce couple variable 
de plans forme donc une involution, dont font partie 
les couples de plans HD, HD' et HA, HA'. 

Soit K ' la seconde droite suivant laquelle le plan po-
laire (o du point o, qui contient déjà la droite H, coupe 
l'hyperboloïde. Cette droite est conjuguée de K par 
rapport au complexe. Par suite, le plan HK ; , c'est-à-dire 
le plan polaire du point o, qui est le lieu du point p, 
est conjugué du plan HK, c'est-à-dire du plan tangent 
en o à l'hyperboloïde, dans l'involution déterminée par 
les deux couples de plans HD, HD' et HA, HA'. 

Il résulte de là que le plan m, lieu du point ne 
varie pas lorsque l'hyperboloïde se déforme, de manière 
que le point o et le plan tangent co en o restent fixes et 
que les droites D, D', A, A' se déplacent respectivement 
dans des plans passant par le point o. 

o. Remarque. — Considérons un hyperboloïde sur 
lequel les génératrices d'un même système sont asso-
ciées deux à deux, de manière à former des couples de 
droites conjuguées relativement à un complexe linéaire, 
comprenant les génératrices de l'autre système. Par un 
point quelconque de l'espace, faisons passer une suite 
de droites rencontrant chacune deux génératrices asso-
ciées de l'hyperboloïde. Ces droites font partie du com-
plexe linéaire et, par suite, sont situées dans un même 
plan, le plan polaire du point considéré. 

De là résulte un moyen simple, applicable d'une 
infinité de manières, d'associer par couples les généra-
trices d'un même système d'un hyperboloïde au moyen 
d'un plan pris arbitrairement et d'un point choisi à 
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volonté dans ce plan. Ce mode d'association des généra-
trices d'un hyperboloïde a été imaginé par Cliasles (* ) , 
dans une Note qui peut être considérée comme l'origine 
de l'étude du complexe linéaire et où l'on trouve énoncés, 
entre autres théorèmes, les deux suivants, dont la 
démonstration résulte immédiatement de ce qui vient 
d'être dit, à savoir : 

Un plan quelconque coupe les génératrices associées 
(V un hyperboloïde en une série de couples de points 
Les droites, joignant chacune les deux points d'un de 
ces couples, passent par un même point. 

Inversement, si d'un point quelconque on mène une 
série de droites, s appuyant chacune sur deux droites 
associées d'un hyperboloïde, les droites ainsi obtenues 
sont dans un même plan. 

S II H U N E C L A S S E D E S S U H F A C E S ; 

PAR M. P. S V É C I I N I C O F F . 

Supposons qu'une courbe A roule sans glisser sur 
une autre courbe fixe B, de sorte que leurs plans oscil-
lateurs au point commun de contact forment un angle 
constant S. Les positions successives d'un point p inva-
riablement lié à A déterminent une nouvelle courbe C. 
Quand l'angle S varie d'une manière continue, la 
courbe C décrit une surface S. Rapportons cette surface 
aux axes rectangulaires de coordonnées Ox, Oy, Oz. 
Soient Xi ,y{, z{ les coordonnées du point de contact P, 

(4) Journal de Mathématiques, i rc série, t. IV, p. 3'|8-35o; r83$. 
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Xyj, z celles du point p, PP' la tangente commune à A 
et 13. Désignons par p la longueur ¡xP, par S" l'angle 
P 'Pp, par j j et a- les arcs des courbes 13 et A comptés 
des points quelconques jusqu'à P. Alors, on 'a = o\ 

On sait que cos 2» = D'où l'on a 

/ • r. dû (1) cos Z — —S-. 
dsi 

Abaissons la perpendiculaire M Q du point p sur la 
droite PP'. Le triangle rectangle p P Q donne 

PQ = pcosS", ¡J.Q — psini?. 
On a 

^ _ x{— x dxx yx—y dyi zx— ^ dz{ 

p dsx p ds i ' p dsr 

Ainsi l'on trouve 

{'!) (x — xt )2 -4- (y —yI ) 2 4 - {z - z{ y = P 2 .... 

. x x dx± , . dyl dzi do 
( j ) < * - * •> "a; 

Telles sont les équations de la surface S. En différen-
liant l'équation (2 ) par rapport au paramètre s { , 011 a 
l'équation (3). D'où l'on tire les conséquences sui-
vantes. 

1. La surface S est l'enveloppe des sphères représen-
tées par l'équation (2). 

Quand le paramètre st a une valeur déterminée, 
la surlace S est tangente à la sphère (2) en chaque 
point de la circonférence représentée par les équations 
(2) et (3) . Cette circonférence a le point Q pour centre 
et son plan est perpendiculaire à la droite PP'. 

3. La normale à la surface S au point p passe par le 
point correspondant P de contact des courbes généra-
trices A et B. 
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4. La circonférence, représentée par les équations ( 2 ) 
et (3 ) , est une ligne de courbure de la surface S. 

5. Le rayon de courbure d'une des sections normales 
principales de la surface S au point p. est égal à p. La 
normale uP à la surface S au point p. forme avec les 
axes de coordonnées les angles dont les cosinus sont 
égaux respectivement à 

-P — q 1 

P'1 -T- (f1 -h I I \/p2 

Mais ces cosinus sont aussi égaux à 

x \ — x y i — y 

l\ 1 nsi, on a 

(4) < yi —y -+- q (-1 — = o, 

En di i féreut iant ces équat ions , on trouve 
dSi fdxx , dzv\ 

ds\ / dx\ dzA 

ds 1 / dy 1 dzt \ 

dsi/dyl dzi\ 

K } \ = [ l + / ) ï + / 1 ( 3 - - - i ) ] f | + 7 , + t (z — zx 

Regardons quelques cas particuliers. 

1. Supposons que la longueur p = a est constante. 
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Alors on a 

(6) 

En ce cas S est une surface canal. 
La courbe fixe B est l'axe du canal et la courbe A se 

convertit en un point. 

2. Supposons que la courbe B est plane, c'est-
à-dire que z{ = o. Alors on a 

( 7 ) {pq-hsz)* = + + 

Telle est l'équation différentielle aux dérivées par-
tielles du deuxième ordre de la surface S, si la courbe 
fixe génératrice est plane. 

3. Supposons que la sphère (2 ) passe toujours par le 
point O qui est situé dans le plan de la courbe B. Alors 
on a 

et les équations (4 ) donnent 

.ri = x JKi = y-+-qz, 
.T2 _+_ y i + .2 ~ ( p x q y ) H- ¿î H- y 2 ) = f 2 

L'intégrale générale de cette équation différentielle 
est 

Transformons cette surface par la méthode des sur-

oît 

(H) a2 -t- y2 — -+- iz{px -r- qy) = o. 
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faces inverses. Posons 

-

Ç" -t- -i-

Alors on a 

( 1 0 ) j = o ou = 

D'après cela on peut énoncer le théorème suivant : 

La surface inverse par rapport au cylindre enve-
loppe le système des sphères passant par Vorigine. 

Il est facile de démontrer que le volume du corpsy 

limité par la surface S et par deux cercles (2) et (3 ) 
correspondant à sx = <70 et s{ = <7{, est égal à 

Si la courbe B est plane, la grandeur de la partie de 
la surface S, limitée par deux circonférences (2 ) et ( 3 ) 
correspondant à = <70 et s * = 3 - 4 , est égale à 

Les grandeurs de ce volume et de cette surface ne 
dépendent que delà forme de la courbe mobile A. 

Soient 

a, ¡3, y les angles formés par la direction de la tan-
gente PP' avec les directions positives des axes; 

ç, Tj, Ç les angles formés par la normale principale de 
la courbe B avec les mêmes axes ; 



( 5o6 ) 

)v, p, v les angles formés également avec les mêmes 
directions par la direction de Taxe du plan oscula-
teur. 

Par le point p menons Je plan perpendiculaire à la 
droite PP' . Soient QT r et QU' les droites d'intersec-
tion de ce plan avec les plans osculateurs des courbes 
A et B. Abaissons la perpendiculaire pU sur la droite 
QTy et désignons par cp Tangle pQT ' . Alors on a 

QU = (J.Q cos ( o -h {j.U = p Q s i n ( o -+- 2r). 
D'après cela 011 trouve 

x = — p cos cos a 
p Sin2r[— co s (o -h S") cos£ 4 - sin(cp -h 3 ) C O S À ] , 

y — y x — p cosS" COS ¡3 
-H P sin;J[— cos(cp -F- ?7) COST, 4 - sin(cp -h ?J ) c o s p ] , 

z = — p cos cos Y -t- p sinSrf— cos(cp -i- 3 ) cos Ç 4- sin (cp -4- 3 ) cosvj . 
Ces équations représentent la surface S. x,y, z sont 

des fonctions des variables S\ et S. 

E R R A T A . 

Page 268, ligne 12, au lieu de 216000, lisez 8240 ( l ) . 

( f ) Voir la Note de M. Lucien Lévy , p. 339. 
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S U R Q U E L Q U E S P R O P R I É T É S D E S C O N I Q U E S 
[Suite (M]; 

PAR M. P. SONDAT. 

19. Conique rapportée au triangle de deux de ses 
tangentes et de la corde des contacts. 

Toute conique est représentée par l'équation générale 

(27) + = 

Elle coupe? les côtés BC, CA, AB aux points A et 
p et v et v1? racines des équations 

1 IU2H- TX -+- U = o, 
(A8) < Pp i 2 +Q[JL+R = O, 

( Uv2— Sv- f -P=0. 

Elle sera donc tangente en À à AC et en B à BC, si 
l'on a 

P = o , Q = o , T = o, U = o. 

Si donc m désigne le rapport S : H, ses équations 
seront 

(29) a -f- m ¡3 = o, a2Y—/w = o, y—1 = 0, 

et, en coordonnées tangentielles, 

(30) m [ j i+4^ = o, 4^2v -i- m — o, m jj.2v -h 4 = o. 

On voit aisément, par ces équations, que toute sécante 
COOj ( f i g . 5), menée par C, coupe la conique en deux 
points conjugués sur Cy et que deux tangentes issues 

( ' ) Voir Nouvelles Annales, t . XIV, p. 369. 
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d'un point v de AB, forment avec vA et vC un faisceau 
harmonique. 

La courbe est d'ailleurs une parabole si m = — l\. 

2 0 . T H É O R È M E . — Si le point to (ocyz) décrit une 
droite X ( A p v ) , et si l on mène les droites A P , X | J V , \y Y 

et X j ^ - z . j p . y h les deux points 0 ( a [ 3 y ) et 
Oj (a, yt ) appartiendront à la conique circonscrite 
à ABC selon X, et la corde 00< , polaire de CA, envelop-
pera laconiqueQt inscrite selon le pôle ( — A , — — v ) 

Fig. 5. 
V 

de X. 

On a ( J ) 

X V X 

ou ( i ) , O cl O, appartiennent à Q. 
Soit X j ( A , p, v, ) la corde OO,. 
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On a 

, _ v x — \z 

u, = ^y—v-x ? 
' 1 lx (vy — ¡ iz ) ' 

Vj _ _ , 

¡Ly(kz — vx) 

ou, en utilisant les équations de X, 

At -h x = o, [-tj -4-y = o, vj -+- z = o. 
Donc X t est la polaire de to (tri. ABC). 
On a, d'ailleurs, 

ou ( i ) X< enveloppe Q,, et l'on a (6), pour le point de-
contact, 

x2 -s2 

X JJL V 

La même construction, qui donne deux points de Q, 
donne donc en même temps une tangente de . 

2 1 . THÉORÈME. — Si la droite o(xyz) tourne autour 
du point 0(a[3y)ef si Von détermine les points I()v¡3s), 
.H(x^y) , K ( a j v ) et I, (AIJY), H4(a|*4z), 
les deux droites X(A;jlv) et X4 ( )H p-i V 0 envelopperont 
la conique Q, inscrite à ABC selon O, et le point X X { , 
pôle de p, décrira la conique Q, circonscrite selon la 
polaire ( — a, —¡3, — y ) de O. 

On a ( i ) 

et comme 
( xps = x\L*( = a/v = — i, 

I X, >'Y = 2 (J.}Z = xfivt — — I7 
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il vient, en remplaçant, 

£ -f- - =r I 1 -H = , 
TJL Y ' v, a 

ou ( i ) , X et XÎ enveloppent Q, . 
Soit 0< (a, ¡3, y, ) le point XX, . On a 

a y — 

— a. 

- T 7 
Y z{*y- o ' 

Y x — -

a ,r ( 8 ^ — Y. 

ou, d'après les équations de O, 

aj -i- X — o, fJ!H-j = o, Vi-4-- = O. 

Donc Oi est le; pole de p (tri. ABC), et, comme 

O * d é c r i t la c o n i q u e Q . 

O n a d ' a i l l e u r s ( 4 ) : p o u r la t a n g e n t e e n ( ) , . 

y2 z2 

La même construction, qui donne deux tangentes 
de Qi donne donc aussi un point de (v). 

2 2 . T H É O B K M E . — On donne une droite X(Àpv) et 
un point O (ajïv) que Von joint à un point O, (a, ¡3, y, ) 
de X par la <7/m7ep(LMjN ). Si Von prend les conjugués 
L„, Mi, N, de L, M, N sur 0 0 , , les droites AL, , BM,, CN, 
seront concourantes en un point to ( .rj 'z) , et ce point to 
décrira une conique Q circonscrite à ABC et pour 
laquelle O sera le pôle de X. 

Commue L, est le conjugué de L sur OO,. x sera le 
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co» jugué de L sur aa,. Or, 011 a 

I - P - ? '  
J Pfi ( ï TI )' Donc 

PSi(TH-Yi)' 
On trouve de même 

y = , „ = - ( « H - « 1 ) J 

TYiO + aO' " aajO + p,/ 

On a ainsi le point co(x js ) , et les relations donnent 

a (aj3 -f- ¿r/ — cty) — - — •. , 
aP — -H a j 

s = + ~ 

_ y ( a 3 — xy - 4 - oc y ) 
' 1 oty-h xy — a(j 

Or, le point O, étant sur X, on a ( i ) 

ou, en remplaçant, 

A il 

( X u -4- a3 -4- az ) 3 (' aa — À a — a3 j 
t T ; .J j ! - : y — I. 

A'jl — a J ?JIA ;J.A - F - A ¡j. H- A P 

Donc ( i ) co décrit la conique Q circonscrite à ABC 
selon la droite X, ()M p< v, ), pour laquelle 

« ( X [JL - h af> -r- !JL« ) 

Xp — a3 -H pa 

S(pa —Xu-i-a3) a , — ' : ; 7\ 
1 pa H - A;JL cet 

_ - Ï ( X P — SC3 [J.A)F 

pa— Xu H-ajj 

D'ailleurs, comme on a 
y _ Ht 1 — 3 tJL _ V1 ~ T , v X i — x 

— V,)' v ! Y ( a — X j ) ' ' X,a(P — p, ) ' 
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X esl la polaire de O (i i ) par rapport à Q. 

Remarque 1. — On voit aisément que, si O appar-
tient «à X, on a 

U , = a 2 , u-^i = vv, — y 2 , 

ou (4)5 X est une tangente en O, et p se superpose à X. 
Si O était le pôle de X, 011 aurait 

et 
Àj = À, (-M p, v, = v, 

ou X4 se confondrait avec X. 

Remarque IL — Le théorème permet de construire 
une conique dont 011 donne trois points A,B, C et le 
pôle O d'une droite X , ou, en particulier, trois points 
et le centre O. 

Dans ce dernier cas, X passe à l'infini, ainsi que Of. 
Si donc on prend (fig. 6) sur une droite p (LMN) , pas-

Fig. 6. 

sant parle centre donné O, OL, = — O L , OM, = — O M , 
ON4 = — ON, les droites AL, , BM,, Ci\ 4 se couperont 
en un point co de la conique. 
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2 3 . THÉORÈME. — On donne un point O ( A J S Y ) et une 

droitelLÇ)^),e1parOon mène une droiteX, ()H p.4 v|), 
qui coupeX. en w. Si par to 011 mène les rayons lK, m ,, nh, 
conjugués des droites <i)A, toB, wC dans l'angle XX, , 
et coupant les côtés de ABC en z, 011 aura la 
droite p (xyz), et cette droite enveloppera une conique 
Qi inscrite à ABC et pour laquelle X sera la polaire 
de O. 

Si <oA coupe BC en L, ce point sera le conjugué de x 
sur , et comme 

*/-* , 
on aura 

V — V, T = : , 
VV I ( ?JL -+- JJL J ) 

et de même 

, _ A _ _ 
^ ~ XX j (v + v , ) ' ^ a p j ( X -f- Xj ) 

On a donc la droite p ( x y z ) , et les relations donnent 
K x— 1-r-hjxy) Al — ^ y 

A — x -f- A 7 xy 

;JL ( X ~ , r + Xv xy) Pi ~ —? -— > À -f- X — AV.T)' 

v ( X x — Xv xy ) 
v — £ — 

x — A -h Av xy 

Or, puisque X, passe par O, 011 a ' 

X, « 

ou, en rem plaçant 

— — 1, 
y-i 

X ( u a -f- X\x — aB ) M.( u a -+- X ut -+- a 3 ') —U i L_1 • x -r- y I ~—— —• — '—• I . 
a a + + " " p a — A?JL - h a|3 

Donc (1), p enveloppe la conique Q{ inscrite selon le 
Ann. de Mathemat3* s«:rie, t. X I V . ( Décembre iSyf>.) 3 5 



À ( {Jia H- À tUL — a ¡3 ) 

;j.a H- XiJL -h cl\ 
;JL ( JJIA -R- ÀJJL -+- AII ) — y 

¡XOL AfJL - h a 3 

V ( JJL7. — ÀTU -+- A 3 ) 

a a - h À a — a 3 

D'ailleurs, comme on a 

a - Àa i ( v — y, ) 
A — « ! 

— a , ) 

O ( i4 ) est le pôle de X par rapport à Q l f 

Remarque I. — On voit aisément que si O appartient 
à X , cette droite est tangente en O, et que si O est le 
pôle de X (tri. ABC) O, se confond avec O. 

Remarque II. — Le théorème permet de décrire une 
conique dont on donne trois tangentes c et la 
polaire X d'un point O, ou encore quatre tangentes et 
le point de contact de l'une d'elles. 

2 4 . T H É O R È M E . — Si deux triangles sont circon-
scrits (i ABC et homo logiques avec lui (axes X et X< ), 
les droites qui joignent leurs sommets correspondants 
forment un triangle ajây inscrit dans ABC et homolo-
gique avec lui. Le centre to d'homologie est le qua-
trième point commun aux coniques Q et Q, circon-
scrites ci ABC* selon les droites X et X , , et l'axe p 
d'homologie est la droite qui joint les points O et O,, 
pôles des droites X et X, par rapport ci ABC et aussi 
par rapport à ces coniques. 

Coupons ABC par X ( ) , U V ) et X, ( A , V, ). Les droites 
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AX, Ba, Cv, d'une part, et les droites A ) M , Bp1? Cv l 5 

d'autre part, forment Jes triangles IHK et I , H , K , cir-
conscrits à ABC et liomologiques, axes X et X, et cen-
tres 0 ( — — u , — y) et O, (— A,, — p,, v, ). 

On a 

ÎII • >u •— v — vi Xi — X 

1 ' pp,(v — V,)' VV 1 ( X i X ) ' XX,(p — p,) ' H H 11 ~ ~ ! M V XJ — X l ' pp^v, —v ) ' vv,(X — Xi)' X X i ( p pi) ' 

KK • ^ ~ ^ , v V l ^ — . 
1 ' v) ' VVJ(Xj Xj ' XXi(p — p,)" 

Ces valeurs montrent que les droites II4, HH U KK^ 
forment un triangle inscrit dans ABC et liomolo-
gique selon le centre to(aj3y ), 

q = ^ - ^ 8 = = _ V " V ' , V = 

PPl(V!~ V) ' VV,(Xt— X) ' XX j ( p — pi ) 

et selon Taxe p ( 7 - , z ) , 

qui est la polaire de A. 
Or on a 

a p a ut j 
5 -+- 77 = I, r o* = ' ' A ^ A, ^ 

c'est-à-dire que w appartient aux deux coniques Q 
et Q, et par suite est leur quatrième point commun. 

Les équations précédentes peuvent d'ailleurs s'écrire 

X P x — Pi 
- x — x, "" y ~~ 1 ' 

ou l'axe p passe par 

( > ( — X. — p , — v ) 

et 

Oi(— Xj. — pi, - vi ), 

pôles des droites X et X , . 
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Remarque. — Si l'une des droites X, X, est lixe, on 

pourra décrire sa conique, en déplaçant l'autre droite. 

THÉORÈME. — Etant donnés les deux points 
0(a|3y) et O, (a, y , ) , si Les côtés correspondants des 
triangles ajiy et a, ¡i, y, se coupent en A , , B t , C,, le 
triangle A,B|C, sera circonscrit à ABC et homolo-
gique avec lui. L'axe p(Apv) d'homologie est la qua-
trième tangente commune aux coniques Q et , 
inscrites à ABC selon les points O et Oj, et le centre 
( O ( J J Z ) d'homologie est le point de rencontre des 
droites X ( — a, — ¡ 3 ,—y ) et X, (— a h - ¡3 , ,—y, ) , 
polaires de O et O, par rapport à ABC et aussi par 
rapport à ces coniques. 

On a 

a — a, H — Pi 0 -, ' 
pt ) 2 2 , ( 7 — 7i ) ' 33, (a — a,) 

j » • L 1 
iJl ) 

l 

ai — a p — pi 1 ' / 'j 

, 7 i ( p - -

( \ • 1 1 

1 
iJl ) 

l 

aa , ( 7 — 7 , ) ' 
a — a, 

(, i \ ¡J — p i ) " ' a a i ( '7 — 7i ) —a,) 

Ces valeurs montrent que les points (A , B,, C, ), 
(A4 , B, C, ), (A , , B,, C) sont trois à trois en lignes 
droites, et que les droites AA, , BB,, CC, sont concou-
rantes, c'est-à-dire que A, B, est circonscrit à ABC 
et homologique avec lui selon l'axe p(),pv), 

y - ' ' ' , . (J = - , V r- ^ ' - i l L - , 

771 ( P — ? i ) aa, ( — y, ) — / 

et selon le centre (o(.T)';), 

tpii est le pôle de p. 
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A FJL _ _ Z T TJL 

x ^ p - 1 ' T ^ = I ' 

c'est-à-dire que p enveloppe Q et Q, et par suite est 
la quatrième tangente commune à ces coniques. 

Les équations précédentes peuvent s'écrire 

ou (1) o) appartient à X et à X, et par suite est leur 
point de rencontre. 

Remarque. — Si l'un des points O, 0< est iixe, on 
pourra construire sa conique en déplaçant l'autre point. 

26. Je termine cette JNote en résumant les construc-
tions obtenues de la conique Q de cinq points A, B, C, 
D, E. En prenant ABC pour triangle de référence, si Y 
et Z sont les polaires des points D et E, la polaire X du 
point O ( Y Z ) sera la droite suivant laquelle la conique Q 
sera circonscrite à ABC. Après avoir obtenu, avec lu 
règle, le point O et la droite X(Xuv), ou pourra tracer 
la conique Q : 

I. Par le pôle to d'une droite p passant par O*, 

IL A l'aide d'un point décrivant la droite X ( l 6 o u 
20); 

III. En déplaçant une droite X, ( 2 i ) ; 

IV. En s'aidant du centre de la conique, que l'on 
obtient en joignant les sommets du triangle des droites 
A A, B Cv aux milieux des. côtes de ABC, et utilisant 
la remarque II du n° 22. 
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CONCOURS D 'ADMISSION A L 'ÉCOLE CENTRALE EN 1895 . 

PREMIÈRE SESSION. 

Géométrie analytique. 

On donne deux axes rectangulaires Ox et Oy, sur l'axe 
des x un point A d'abscisse x — p, sur l'axe d e s j ' un point B 
d'ordonnée y — q. Ecrire l'équation générale des coniques 
passant par le point A, tangentes à l'axe des y en B et admet-
tant, pour diamètre conjugué de O y, une droite dont le coef -
ficient angulaire est m. 

i° Faisant varier m, on cherchera le lieu des centres des 
hyperboles équilatères qui font partie du faisceau de coniques 
représentées par l'équation générale et le lieu du point de 
rencontre du diamètre conjugué de O y dans ces hyperboles 
avec leur tangente en A. On distinguera sur ces deux lieux 
les régions qui répondent à des hyperboles pour lesquelles les 
points A et B sont sur une même branche, de celles sur les-
quelles ces points sont sur des branches différentes. 

i ° Faisant encore varier m et considérant les paraboles qui 
font partie du faisceau de coniques représentées par l'équa-
tion générale, on démontrera que par un point du plan on 
peut faire passer trois axes de ces paraboles. On considérera 
les points du plan pour lesquels un des axes est parallèle 
à O y et l'on cherchera le lieu des points d'intersection des 
deux paraboles qui correspondent aux axes non parallèles 
à O y. 

3° On formera l'équation de la corde commune AC de ces 
deux paraboles et l'on cherchera le lieu de l'intersection d'une 
parallèle à cette corde menée par l'origine avec les diamètres 
conjugués de O y dans dans ces mêmes paraboles. 

Epure. 

On considère une sphère de centre O dont la cote et l'éloi-
gnemeut sont fixés à 90'"™, le rayon de la sphère R = 8 o m m et 
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un cône de révolution dont le sommet (s, s') est ainsi défini : la 
projetante de ce point se confond avec la tangente commune 
aux deux contours apparents de la sphère vers la gauche, la 
projection horizontale de S est située sur le contour apparent 
de la sphère et la cote de ce point est de -23om i n au-dessus du 

plan horizontal de projection. L'axe de ce cône est une droite 
de front (sz, s'z') qui rencontre le diamètre de la sphère paral-
lèle à la ligne de terre en un point (z, z') situé à droite de O et 
à une distance de 2 D m m . La génératrice de front (sg, s'g') du 
cône s'obtient en menant de (s, s') une tangente au grand cercle 
de front de la sphère dont le contact a lieu en (m, m'). 

Gela étant, on demande : 
i° De déterminer l'intersection du cône et de la sphère. On 

aura soin de déterminer, outre un point courant et sa tangente, 
les points et tangentes remarquables; 

2 0 De représenter le tronc de cône limité par les sections 
droites des points (a, a') et (6 , b') où l'intersection rencontre le 
contour apparent vertical de la sphère en supprimant de ce 
tronc de cône la portion comprise dans la sphère. 

Titre extérieur : Intersection de deux surfaces. 
Titre intérieur : Tronc de cône entaillé par une sphère. 
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La ligne de terre est parallèle aux petits côtés du cadre et 
à '25o n , m du petit côté supérieur. La projetante (o, of) est au 
milieu de la feuille. 

Cadre de 0,27 sur o,4 r>. 

Calcul trigoriomètrique. 

i° Calculer les côtés et les angles du triangle ABC dans 
lequel on connaît la surface S, le rayon r du cercle inscrit et 
le rayon /•' du cercle ex-inscrit situé dans l'angle A, 

S = 83-2ha, 78G, 

/*' — I27(i"\ 47'J-
9° Donner la valeur minimum de la surface S qui corres-

pond aux valeurs numériques données pour r et pour /•'. 

P/tysiq ue. 

O11 forme, avec une balance juste, un baroscope. 
Soient P et p les poids réels, V et v les volumes des deux 

sphères à 1°; la balance étant fermée et pleine d'air sec à la 
température t° et sous la pression II, l'équilibre existe. 

Montrer comment : 
i° A température constante l'appareil peut servir de mano-

mètre, puisque la tangente de l'angle d'inclinaison du fléau 
est proportionnelle à la variation de pression; 

•20 A pression et à température constantes l'appareil peut 
servir d'hygromètre ; il suffit en effet, pour pouvoir calculer 
l'état hygrométrique e d'un lieu, d'ouvrir la balance pour 
donner libre accès à l'air humide et de déterminer les p o i d s -
nécessaires pour ramener l'équilibre; 

3° Calculer dans ce deuxième cas, l'état hygrométrique e 
correspondant aux données numériques suivantes : 

d =z £ ( vap. d'eau), Y == i 8 3 5 r m 3 , 2 , 
t — 27°. a — os r, 00129 > ; 
~ — O?r,03'»3. V = Jcm\ 

F, — 2() m m , ). d — o,oo3G6. 
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Chimie. 

i° P réparations des métalloïdes. — Écrire seulement les 
formules des réactions. 

Problème. — Dans un ballon analogue à celui de Lavoi-
sier, on chauffe i o l I t d'un mélange d'oxygène et d'azote avec 
ioo° r de mercure. On arrête l'expérience quand l'absorption 
de l'oxygène est terminée (on la suppose complète) . 

Après refroidissement, on verse un excès d'acide sulfurique 
concentré; on chauffe jusqu'à dissolution complète et l'on 
recueille le gaz qui se dégage sur la cuve à mercure; on le 
mesure et l'on trouve (>Ut, 968. 

On demande : 
i° La nature du gaz recueilli; 

La composition centésimale, eu volumes, du mélange 
d'oxygène et d'azote contenu dans le ballon. 

Les gaz seront supposés secs et dans les conditions normales 
de température et de pression 
0 — 0 , 0 6 9 5 ; = O = 16, S — 3-=», Hg = 200. 

SECONDE SESSION. 

Géométrie analytique. 

Les axes de coordonnées étant supposés rectangulaires, on 
demande l'équation générale des hyperboles équilatères ad-
mettant une asymptote passant par un point fixe B de Taxe 
des y et dont le coefficient angulaire soit m, telles en outre 
que le produit des abscisses à l'origine des asymptotes son 
constant et que le carré du demi-axe transverse soit 2a2. 

Faisant varier m et a : 
i° Démontrer que les axes de symétrie de ces hyperbole» 

forment un faisceau passant par deux points fixes et prouver 
géométriquement que le lieu des sommets de celles de ces 
hyperboles dont le* axes transverses sont égaux est un l ima-
çon de Pascal. 
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2° On considérera les hyperboles du faisceau telles que, l'o-
rigine des coordonnées se trouvant avec la courbe dans un 
même angle des asymptotes, le produit de m et des abscisses 
à l'origine des asymptotes soit de signe contraire au produit 
des distances de l'origine aux asymptotes. 

On démontrera que, par un point du plan, on peut mener 
deux hyperboles de ce système ayant un axe transverse 
donné. 

H° Trouver le lieu A des points par lesquels on peut mener 
deux de ces hyperboles telles qu'une asymptote, passant 
par B, ait pour coefficient angulaire - f - i , pour l'une, et — i , 
pour l'autre. 

4° On considérera, pour chaque point du lieu A, les hyper-
boles qui répondent, l'une à la valeur maximum, l'autre à la 
valeur minimum de l'axe transverse ; on leur mènera une tan-
gente commune et l'on cherchera le lieu du milieu de la dis-
tance des points de contact. 

Dans le plan de bout P 'aQ, incliné à 4^° s u r J e plan hori-
zontal, on considère un cercle de 6 o m t n de rayon tangent au 
plan horizontal; le centre de ce cercle est éloigné de QO"11" du 

Epure 

z 

z_ 
jJS m m 

fi 

plan vertical. Ce cercle est la directrice d'un cylindre dont les 
génératrices sont parallèles à la l igne de terre. 

On considère d'autre part un cône de révolution dont le 
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sommet (s, s') est placé sur Taxe de ce cylindre. La projetante 
de (s, s') se confond avec a Q et l'axe de ce cône est perpendi-
culaire au plan P 'aQ. 

Le demi-angle w au sommet du cône est de 45°. 
Cela posé, on demande : 
i° De déterminer complètement la courbe d'intersection du 

cylindre avec les deux nappes du cône; 
2° De représenter le solide formé par le cône et le cylindre 

en limitant ce solide aux deux plans de bout symétriques P ' a Q 
et R'aQ. 

Le cône sera limité à sa partie supérieure par le plan hori-
zontal H' tangent au cylindre suivant la génératrice culmi-
nante. 

Les deux plans P 'aQ et R'aQ ainsi que les surfaces du cône 
et du cylindre sont opaques; le plan H' horizontal supérieur 
sera seul considéré comme étant transparent. 

Observations. — Dans le tracé à l'encre les portions de la 
courbe d'intersection du cône et du cylindre, qui sont exté-
rieures aux deux plans P ' a Q et R'aQ, seront tracées à l'encre 
bleue. 

On indiquera à l'encre rouge les constructions employées 
pour déterminer un point quelconque de la ligne d'intersection 
ou des sections planes et les tangentes en ces points. Le tracé 
au net devra faire ressortir les constructions des points ou 
droites remarquables. 

Titre extérieur : Intersection de surfaces. 
Titre intérieur : Cône et cylindre limités par des plans. 
Placer la ligne de terre parallèlement aux petits côtés du 

cadre à o m , 210 du côté supérieur. 

Calcul trigonométrique. 

Résoudre le triangle ABC dans lequel on donne les côtés 6, 
c ainsi que l'aire S' du triangle DEF qui a pour côtés les lon-
gueurs des médianes du triangle ABC. 

On choisira, parmi les solutions qui répondent aux données 
numériques, celle pour laquelle la hauteur issue du sommet A 
a la moindre valeur. 

S' = 943î76o% b = 49728 m ,7 , c = 67917 m , 8. 
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P.-S. — On prouvera que S' est égal aux trois quarts de la 

surface S du triangle ABC. 

Vhysiq ue. 

Un piston sans frottement, de poids n, de section S c m q repose 
sur le fond d'un cylindre vertical ouvert à sa partie supérieure 
dans l'atmosphère. 

Dans le fond se trouve une soupape qui met le cylindre en 

relation avec une chaudière de capacité V litres qui contient 
INI kilog. d'eau et de vapeur et, qui est maintenue à une tem-
pérature constante T à laquelle correspond une pression de 
vapeur de P kilog. par centimètre carré. 

Le cylindre est chauffé à une température Tj telle que : 
i° La pression Pj kilog. par centimètre carré correspon-

dante soit exactement celle qui est transmise par le piston ; 
La distance P — Pj soit exactement celle qui est néces-

saire pour le fonctionnement de la soupape. 
On demande de calculer le déplacement du piston. 
Exemple numérique : 

Y = 3o , i l , T = i65°, P = 7 ks, i3, 
M = i k * , Ti = i44° , 

T. = IOOOOKG. 

H a y o n du p i s t o n 

R = 3 i c m , 4 3 . 
Densité de la vapeur d'eau 

d — 0,622. 

C o e f f i c i e n t de d i l a t a t i o n d e s g a z 

a == 0 .00 ><>7. 
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Ci limi e. 

i° Ozone. 
2° Problème. — On chauffe i o s r de phosphore avec un 

excès de sulfure de baryum et d'eau. Les gaz dégagés sont 
reçus dans une dissolution préparée en attaquant i o o ç r d'ar-
gent pur par l'acide azotique, étendant d'eau et ajoutant un 
excès d'ammoniaque. 

On demande : 
i° La nature du précipité qui se forme; 

Le poids d'argent dissous restant dans la liqueur ammo-
niacale. 

II = i. O = i6. S = 3-2, Az = , ->, p = 31, 
Ag = 108, Ba = i3 ; . 
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EXERCICES. 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Question 1257 

Etant donné dans un plan un pentagone convexe quel-

conque ABCDE, chaque système de trois côtés consécutifs 

forme un triangle. Démontrer que les cinq circonférences 

circonscrites à ces triangles déterminent par leurs inter-

sections cinq points situés sur une même circonférence. 

SOLUTION 

P a r M . PAUL TERRIER. S 

Cette question a été posée et résolue, il y a bien des années, 
par M. Auguste Miquel (voir C A T A L A N , Théorèmes et problè-

mes, 5 e édition, p. 118, et SALMON, Géométrie analytique, 

p. 34i) . En voici une solution fort différente. 
Soient AB d, BCe, CD a, D E 6 , E A c les triangles construits 

dans les conditions énoncées (*); e\ , Oj, ¿>t, cj les centres 
des circonférences respectivement circonscrites à ces trian-
gles; co> d0, e0, a0 les points, autres que les sommets du 
pentagone, où se coupent respectivement les couples de cir-
conférences dt et Î?I, et et at, ax et bl9 e tc . ; soient enfin Aj, 
B i , C j , Dj, Ej les centres des circonférences circonscrites aux 
cinq triangles bAe, c B a , dCb, eDc, aEd, formés par deux 
côtés consécutifs du pentagone et par le côté opposé au sommet 
où se coupent les deux premiers côtés. 

Les cinq côtés du pentagone, pris quatre à quatre, détermi-
nent cinq quadrilatères complets, dans chacun desquels les 
quatre côtés, pris trois à trois, déterminent à leur tour quatre 
triangles. Le quadrilatère cBCD, par exemple, comprend les 
triangles inscrits aux circonférences Bj, D t , elf at, et l'on sait 

(») Le lecteur est prié de faire la figure. 1 
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que ces quatre circonférences se coupent au point c 0 , déjà dé-
terminé par l'intersection de deux d'entre elles, et et a\. De 
même, les circonférences B t , E l 5 a l f se coupent au point a 0 » 
et ainsi de suite. 

Gela posé, on a successivement, pour les quadrilatères in-
scriptibles : 
c0 a0 = c0 a0 c — a0 c 

= 2 d r — Cq(IC — ( ? . d r — ^oEc)(circonférences Aj et 
= a d r — Co^oD — (circonférences a t et d x ) 
— 2ilr — c0d0e0. 

Les angles c0a0e0, c0d0e0 étant supplémentaires, il en ré-
sulte que les points a 0> co? d0, e0 sont sur une circonférence O 
qui, pour les mêmes raisons, contient aussi le point b0. La 
proposition est donc démontrée. 

On voit de plus que la propriété énoncée appartient, non 
seulement aux circonfé rences bj, . . . , circonscrites aux 
cinq triangles formés par trois côtés consécutifs du pentagone 
donné, mais encore aux cinq circonférences A 1 ? Bj, . . . , cir-
conscrites aux triangles formés par trois cotés consécutifs 
du pentagone étoilé adbec. 

On sait d'ailleurs que le point de commune intersection des 
quatre circonférences circonscrites aux quatre triangles formés 
par les côtés d'un quadrilatère, pris trois à trois, est le foyer 
de la parabole inscrite au quadrilatère et que les centres de 
ces quatre circonférences sont eux-mêmes sur une cinquième 
circonférence passant aussi par le foyer (*). Si nous désignons 
par a, ¡3, . . . , s les centres des cinq circonférences de cette 
dernière espèce relatives aux cinq quadrilatères B j E i C j ^ , 
A i C i ^ i ^ ! , . . . , AiDt&iCi, nous arrivons à voir que chacun 
des points tels que a0 est le point d'intersection, non seule-
ment des trois circonférences indiquées dans Vénoncé de la 
question 4257 (c i , dx et O) , mais encore de trois autres cir-
conférences ( B i , E t ; a ) . 

Le même énoncé peut d'ailleurs, d'après ce qui précède, 
être remplacé par cet autre plus général : 

Les cinq paraboles inscrites aux quadrilatères formés 

( ! ) Voir Nouvelles Annales, t. XV, p. m ; 1876. 
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par les côtés d'un pentagone, pris quatre à quatre, ont 

leurs foyers distribués sur une circonférence. 

En se fondant sur les propriétés que nous venons de rap-
peler, et par la seule considération d'une suite de quadrila-
tères inscrits dans les diverses circonférences de la figure, on 
arrive à démontrer cette nouvelle et intéressante proposition : 

Les centres des dix circonférences G circonscrites aux 

dix triangles formés par les côtés d'un pentagone, pris 

trois à trois, sont distribués quatre à quatre sur cinq cir-

conférences Ci, qui passent respectivement aux foyers des 

cinq paraboles inscrites aux quadrilatères formés par les 

côtés du pentagone pris quatre à quatre. Les circonfé-

rences Gt ont elles-mêmes leurs centres sur une circonfé-

rence tu et elles coupent toutes la circonférence O, qui 

contient les foyers des cinq paraboles, en un même point M , 
situé sur la ligne des centres w O . 

Lorsque deux côtés du pentagone sont parallèles entre eux, 
on vérifie les particularités suivantes : 

Trois des dix circonférences G ont leurs centres à l'infini et 
se confondent respectivement avec les côtés non parallèles du 
pentagone. Une quatrième circonférence G (cel le qui contient 
le sommet du pentagone par lequel ne passe aucun des deux 
côtés parallèles) se confond avec la circonférence O des 
foyers. Deux des circonférences Ci ont leurs centres à distance 
finie et se coupent au point M sur la circonférence O. Les trois 
autres ont leurs centres à l'infini et se réduisent à trois droites 
qui partent des sommets du triangle formé par les côtés non 
parallèles du pentagone et qui concourent au point M. La cir-
conférence 10 a son centre à l'infini et se réduit à une droite 
perpendiculaire sur OM en son milieu. 

On déduit immédiatement cette proposition restreinte : 
Les côtés d'un triangle T , pris deux à deux, forment 

avec deux transversales parallèles quelconques deux 

groupes de trois triangles inscrits dans des circonférences 

dont les centres sont les sommets de deux nouveaux trian-

gles t. Les triangles t sont homologiques entre eux et ho-

mologiques à T , par rapport à un centre M , situé sur la 

circonférence O circonscrite à T; ils sont, de plus, respec-
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tivement inscrits dans deux circonférences qui passent par 

le centre d'homologie M et par le centre O . 

Le point M est le foyer d'une parabole inscrite au triangle 
donné et dont l'axe est perpendiculaire à la direction des trans-
versales. 

Enfin, lorsque le pentagone a quatre côtés parallèles deux 
à deux, c'est-à-dire lorsqu'il est formé d'un parallélogramme 
écorné par une transversale quelconque, on a les résultats sui-
vants : 

Quatre des dix circonférences G se confondent respective-
ment avec les quatre côtés parallèles deux à deux; deux autres 
avec le cinquième côté isolé du pentagone. Les quatre der-
nières ont leurs centres à distance finie, et chacune d'elles est 
tangente à deux des trois autres. 

Quatre foyers sur cinq sont alignés sur le côté isolé du pen-
tagone, aux points de contact des quatre circonférences C, deux 
à d e u x ; le cinquième foyer, dépendant du sommet du penta-
gone, opposé au côté isolé est à l'infini, en sorte que le centre 
de la circonférence O est aussi à l'infini. 

La circonférence Ci, relative au dernier sommet considéré, 
est tout entière à l'infini. Il en est de même du point de com-
mune intersection M et de la circonférence to tout entière. 

Les quatre autres circonférences Ci ont leurs centres à l'in-
fini et se résolvent en quatre droites qui sont les côtés d'un 
nouveau parallélogramme ayant même côté isolé que le paral-
lélogramme donné. En opérant sur ce parallélogramme comme 
sur le précédent, et de même sur les suivants, on obtiendrait 
une série de pentagones ayant un côté commun, et les quatre 
autres côtés parallèles entre eux deux à deux. Dans chacun de 
ces pentagones, l'angle opposé au côté isolé est double de ce 
qu'il était dans le pentagone précédent et la limite de ces 
figures pentagonales transformées est le côté isolé commun à 
toutes. 

Quand le pentagone donné est inscrit dans une circonfé-
rence 7T, l'axe radical AB des circonférences ir et d x et l'axe 
radical a Q b 0 des circonférences O et d x se coupent sur l'axe 
radical RS des circonférences ir et O ; BG et b0c0 se coupent 
pareillement sur RS et ainsi de suite. Donc : 

Les côtés d'un pentagone A , inscrit dans une circonfé-

rence, sont coupés respectivement en cinq points dJune 
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même droite par les côtés correspondants du pentagone a0, 

qui a pour sommets les foyers des paraboles inscrites aux 

cinq quadrilatères formés par les côtés du pentagone A , 
pris quatre à quatre. 

Note. — MM. Lez et F. Pisani ont aussi résolu la question. 

Question 1266. 

Si, par le pôle de Vorthogénide 

p 3 = a 3 sin (— ¡ w ) , 
on mène une droite quelconque, les tangentes aux points 

d'intersection de cette droite avec Vorthogénide forment 

un triangle équilatéral. Trouver le lieu du centre de ce 

triangle et Venveloppe du cercle circonscrit, lorsque la 

droite oscille autour du pôle. (E . LUCAS.) 

SOLUTION. 

P a r M. E . FAUQUEMBERGUE. 

La courbe, représentée par l'équation ci-dessus, est la caus-
tique par réflexion de la parabole, pour des rayons incidents 
perpendiculaires à l'axe. MM. Barbier et Lucas en ont fait une 
étude détaillée dans les Nouvelles Annales ('2e série, t. V, 
p. 27 et suiv.). 

Elle rentre dans une famille de courbes remarquables dont 
l'équation est 

pn = A s in/ iw. 
M. Haton de la Goupillière, qui a proposé de leur donner le 
nom de spirales sinusoïdes, a résumé les nombreuses pro-
priétés de ces courbes dans un intéressant article, inséré dans 
ee même Recueil ( 2 e série, t. XV, p. 97 et suiv.). 

Nous rappellerons les deux suivantes : 
i° L'angle de la tangente avec le rayon vecteur est égal à 

n fois l'inclinaison de ce dernier sur l'axe polaire; 
a" L'angle des tangentes menées aux extrémités de deux 

rayons vecteurs quelconques est égal à (n-h i) fois celui de 
ces rayons. 

On déduit immédiatement de là que, dans l'orthogénide, les 
tangentes aux trois intersections par un même rayon focal 
forment toujours un triangle équilatéral. 
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La première de ces propriétés donne un moyen rapide d'écrire 

les équations des trois tangentes. On peut aussi employer 
l'équation générale de la tangente à la courbe dont l'équation 
est mise sous la forme ~ — / ( w ) , savoir : 

- = / ( t o ) cos(Q — w)-f- / ' (u>) sin(i2 — tu). 

On observera que, pour une mcme valeur de l'angle polaire, 
les trois valeurs de i sont 

P 
1 . ( 0 I . / (O 2 7T \ l . /10 4TT\ — - s i n 3 — , —— sin 3 ( -—|—— ) t — — sin 3 i ^—h- l • 
a 3 a \ 3 3 

En prenant pour axe des X l'axe polaire, on trouvera aisé-
ment, d'après les remarques précédentes, que les équations des 
trois tangentes sont : 
LK= X s in2(o -t- Ka)— Ycos2(cp + K a ) — a c o s é c 2 ( o + Ka) = o, 

(K = 0 , 1 , 2 ) , 
où l'on a fait, pour abréger, 

O) TT 
3 = * C t 3 = a" 

Si l'on ne cherchait que le lieu du centre du triangle, le pro-
cédé le plus simple serait, peut-être, d'éliminer <p entre les 
équations de deux bissectrices 

L3—Li = o et L 3 — L 2 = o. 
Mais, comme nous aurons besoin de l'équation du cercle cir-
conscrit, nous allons la former. 

Le triangle étant équilatéral, l'équation générale du cercle 
circonscrit se simplifie et devient 

U s= Lj L 2 -+- L 2 L 3 -+- L 3 L! = o. 
En vertu de l'identité 

( S L i ) * = S L I n - a S L i L j , 
on peut remplacer l'équation précédente par celle-ci : 

L\- f - Lf -h L | — (L, -+- L 2 •+•L 3 ) 2 = o. 
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Les calculs sont alors plus symétriques. Ils sont suffisamment 
simples, parce que l'on a à opérer sur des lignes trigonomé-
triques d'angles en progression arithmétique. 

Toutes réductions ( * ) faites, on trouve, pour l'équation du 
cercle, 

X*-h Y2 — 8aX cotw-f- 4 « Y ( 3 cot2io - f - i )—32 a2 coséc'œ = o, 

ou, en désignant cotto par X et ordonnant, 

( i ) 4 Y — 8a)X 2— 8aXX- f -X 2 - + - ( Y -b8a ) ( Y — 4 ^ ) = o. 

Les équations du centre sont 

X = 4 aX et Y = — 2 a ( 3 X 2 - w ) . 

L'élimination de X donne 

•«ro. 8 a , . . r X2 = — — (Y -+ -aa ) . 

Le lieu du centre est donc une parabole dont l'axe se confond 
avec l'axe des Y. 

Le paramètre variable X, entrant au second degré dans l'équa-
tion ( i ) , on aura l'enveloppe du cercle en écrivant que l'équa-
tion a ses deux racines égales. 

L'équation que l'on obtient ainsi peut se mettre sous la 
forme 

( Y — 4 a ) ( 3 X 2 + 3 Y 2 - h i 6 a Y — 6 4 a 2 ) = o . 

Elle se décompose en deux autres, 

Y = 4a 

( J ) Les simplifications résultent des relations suivantes, qui sont 
des conséquences de formules connues : 

2 k=2 
sin2(<p + ka) cos2(o -+- ka) = o; 

k=o A — 0 
k=2 k = 2 
^ sin32(cp -f- kct) cos*2 (ç •+• /ra) — 

k~.o k=o 
k = 2 A" = 2 
^ cot(cp -f- ka) = 3 cot3cp; JT cot'(cp H- kct) = 9 cot*3<p-î-6; 
*=o k=o 

4 sin» sin(cp H- a) sin (9 + 2a) = sin3?. 
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et 

3 (X*-h Y * ) - f - i 6 a Y — 6 4 a 2 = o, ou 

. Le cercle variable reste donc constamment tangent à la droite 
y — 4 « , parallèle à l'axe des X et à un cercle ayant son centre 
sur l'axe des Y. 

Nota. — M. Moret-Blanc a aussi résolu la question. 

Question 1267. 

On donne une circonférence dont le centre est O, et une 

droite a. On a, sur cette droite, deux divisions homogra-

phiques, dont A et A ' sont deux points correspondants. Par 

A et A ' on mène des tangentes à la circonférence; elles se 

coupent en quatre points dont on demande le lieu géomé-

trique. 

Construire la courbe dans le cas particulier où le pied 

de la perpendiculaire abaissée du point O sur la droite a 

est le point milieu des deux point doubles imaginaires des 

divisions homographiques. Cas particulier où les divisions 

sont en involution et ont leurs points doubles imaginaires. 

( E D . D E W U L F . ) 

SOLUTION 

P a r M . MORET-BLANC. 

Soit D une droite quelconque. A chaque point A correspond 
un point A', deux tangentes issues de A, qui coupent la droite 
D en deux points m 1 ( et deux droites issues de A', qui la 
coupent aux points nu n2. 

En vertu du principe de correspondance, il y aura sur la 
droite D quatre pdints de coïncidence d'un point m avec un 
point n, et, par conséquent, quatre points du l ieu; ce lieu est 
donc une courbe du quatrième ordre. 

Si les divisions sont en involution, un point de coïncidence 
se reproduira quand on permutera A et A' : les quatre points 
de coïncidence se réduiront à deux, et le lieu sera une conique. 

Soit OG la perpendiculaire abaissée du point O sur la droite a. 
Si C est le point milieu des deux points doubles imaginaires 
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des divisions homographiques, G' le point de la seconde divi-
sion qui correspond au point G de la première et I le point de 
la première qui correspond à l'infini de la seconde, on sait 
qu'il existe sur OG, de part et d'autre du point G, un point P 
tel que 

CP = v/CÎTCC', 

d'où l'on voit chaque segment A A.' sous un angle constant. 
Soit 

CA.CA'-b « (CA — CA')-4-c-2= O 

la relation d'homographie, a et c étant des constantes don-
nées. 

En faisant CA'= oc, on a 

CI == a, 

et en faisant GA = o, on a 

d'où 
GP = c. 

Les divisions homographiques seront déterminées par l'angle 
constant CPC' tournant autour du point P. On facilitera la 
construction en décrivant une circonférence du point P comme 
centre, sur laquelle il suffira de prendre un arc égal à celui 
qui est intercepté par G P C pour avoir les directions de PA 
et PA'. 

On voit que la l igne OG sera un axe de symétrie du lieu 
cherché, de sorte que chaque couple de points A, A' donnera 
huit points du lieu. 

On obtiendra les points situés sur l'axe en plaçant l'angle 
APA', de manière que PO sait sa bissectrice : on voit qu'il n'y 
a sur l'axe que deux points réels. 

§i, le point G étant le point milieu des deux points doubles 
imaginaires, les divisions homographiques sont en involution, 
les segments AA' seront vus du point P sous un angle droit; 
le lieu cherché sera une conique dont OG sera un axe de s y -
métrie. 

Nota. — La même question a été résolue par M, F. Pisani. 
<¿* 
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Question 1277. 

Soient ( G ) et ( C j ) deux courbes planes qu'une droite 

mobile rencontre sous des angles constants JJL et JJ-I. Pour 

que ces deux courbes soient semblables, il faut qu'elles 

soient deux spirales logarithmiques semblables par rapport 

au point asymptotique, et tournées autour de ce point, 

l'une relativement à l'autre, d'un angle égal à la diffé-

rence des angles de rencontre et 

Remarquer le cas de deux courbes semblables, mais quel-

conques, tournées l'une relativement à l'autre d'un cer-

tain angle, autour du pôle de similitude. 

Point de contact de la droite mobile avec son enveloppe, 

dans les deux cas. (ÉDOUARD IIABICII.) 

SOLUTION 

P a r M . MORET-BLANC. 

Deux courbes semblables peuvent être considérées comme 
résultant de deux courbes homothétiques, dont on a fait tour-
ner l'une d'elles d'un certain angle autour du pôle de similitude. 

Gela posé, je suppose que le mouvement de la droite soit 
déterminé par la condition de joindre deux points homologues. 
Soient m et m x deux de ces points et O le pôle de similitude : 
le triangle m O m \ , ayant un angle constant compris entre deux 
côtés proportionnels, reste toujours semblable à lui-même, et, 
par conséquent, la droite mm\ fait, avec les rayons vecteurs 
O m, O/nj , des angles constants dont la différence est m O / n j . 
Si donc cette droite fait avec les tangentes en m et m\ des 
angles constants JJL et JJLI, l'angle de la tangente avec le rayon 
vecteur sera aussi constant; d'ailleurs ces angles sont égaux par 
suite d e l à similitude des courbes : donc les courbes sont deux 

spirales logarithmiques semblables, dont l'une a tourné au-
tour du pôle asymptotique commun d'un angle égal à 

Dans le cas de deux courbes semblables, mais quelconques, 
les angles pt, et [¿j peuvent varier, mais leur différence reste 
constante et égale à l'angle m O m i des rayons vecteurs homo-
logues : 

i° Il résulte de ce qui précède que l'enveloppe de la droite 
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mobile peut être considérée comme celle d'une droite passant 
par les points m de la première courbe et faisant avec le rayon 
vecteur O m un angle constant X. Soit 

' • =/ (0 ) 

l'équation de la courbe lieu du point m. Appelonsp la lon-
gueur de la perpendiculaire abaissée du pôle sur m m x et a 
l'angle qu'elle fait avec l'axe polaire, p et w les coordonnées 
polaires d'un point de m/?i t . On a 

a = 0 ~ ( ~ — X ) = O - f - X - - , 
p — r sin X = p c o s ( w — a ) = p s i n ( 0 - h X — w), 

ou 

( i ) s i n X / ( 0 ) = p s in(0 -+• X — w) équat. de mm\, 
et, en différentiant par rapport à 0, 
(•i) s i n X / ( 0 ) = p cos(0 -h X — OJ). 
0 étant connu, ces deux équations déterminent les coordonnées 
p et w du point de contact de la droite mnii avec son e n v e -
loppe. 

Dans le cas où les courbes semblables sont des spirales loga-
rithmiques, on a 

r = 

sin X. a e m ^ = p sin ( 0 H- X — w ), 
s i n X . maem0 = p c o s ( 0 H - X — o) ) , d'où l'on tire 

tang(ô -4- X — i û ) = — = tangv (v angle de la spirale), 
a) — 0 = X — v (valeur constante) , 

p = yj\ H- m* aem 

Ces deux formules montrent que l'enveloppe est une spirale 
logarithmique semblable aux proposées. 

Question 1287. 

Soient A et B les extrémités de deux rayons conjugués 

variables d'une ellipse ; trouver Venveloppe des cercles dé-

crits sur AB comme diamètre. (BAABÀAIN.) 
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Soient 

SOLUTION 

P a r M . MORET-BLANC. 

x2 r2 

~ + TT = 1 a- b1 

l'équation de l'ellipse, acoscp et ¿> sincp les coordonnées du 
point À, — a sincp et b c o s o celles du point B. 

L'équation de la circonférence décrite sur AB comme dia-
mètre sera 

^ ( c o s o — sin©)"] 2 r b ( cos © 4- sin cd )~| 2 

' J l - r ~ ~ ' I a 2 (coscp -4- sincp) 2 t b 2 ( coscp— sincp)2 

ou, en développant et réduisant 
( x- -h y2 — ( ax -h by ) cos cp 4- ( ax — by ) sin cp 

| — (a2 — b2 ) sin cp cos cp = c2 sin o cos cp. 
On obtiendra l'équation de l'enveloppe en éliminant l'angle cp 
entre cette équation et sa dérivée par rapport à cp, 
(2) (ax -f- by) sincp h-(ax — by) cosep = c"2(i — 2 sin 2cp), 
au moyen de la relation 
( 3 ) sin2cp -1- cos 2cp = 1. 

Si l'on tire de l'équation (1) la valeur de coscp pour la repor-
ter dans les équations (2) et (3 ) , il vient, après une première 
réduction, 

f j2c' sin̂ cp -f-3c2(a«r + ôj'')sin2cp-t-2 (a2x2-^b2y2) 
4 ( — - c ' 

l c\ax-\-by)sin3 cp 4-2 (a2 x2-hb2y2) ( 5) sin2 9 4-3 (x2-t-y2) (a x—by) 

— 3 c'2 (cix-hby) 

sin 9 4- (x2 -hy2) {ax-\- by ) 

— c2 (ax-+-by) 

sincp 4-2 (¿c'4-,72) 
— 2(ax 4- by) 

Si, pour abréger l'écriture, on représente ces équations par 
A sin3cp H- B sin2cp -4- G sincp -4- D = o, 

A' s in 3 g 4- B' s in 2 es 4- G' sin o 4- D' = o. 
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l'équation résultante, mise sous forme de déterminant, sera 

A B ' — B A ' AC' — G A' AD - D A ' - o, 
AC'— CA' ( B C — CB')-f - (AD'— D A ) BD'— DB' 
AD' — DA' B D — D B ' GD' — DC' 

équation du douzième degré. 

Question 1309. 

On donne deux coniques A , B et un point S dans un plan. 
Par ce dernier on tire une droite quelconque et l*onprend 
son pôle a par rapport à la conique A . On joint S a et 
Von prend son pôle b par rapport à B; on tire S b et 
Von prend son pôle at par rapport à A , et ainsi de suite 
indéfiniment. 

Démontrer que : 
i° Quatre droites consécutives quelconques des faisceaux 

S , a, a t , a 2 , ... et S , ¿>, ¿ > 1 ; bt, ... ont des rapports anhar-
moniques constants ; 

2° Donner Vexpression d'un de ces rapports; 
3° Si ce procédé est épuisé à la cinquième ligne, en d'au-

tres termes, si S b\ coïncide avec la première ligne arbi-
traire issue de S , les quatre tangentes menées par S aux 
deux coniques forment un faisceau harmonique. 

G, DE POLIGNAC. 

SOLUTION 

P a r M. CAMILLE DE POLIGNAC. 

Soient 
e, e' les points de contact des tangentes à la conique A par le 

point S ; 
f,f les points où les tangentes à B par S rencontrent ee' ; 
P le point de rencontre de Sb avec la même ligne, (b, pôle de 

S a , d'après l'énoncé, a et aj sont situés sur ce .) 
Comptons toutes les distances à partir de O, point milieu 

de ee\ et posons, pour abréger, 
Ôa = x, O^ =xu = Ôë = e, 0 / = f 

Désignant par des parenthèses le rapport anharmonique, 
3' 
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on a 
(1) 
( 2 ) (Pa1ee')= — i. 

On tire de ( i ) 
2 _ i i 

p— X ~ f — X f ' — x ' 
ou réduisant 

•2 ( / + / ' )(X + p ) -f- i f f = O. 
Posant 

/ + / ' = / > < / / ' = ? 2> 
( i X — p ) $ — on tire de (2) 

Éliminant ¡3 entre les deux dernières équations, il vient 
i ( i x — p)e2 = (px — iq2)x\ 

ou 
pxxi — 2 e2x — iq2Xi-+- pe2 =0. 

Cette dernière relation est une relation homographique entre 
deux points consécutifs de la série a , a 4 , a2, . . . . Donc, le rap-
port anharmonique de quatre quelconques de ces points, soit 
X) x^j î2?3j est égal au rapport anharmonique des quatre 
conjugués 

iPjj 3̂ 2) ¿£3, 

en d'autres termes, le rapport anharmonique de quatre points 
consécutifs a, au «2, az e s t constant. Ce qui démontre la pre-
mière proposition de l'énoncé. 

Passons à la troisième : 
Écrivons l'équation ( 3 ) plus généralement 

( 4 ) pxx1—ie2x—iq2x'-^r pe2 == o. 

Si la construction est épuisée à la cinquième ligne, le point 
a 2 coïncide avec a, c'est-à-dire que x2 = x. Donc, si, dans (4), 
on remplace x par a?j, on en tirera x' = x. Autrement 

p yx — 1e2X\ — iq2xpe2 — o. 

Comparant avec (3 ) , on voit que l'équation ( 4) exprime l'invo-
lution, d'où il résulte immédiatement 

e2—q2, c'est-à-dire e2 = f f ? 
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en d'autres termes, les quatre tangentes issues de S forment un 
faisceau harmonique. 

Rapport anharmonique de quatre points consécutifs. — 

L'équation ( 3 ) peut s'écrire plus généralement 
. . bx — d 

axxi — bx — cXi -h d = o , x< = , 
ax — c 

ou, introduisant une variable symbolique y , 
xx = bx — dy, x2~bx\— dy\, . 

(4) 
y I = ax—cy, y2 = CJKI, 

Le rapport anharmonique à exprimer sera 
(xyx)(x2y3) 

(xy2)(x1yi)y 

où les parenthèses représentent des déterminants. 
On tire des équations ( 4 ) 

OjKi) = ax*— (b-i-c)xy+-dy*, 

et l'on en tirerait 
O72) = — c), 

attendu que (xy2) s'annule, soit dans le cas où tous les points 
coïncident x = x^ = x2 = . . •, soit si ¿r2 = auquel cas l'équa-
tion ( 3 ) doit être une relation d'involution comme il a été re-
marqué plus haut; en d'autres termes, b = c. 

On a donc 
O r i ) = 1 ^ 
(xy2) b — c 

et l'on aurait de même 

= < * • " > = < * - ' > < • " • > • 

D'autre part, les équations ( 4 ) donnent directement 
(xiy2)==(ad— bc)(xyi')) 

d'où 
= (ad— bc){xxy2) = (ad—bc)*(xyx). 

Il s'ensuit 
OiJKs) = ( & — c)(ad — bc)(xyi)} 
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d'où 

(x2yz) _ ad —• bç ^ 
~ b — c 

Par suite, le rapport anharmonique de quatre points consécu-
tifs est 

ad— bc 

ïb^c)^ c'est-à-dire 
lie'1 — qz) 

d'après l'équation (3 ) . 

Note. — La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 

Question 1319. 

Soient A , B , G , D et a, c , c? , e , y / e s aires des faces et 

les longueurs des arêtes d'un tétraèdre donné; V son vo-

lume; M un point d'une surface du second ordre circon-

scrite à ce tétraèdre, et telle que le plan tangent à cette 

surface en chacun des sommets du tétraèdre soit parallèle 

à la face opposée; a, [3, y les demi^axes de la surface; v, 

v\ v", v'" les volumes des tétraèdres ayant respectivement 

pour bases les faces du tétraèdre donné et pour sommet le 

point M : on a les relations 

a¡32+ y2 = -^(«s-f- c*-h 

a 2 £2 + ¡52 v2 v! OfS = ^L ( A« •+• B* •+• G* — D 2 ), 
A « P * Y * = W Y ' 2 - ( G E N T Y ) . 

SOLUTION 

P a r M . A . LEINEKUGEL. 

Prenons pour axes les arêtes DA, DB, DG du tétraèdre; 
soient a , b, c leurs longueurs et d, e,f\es longueurs des trois 
autres arêtes BG, AG et AB. 

L'équation générale des surfaces circonscrites au tétraèdre 
est 

A;r2-+- A y + A - + - ^B'a^-b iWxy 

— A ax — A ' by — A "cjs. = o. 
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Les plans tangents en A, B, G ont pour équations 

(x — a)ka -+-y(iB"a— A ' 6 ) - h z(iB'a — A"c) = o, 
x(iB"b — ka)-\-(y — b)k'b -+-z(iBb — k" c) = o , 
x(iB' c — À a ) + / ( 2 B c — A ' b)-+-(z — c ) A " c = o ; 

d'où, d'après l'énoncé, les s i \ relations 
2 B "a—A ' b — o, iBb—k" c — o, 

îB'a — A" c — o, 2B'c — ka = o, 

2B "b - A a = o, 2 B c — A'b = o. 
On en déduit 

B"a = Bc, B'a = Bb, B" b — B'c 
ou 

B B' B̂  ^ 
a b c ' 

et, en reportant ces valeurs dans les équations précédentes, 
on obtient 

bc . ac . > A = 2 — A. A = 2 -7- A, A - - 2 — A. 
a b c 

Le plan tangent à l'origine a pour équation 
kax 4- k' by -h A" cz = 0 , 

ou, en remplaçant A a , k' b et k!'c par leurs valeurs précé-
dentes et divisant par abc, 

x y z 
h 4 — O. a b c 

Cette condition est donc une conséquence des autres et l'on 
trouve comme surface répondant à la question 

be % ac , ab a 
— ¿PI-4- - 7 - Y 2 H 
a b ^ c 

H- ayz -4- bxz c xy — bcx — acy — abz — o, 

ou, en divisant par abc, 

^ x2 y2 rs a?* x y z ( 0 — - + - 4 - 4 - — - f - 4 — i h — = 0 . a2 b2 c~ bc ac ab a b c 

Désignons par v, v \ v", v'" les volumes des tétraèdres MABD, 
/ * \ 



( '8* ) 
M ADC, MDBC,.MABC et soient H le pied de la perpendiculaire 
abaissée du point M sur le plan des xy, P et p les points où 
la parallèle menée par le point M à DC rencontre les plans 
ABC et ABD. 

On a 
v = J O A . O B sin A O B . M P sin MPI!, 

ou, en désignant par A le sinus du trièdre formé par les trois 
arêtes D A , D B et D C du tétraèdre. 

De même 

ci 

r = 1 abz A. 

(/ — 1 acy A, 

v" = Ì bcx A, 

V = i abc A 

v" = J de M p. A', 

en désignant par A' le sinus du trièdre formé par les, trois 
arêtes du tétraèdre qui aboutissent au sommet G; si Ton re-
marque que 

de A' = ab A, 
il vient 

On a 
v" — 1 ab. M p. A. 

par suite 
v" — l- abc ( - -h — -4- - — i ) A. 

b \ a z c ) 

Si Ton remplace c, v', t>", V par ces valeurs dans la relation 
u'il s'agit d'établir, et si l'on divise ensuite les*deu\ membres <1 

a2b2c2^2 . 
par ? on obtient Jo 

x2 y2 z'2 (x y 

et, en développant, on retrouve l'équation ( i ) de la surface. 
Prenons l'équation de la surface sous cette seconde forme: 

nous en déduisons, pour déterminer le centre, les trois équa-
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IX 
a 
x 
a 
x 

y b 

iL 
b 

Z 
b 

c 
z 
c 

1Z 

= 1, 

il'où, pour les coordonnées du centre, 
b a x = v y = 

Transportons l'origine des coordonnées au centre, l'équation 
c la surface devient 

b* 

bc 

, ( « - f X ^ ! ) ( * - * - ? ) 

ab a b c 

ou, en développant et après quelques simplifications, 
x1 

a* 
11 
•b* c 

yz 
bc 

xz 
ac 

xy 
77b 

L'équation d'une sphère concentrique est 
y2 Z2 

- 4 - - f -o 2 o 2 

'xyz . ixz ix y —-— cos À cos fJL H — cos v = 1 ; 
P2 P2 P2 

on en déduit, comme on le sait, pour l'équation qui donne les 
carrés des longueurs des demi-axes de la surface, en posant 

I I I COSV I COS ¡JL 

a- R i ab R •2 ac R 
I COS V I I I cosX 

lab T T ~~ R •2 bc R 
I COS FX \ cos ) I 1 

•2 ac R Tbc ¡ r c 2 ~~ R 
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o u , en m u l t i p l i a n t tous les é l é m e n t s p a r R , 

R R R 
I - COS V 

a1 2au :lac 

R R R 
— c o s v _ , _ 

lab bl '±bc 

R R , R 
COS'JL — c o s À — — 1 

'iac ibc cl 

— cos A 

et , d é v e l o p p a n t s u i v a n t les é l é m e n t s de la p r e m i è r e r a n g é e , 

R \ / R 
( S - 1 ) ( S " 1 ) ( S - aL 

R 
'2 bc 0 " 

R 
4 - 2 ( —T— — COS X ) ( — COS ÎJL 

/ibc / \'xac 
R 

ab 
R 

'2 <26 

R3 

«262C2 — R 2 

R3 R2 

1 
c2 Pc 2 

R c o s 2 X 

4 a2b*c2 kb^c1 a-2 

R 3 R 2 R cos2 p. 

4 a 2 6 2 c 2 4 a 2 c 2 è 2 ' 
R 3 R 2 R cos2 v 

R 

c o s 2 X -h 

4 « 2 ô 2 c 2 4 a 2 6 2 c 2 

R 3 R 2 /cosX cos fj. cosv 

T * 
— I 

R 2 
cosX — 

R cos X 
a2 6c 

cosX — 
6c 

R2 

a62 c 
COS [JL 

R COS [JL 

ac 
R 2 

abc2 
cosv — 

R cosv 
ab 

c o s v \ 

R 
COsXcOSfJL COS [X c o s v c o s X c o s v 

ab bc 

o u , en s i m p l i f i a n t , 

R3 

cosv \ 
— ) — 2 COS X COS UL COSV = O, 
iC J 

1a '1 6 2 G' 2 

R 2 T3 
2 [ - ( — [2 \a262 

_» j I_\ 
b'1 ' « 2 c 2 b'lc-j 

Î / c o s X COS [JT. c o s v 
aòc \ a ' ¿> r c 

sin2X s in 2 ¡J. s in 2 v cosX cos ¡JL cosv 
V <32 c2 bc ac 

c o s X c o s f j . c o s p. c o s v c o s X c o s v 

ab bc ac 

A a y a n t la m ê m e s igni f icat ion q u e p r é c é d e m m e n t . 

ab 

A2 = o, 



De cette équation on déduit, pour la somme des racines, 

i 2 

ou, comme 
= ^ [ 3 ( a - h- b2 h- c2)— ibc cos X — l a c cos fx — lab cosv] 

d2 — b2 -+- c 2 — ibc cosX, 
e2 — c2 —J— ci2— lac c o s JJL, 

/ 2 = a2-+-b2 — '2ab cosv, 
la relation précédente devient, en remarquant que Rj = | a 

a2-f- pa-f-y4 = JL(a2-+-b2-{-c2+d2-{-e2-+- f2). 

On a, pour la somme des produits des racines deux à deu 
RI R2 R2 R3 -H RI R3 

= b2 c2 s in 2 X 4 - a1 c2 s in 2 fi -f- a2 b2 s in 2 v 
-h b2c2 sin 2 X -h 2 a2bc(cos ¡x cosv — cos X) 
-f- A 2 C 2 s in 2 JJL - f - ib2ac{ cosv cosX — cos F I ) 

- H A 2 6 2 s in 2 v - H 2C 2 a6(cosXcos JJL — cosv) . 
O r o n a (DOSTOR, Théorie des déterminants, p . 2 5 8 ) 

4 D2 = b2c2 s in 2 X -f- 2a2be ( c o s JJL cosv — cosX) 
-+- a2c2 sin2[JL -T- 2 b2ac(cosv cosX — cos FX) 

-h A 2 6 2 sin 2 v H - 2 c2ab( cos X cos FX— cosv) , 
et la relation précédente devient 

R I R 2 -4- R 2 R 2 -h R T R 3 = 4 ( A2 -h B2 -H G2 H - D2 ), 

c'est-à-dire 
A2YA = -̂ R (A 2 -+- B2-H C2-F- D2 ) . 

Le produit des racines est 
R Î R 2 R 3 = 2 a 2 b 2 c 2 A 2 . 

Si l'on remarque que 
a2b2c2 A2 = 36 V2, 

il vient, en remplaçant, 
a2P2ï2 = W V 2 " 

Note. La même question a été résolue par M. Moret-Blanc. 
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Question 1351. 

Deux circonférences et un point A étant donnés, mener 

par ce point une sécante telle que la différence des cordes 

interceptées soit égale à d. 

Indiquer les cas cVimpossibilité suivant la position du 

point X. ( L E Z . ) 

SOLUTION 

P a r M . MORET-BLANC. 

Si, du point A, on mène les tangentes aux deux circonfé-
rences, deux de ces tangentes formeront l'angle où doivent être 
situées les sécantes issues de A qui rencontrent à la fois les 
deux circonférences. Si les angles formés par les tangentes 
menées de A à chaque circonférence sont extérieurs l'un à 
l'autre; en d'autres termes, si le point A se trouve dans l'un 
des angles formés par les tangentes intérieures communes ne 
renfermant aucune des circonférences, et hors de l'angle des 
tangentes extérieures communes, il est évident qu'aucune sé -
cante partant de A ne pourra rencontrer à la fois les deux cir-
conférences, et que, par suite, le problème n'a pas de solu-
tion. 

Ce cas écarté, déterminons l'angle limite, et menons dans 
cet angle une sécante ABCB'C' , qui rencontre la première cir-
conférence aux points B et G, et la seconde aux points B' et G'; 
prenons sur cette sécante GD = CD' = d, et à partir du point 
B, BM = B'C'. 

En faisant varier la sécante, les suites des points D et D'for-
meront deux branches de courbes, ou une conchoïde du cercle; 
la suite des points M formera une autre courbe dont les inter-
sections avec les branches de la première étant jointes au 
point A donneront les sécantes satisfaisant à la question. 

Ces deux courbes se construisent rapidement par points et 
font connaître le nombre des solutions. 

Question 1372. 

On donne à un plan P un mouvement infiniment petit sur 

lui-même ; son centre instantané de rotation O et son cercle 
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des centres G sont déterminés. Désignons par t la tangente 

en O à G. 

Considérons une figure F dans le plan P; le lieu géomé-

trique cp des centres de courbure des points de P ' , ainsi que 

les figures F ' et cp' , symétriques respectivement, par rap-

port à t, des figures F et cp. 

La figure F ' est le lieu géométrique des centres de cour-

bure des points de la figure cp'. (DEWULF.) 

SOLUTION 

P a r M . MORET-BLANO. 

On sait que le mouvement d'une figure plane dans son plan 
peut être produit par le roulement d'une courbe liée à la figure 
mobile sur une courbe du plan fixe, et, quand le mouvement 
est infiniment petit, les deux courbes peuvent être remplacées 
par leurs cercles osculateurs au point de contact. 

Soient R et R' les rayons de ces deux cercles, qui se tou-
chent en O et y ont pour tangente commune la tangente t au 
cercle des centres. 

Soient 
A un point quelconque de la figure F, 
a le centre de courbure de sa trajectoire, 
CL' le symétrique de a par rapport à t, 
et A' le centre de courbure de la trajectoire du point A'. Les 

points A, O, a sont en ligne droite, ainsi que les points oc', 
O, A'. 
Les deux droites Oa, Oa' sont égales et font avec la tan-

gente t un même angle w. 
Gela posé, on a, par le théorème de Savary, 

OÂ + " (R + R7) s i n w ' 
i i __ i \ _ i 

O a ' ^ O A ' ~ VR + R7 sino)' 
d'où 

1 i _ i i 
OA Ô i ~ Ô ï " 4 " ÔA'' 

et, puisque Oa' — Oa, il en reste O A ' = OA. 
Les droites OA', OA étant égales et également inclinées 
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sur ¿, le point A' est le symétrique du point A par rapport à t ; 
et comme A est un point quelconque de la figure F, le théo-
rème est démontré. 

Question 1382. 

On donne un triangle et la circonférence qui lui est cir-

conscrite. Tangentiellement en m à cette circonférence, on 

décrit une conique tangente aux trois cotés du triangle 

donné. Soit \JL le centre de courbure de cette conique cor-

respondant au point m : on demande le lieu du point jx 

lorsque m décrit la circonférence donnée. (MANNHEIM.) 

SOLUTION 

P a r M . MORET-BLANC. 

Je prends le centre de la circonférence pour origine des 
coordonnées rectangulaires. Soient R le rayon de cette circon-
férence, 0 bangle de O m avec l'axe OX, et 

O L ~ X cos a -+-y sin a — R cos A — o, 
P — x cos p -H y sin p — R cos B — o*, 
y = x cosy -r-y sin y — R cos C = o 

les équations des trois côtés BG, GA, AB du triangle; a 1 ? ¡3i,yi 
les résultats de la substitution des coordonnées du point m à 
x et y clans les expressions de a, ¡3, y, de sorte que 

— R [cos (0 — a ) — cos A ], 
P, = R [cos (0 — p ) — cos B ], 
yj == R [COS ( B — y ) — COS C ]. 

L'équation générale des coniques inscrites au triangle ARG 
est 
(i) \J1OL H- sjm§ -+- y / ^ Y = o . 

avec la condition 
C2) \j l at -t- s/ mfii 4- v^Yi = °> 

qui exprime que la conique passe par le point m. 
Chaque »radical doit avoir le même signe dans les deux 

équations. 
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Le coefficient angulaire de la tangente en m est 

y/7 cos a ^ y/m cos ¡3 ^ n cosy 
_ y/«î y/fc /rî == cqsQ7 \dx J i y/Z sina ^ y/m sin ^ s i n Y 

y/A! y/P, / Y I d'où 
y/7 sin (0 — a ) y / m s i n ( e — 3 ) y / / ï s in(8 — v ) (3) 1 - 1- Î ^ + I 1= — O . 

v/«i v/pi /ïi 
Eliminant y/7, y/m, y//i entre ces trois équations, on a celle 

de la conique satisfaisant aux conditions du problème, 
y/â A 
y/ai • F , A i 

sin (6 — a) sin (8 — P) s in(6 — y ) 
y / a i •F» A I 

ou, en développant et multipliant par y /a ipr / i , 
Î v/âTaLPi s in(0 — y ) —Yi s in(6 — ?)] 

( 4 ) + / P IPCY I s in(6 — a) — a l S i n ( 0 - T ) ] 
' sin(ô — p) — p! sin(0 — a)] == o. 

Je suppose, pour fixer les idées, que l'axe Ox soit dirigé de 
telle sorte que l'on ait 

a — p = i8o°— C, 
¡3 — Y = i8o°— A, 
Y — a = — i8o°— B, d'où 

sin( a — | 3 ) = sinC, cos (a — ¡ 3 ) = — cosG, 
sin({3 — Y) = sinA, cos((3— Y) = ~ c o s ^ ? 
sin (Y — a) = sinB, COS(Y — a) = — cosB. 

Posons, pour abréger, 
L = Pi sin(6 — y) — Yi sin(0 — ¡3) 

= R[s inA — cosB sin(6 — '{) -i- cosC sin(0 — £)], 
M = YI sin(6 — a ) — a t s in(6 — Y ) 

= R[s inB — cosG sin(8 — oc) -h cos A sin(6 — y)]? 
N = a,sin(6 — ¡3) — ^ s in(B — a ) 

= R [sin G — cos A sinfjB cosB sin(8 — a)]. 
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L'équation de la conique sera 

L y/ôi y/a -4- M y/p7 V7? + N y / ^ / ï = o. 
On en déduit 

L eos a M y/pj eos 3 ]\ y/v, cosy — — — 
dy = /a y/g / ï 
^ Ly/â^sina M y/j^ sin 3 N / ^ s i n y 

/à y/p / ï 

puis, pour le point m en ayant égard à ce que, en ce point, 
^ = — a = a t . . • , et faisant quelques autres réduc-
tions, 

/d2y\ _ LMN(a, s i n A - h Pi s inB + Yi s inC) 
\d**)i ~~ sin 6 ai P iYi (L sinaH- M sin p -h N sin y) 2"' 

Appelant \ et rj les coordonnées du point p., on a 

\ dx2 / , 

— «î P i Y i ( ï j s ina -+- M sinp -h N sin y ) 2 

~ L M N s i n 6 ( a , sin A -4- p, s inB —Yi s i n C ) ' 

m , 
dx2 / 1 

Pi Yi eos 6 (L sina H- M sin p -t- N sin Y)2 

~~ LMN sin 2 6 (a, sin A -4- p, sin B -4- Yi sin G) 
Remplaçant rt par psinB ou £ par pcos6 , l'une quelconque 

des deux équations représentera le lieu en coordonnées po-
laires, 

„ _ r - ai Yi ( L sin a -4- M sin p -4- N sin y ) 2 

^ ~~ LMM sin 2 6 (ai sin A -f- pi sinB-4-Yi sin G) ' 
où L, M, IN, a b p I ? Yi s o n t des fonctions de 6 définies précé-
demment . 

Lorsque 0 = o, on a 
L sin a -4- M sin p -4- IN sin y — o ; 

les valeurs de r, et p se présentent sous une forme indéter-



( zf ) 
minée; mais on peut réduire les valeurs de ¡¡, T> et p précédem-
ment trouvées, et alors l'indétermination disparaît. 

On a 
L sin a H- M sin (J -t- N sin y 

= R(sin'A cosA H- s inB cosB sinG cosG)s inô 
= 2 R sin A sin B sin G sin 6, 

a! sin A -+- sin B -f- 71 sin G = — 2 R sin A sin B sin C, 
et les expressions trouvées se réduisent à 

7, — R sin 6 — 2 R sin A sin B sin G sin 6 - y j ^ p ? 

f — R cos 0 — 2 R sin A sin B sin G cos 6 ^-j^rrr •> LMN 
p = R — 2 B sin A sin B sin G f ' J 1 » LMN 

Gette dernière équation est celle de la courbe en coordon-
nées polaires. 

Il est à remarquer que, lorsque l'un des facteurs du dénomi-
nateur s'annule, deux facteurs du numérateur s'annulent aussi. 

Ainsi L s'annule pour 6 — y = C e t 0 — p = — B, valeurs dont 
l'une annule f i et l'autre ¡31} et qui donnent la direction OA. 
De même M et ai , s'annulent pour la direction OB; N et 
ai, Pi s'annulent pour la direction OG. 

Soient A', B', G' les points où OA, OB, OG rencontrent les 
côtés opposés. Lorsque le point m coïncide avec A, par 
exemple, la conique est l'ellipse ou l'hyperbole infiniment 
aplatie dont les sommets sont A et A'; en A le rayon de cour-
bure est nul, et le point p, coïncide avec le point A. De même, 
lorsque le point m e s t e n B ou en G, le point (JI coïncide aussi 
avec B ou G. On voit d'ailleurs que, si le point m est très voi-
sin de l'un des sommets, il en est de même du point jx. 

La courbe lieu des points ¡x passe donc par les trois sommets 
du triangle ABG. 

Même question. 

Extrait d'une lettre de M . MANNHEIM. 

En parcourant l'utile Recueil de problèmes de Géométrie 

analytique de M. Laisant, j'ai vu que la question 1382 que 
j'ai proposée en 1882 dans les Nouvelles Annales n'avait pas 
été résolue. J'en apporte alors la solution; elle est basée sur 
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l'emploi de deux formules que j'ai données dans les Comptes 

rendus en 1875. Ces formules conduisent à un théorème dont 
j'ai voulu provoquer la découverte en proposant la ques-
tion 1382; on n'a pas trouvé ce théorème. Il était devenu facile 
à obtenir puisqu'il suffit pour cela d'appliquer aux coniques 
un intéressant théorème que M. Jamet a fait connaître en 1887 
dans les Annales de l'Ecole Normale et qui concerne les 
courbes triangulaires. M. Fouret , dans le Bulletin de la 

Société Mathématique de France pour 1892, a également 
démontré le théorème de M. Jamet. 

Voici ma solution, déjà ancienne comme on voit : 
Prenons un quadrilatère convexe a , b, c, e. Soient s le point 

de rencontre des côtés ae, bc et m un point sur ab. Menons 
les droites me, me, on a ) 1 ) 

en appelant p le rayon de courbure en m de la conique qui 
passe par les points s, c, e et qui est tangente en m à ab. 

On a aussi ( 2 ) 

en appelant p' le rayon de courbure en m de la conique tan-
gente aux côtés du triangle see et qui est tangente en m à ab. 
Il résulte de ces deux relations que pf = 4p> coniques étant 
en m tournées de la même manière; on peut donc dire : Deux 

coniques sont tangentes en leur point m \ l'une passe par 

les sommets d'un triangle donné, l'autre touche les côtés 

de ce triangle : le rayon de courbure de celle-ci pour le 

point m est égal à quatre fois le rayon de courbure de 

l'autre au même point m (3). 

Ce théorème donne lieu à des cas particuliers. Par exemple, 

(• ) Voir Principes et développements de Géométrie cinématique, 
¡p. 342 et 578. 

(s) Ibid., p . 3 4 2 . 
(') Réciproquement : Si en un point deux coniques C t J Ca, tan-

gentes et tournées de la même manière, ont leurs rayons de cour-
bure dans le rapport de un à quatre, on peut inscrire à C , des 
triangles qui soient circonscrits à C a . 
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si l'on suppose que l'une des coniques soit le cercle circonscrit 
au triangle donné, ses rayons de courbure sont égaux ; donc 
les rayons de courbure des coniques tangentes aux côtés d e ce 
triangle et à ce cercle, pour leurs points de contact avec ce 
cercle, sont aussi égaux; par suite on conclut que : 

Le lieu demandé est un cercle concentrique au cercle 

circonscrit au triangle donné. 

On peut ajouter, d'après ce qui précède, que le rayon de ce 

cercle est égal à trois fois le rayon du cercle circonscrit. 

Question 1563. 

En chacun des points d'un ellipsoïde, on mène le plan 

tangent. On projette sur ce plan le diamètre issu du point 

de contact. Démontrer que ces projections, déjà tangentes 

à Vellipsoïde, sont tangentes, en outre, à une autre sur-

face. (MANNHEIM.) 

SOLUTION ET GÉNÉRALISATION 

P a r M . J . FRANEL. 

Nous voulons montrer que cette propriété, loin d'être par-
ticulière à l'ellipsoïde, est vraie pour une surface quelconque. 
Soit O un point fixe arbitraire; en chaque point P de la sur-
face considérée on mène le plan tangent et l'on projette le 
rayon vecteur OP sur ce plan. Je dis que ces projections, déjà 
tangentes à la surface donnée, sont tangentes, en outre, à une 
autre surface. Prenons le point fixe O pour origine des coor-
données et soit, par rapport à un système d'axes rectangu-
laires, f(oc,y, z) = o, l'équation de la surface proposée. 

Si l'on désigne par x,y, z les coordonnées du point P, la 
projection V du rayon vecteur OP sur le plan tangent à la sur-
face au point P sera représentée par les équations 

( 2 ) L X -f- M Y -r- IN Z — o = U , 
6* 
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où l'on fait, pour abréger, 

df àf àf df AT àf àf L = x - ^ i N = a ? f / f -
' àz Oy ùx àz ày J àx 

Un plan quelconque passant par la droite V aura une équa-
tion de la forme 
( 3 ) w + = 

Si l'on prend pour X une fonction déterminée de 3?, y, zy ce 
plan, quand le point P se déplace sur la surface donnée, aura 
une certaine enveloppe. Proposons-nous de déterminer X de 
telle sorte que le point P', où ce plan touche son enveloppe, 
soit situé sur la droite V. 

Il est évident que le lieu du point P' sera une surface jouis-
sant de la propriété indiquée dans notre énoncé. 

Or les coordonnées X, Y, Z du point P' s'obtiennent, comme 
on sait, en résolvant le système d'équations 

u-i-l T = 

du ^àT t (Ta T _ Qâf 
âx àx àx ^ àx ' 
du } ÔT t à\ _ àf_ 

à y " ày ^ ày ^ ày9 

du ,âT à\ _ âf 
T + T T = P ] ' ôz àz àz ôz 

où p désigne une inconnue auxiliaire. Mais ces coordonnées 
doivent, par hypothèse, satisfaire aux deux équations 

u = o. T = o. 
On aura donc à déterminer X, de telle sorte que les cinq équa-
tions 

(4) 
du * r)T h X 
y ày 

o, du 
àx dx 

àf 

àf àu 
+ x — 

P àz ày ' Tz P àz 

admettent une solution commune en X, Y, Z et p. L'élimina-
tion de ces quatre quantités nous donne la condition cherchée 
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-cH-V o o 

+ + + 
h + + + 

S H 

tí 05 

I ** l à 

TS K £ TS K 
r* + + + 

^ i is ^ ! ^ 

> s »V 
H 'S £ 

r< + + + 
1 

^U? 
+ 
¿S 

+ 

7 
S 
1 1 

H II II 

+ + + 
^ li* 

«s s + + + 
-î i s li? 

H 

CT -è» 
»3 
h 

+ + + 
j i ^ £ !5l 

Í-« CD 
a c TJ 
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après les avoir multipliés respectivement par x, z, .A, il 
viendra : 
dL ^ d*f 
dx dx2 

dM 
dx 

1 d 2 f 4- X — dx dy 
dN ^ à*f 
dx dx àz 

L V 
dx 

à L H- X * f dy dx dy 
dM 
dy ' 4 - x t L dy dy dz M V 

dy 
o = àL + ^ à*f 

dz dx dz 
dM 
dz 

dN , d*f N àf 
àz 

L M N o 
dJL àf àf 
dx ày dz 

équation du premier degré par rapport à X. X étant ainsi dé-
terminé, les cinq équations précédentes seront compatibles : on 
pourra de quatre d'entre elles tirer les valeurs de X, Y, Z et p. 
En particulier, si la surface donnée est algébrique, on voit que 
les coordonnées X, Y, Z du point P' seront des fonctions ra-
tionnelles des coordonnées du point P . 

Si l'on introduit les deux quantités 

il viendra 

— a?S, 

et si l'on fait, pour abréger, 
f à d T à y d à d A = L h- M h N - , o — x - h y - h z — ? dx ôy dz ôx ôy âz 

, ,* N do d'l> do do 
^ V ^ ' ^ d ï Û + dpiï + Tzdï' 

on pourra finalement mettre l'équation en X sous la forme 
R 5 A S + S AR^ 

-i- X | ~ ( / , S ) — RS as + ( / , R ) j H- S~ oR | = o. 

ày dx dz 

M — — N — 

M
 il 

dx 

dx dz 
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QUESTIONS PROPOSÉES . 

1686. Résoudre les i n — 1 équations à m — i inconnues, 

I = X ^ J -h. . .-+- Xn-i Xn-l -+- X w , 

i == Xt^f-H. . ,-hXn-i -+-X«, 

— = X^ ï » - » + X ^ ^ l ' + X,,, 

et montrer que les inconnues x l y . . . , x n - i sont les racines, 
autres que zéro et un, de l'équation 

( ^ - ^ ( X — i)" 
dX^ï 

1687. On sait que l'équation 
ônxn(x — l)n _ 

( L U C I E N L É V Y . ) 

peut s ecrire 
dxtl 

i 
n 

n n -+-1 
i x x2 

2 n 
x11 

démontrer que l'équation 
d*+lxn(x — i)n 

dxn+x 
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peut de même s'écrire 

i 

i 
374 

Î 

M 
l 

4 • > + + 3) 

/i(Ai-hr) ( n + i ) ( ' i + '?.) 
I X 

De même l'équation 

peut s'écrire 

{•in — 1)2/1 
xn- 1 

(n—ki )(n—k-h'i)—(in—*k-\-1 ) ( rt-f- i ) (tt-f-'1 )...(211— k~ i ) 

n ( n -+- i ) — ( o. n 
F 

•A) (n H-/f)(n -+-k — i). . 

( L U C I E N L É V Y . ) 

•1H8S. Ktant données les équations simultanées 

(A ) 

( B ) 

^ x cos X -f- y cos a -h z eus v = o, 
I x cos -r-y cos \j.' H- z cos v' = o, 

u cosX -h u' cosX' = o, 
U COS [JL -H I I ' COS ¡J.' — O, 

U COSV -F- I I ' COSVR — o , 

, ' ds , , de . ou 1 on a pose u = m — , u — m — ; de et de sont les aires 
des parallélogrammes construits sur r et ds, r' et ds': ds et 
ds' sont les différentielles des arcs des trajectoires décrites 
dans l'espace par les corps m et m dans le temps dt ; enfin, 
X, JJL, v, X', tu\ v' sont les angles des normales aux plans de ces 
parallélogrammes. On demande de déduire de ces équations 
les propositions suivantes rencontrées successivement par La-
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place (*) et par Jacobi (*) : i° L'intersection des deux plans 
( A ) est constamment située dans le plan des xy qu'elle décrit ; 
2° ce dernier plan est toujours compris entre les deux 
plans ( A ) . ( ESCARY.) 

1689. Conclure des mêmes équations les résultats suivants : 
. m t / j s inív + v ' ) m' di' sin ( y -h v') Io at — r- -, == r 1 • a sin v a si n v 

2° a- = u2 -f- u'% -+- 2 uu' cos( v -h v' ). 
3° Le plan des deux normales menées par l'origine aux. plans 

( A ) contient l'axe des 
4° L'équation 

m di sinv = m' dz' sin v', 
où i n d i et m' d? sont des moments, exprime que le plan des 
xy est un lieu géométrique d'axes instantanés de rotation, et 
que, par suite, ce plan est un cône de Poinsot, lequel est de 
révolution et a pour cône supplémentaire l'axe des z. 

{ E S C A R Y . ) 

1690.' En désignant p a r t í a longitude du plan des deux nor-
males (X, ji, v ), (X', p.', v'), qui pivote autour de l'axe des 3, dé-
montrer que l'on a 

cosX cos'i» cosX' cos'V cosX cosX' 
c o s a sin cosa ' s i n'y' c o s a cus »j.' 

( E SCAN Y . ) 

1691. Conclure de ces équations <!/ — >1 -i- ~ ( Laplaee ), et Ies 
deux intégrales suivantes 

tang 2 0 eos 26 = D 2 , tang 2 0' eos26 ' = D - , 
où 6 et 0' sont les angles que font les rayons vecteurs r et r' 
avec l'axe des z, L) et D', des constantes arbitraires. 

T ESCARY. ) 

eos 'b / 1 -f- e'2(ù 

1692. En posant —/ -v— = 4 / • ? démontrer les for-> \ 2 'C0S2O 

f1) Mécanique céleste, Livre II, 11o H 
(') Comptes rendus, t. \V. p. '¿'M. 
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mules suivantes 

De™ sinO = cosv = 

cosO = sin v = 
y/D 2 i 

i 
/D2 e2w+ [ 

COS A — 
y/'2 /D2 e2w-4- I 

V/e2w —1 
COS [Jt : 

sj'i e^ \/D2 i 

• cm+ sin26 ^ = Z f T ^ I ^ = 

ds2 = <fr2-b r2 

( E S C A R Y . ) 

1693. Démontrer que la relation C Q S ^ = C Q S ^ » déduite des ^ COS Jl COS (JL 
deux premières équations (B) , entraîne les suivantes 

oj' = to, 

' - 'Jï (D-Jr'D')etÙ
 r2 ¿I = ( D 4 - D ' ) ^ ' 

a eioi î * « V/L)'2 i 
_ m D D ' 2 e 2 ( 0 - f - i 2 

' " ~ T 7̂ D 7 W i ^ M ^ T 
9 __ m' D' D 2 1 , 2 

~~ m U m ' ^ i r 

DD' e 2 w — i 
cos(V -h v') = 

s j ( D 2 e2w-H i ) ( D ' 2 -i- i ) 
( Ë S C A R V . ) 

1694. Démontrer que, dans le cas de D < D ' , on a l'inégalité 
double 

m'D' /,2 w'D 
"T̂ TT > 7* > ~mî)' ' et que si l'on a D > D', 

la même inégalité a Heu dans un sens opposé. 
( E S C A R Y . ) 



1695. Sachant que l'on a 
r*2 = /-s _f_ r'2_|_ 2rr' C0S(V 4- v' ), 

et en posant 
D - e 2 o ) 4- i = P, D' 2 e 2 w 4- i = Q, 

/v/^ly4- V/^dV 0 
D D I — = ) S, 

V/wD— /»i D' / 

démontrer les relations suivantes 

D' 2 

= 

di* = 

D'2 P 2 

1)2 Q2 

D2 P[ 4- D2 

D 7 2 Q 7 e*»' 4- D' 2 

Iv 

( Esc A R Y . ) 

1696. Le triangle À! B 4 étant inscrit homologiquemcnt 
dans ABC, si l'on mène par A une droite quelconque rencon-
trant Aj Cj en B 2 et A! Bj en C 2 : 

i° Les droites BC 2 et B 2 G se coupent en A 2 sur BiCi-
2° Les trois triangles ABC, AJBJCI, et A 2 B 2 G 2 sont houio-

logiques deux à deux, ou l'on a 

O, 

(centre O ) 
Y B G 

V2 13 2 C 2 

A, \h G, 
A2 B2 Gj 

M- o, 

( a\e X 

A B G 

A, B, Ci 
X>. 

3° Les centres O, Oi. 0 2 appartiennent respectivement aux 
axes Xi, X 2 , X: 

4° 11 existe trois coniques : 
La première tangente aux cotés de ABC- en Aj, Bj, G[ et 

à Xi en O. 
La deuxième tangente aux cotés de A^B^Ci en A 2 , B 2 , C,2. 

et à X 2 en Oj. 
La troisième tangente aux côtés de A»K2G*> en A, B, G cl 

à X e n O , . ( P . S O N D Â T . ) 
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1097. Etant donnés, sur une conique, deux groupes de trois 

points, « i , a 2 , az e t 6 j , ¿>2, bz, s'il existe une conique inscrite 
au triangle et circonscrite au triangle b^b^b^, il ex i s -
tera une seconde conique inscrite au triangle b x b ^ b 3 et cir-
conscrite au triangle a i « 2 « 3 . 

Etant donné un triangle, chaque point d'intersection du 
cercle circonscrit avec un des cercles inscrits est le foyer d'une 
parabole circonscrite au triangle. ( H U M B E R T . ) 

1G98. On considère le triangle formé par un point M d'une 
ellipse, le pôle de la normale en M et le centre de l'ellipse. 

On considère en outre le rectangle formé par le point M, le 
cercle de l'ellipse et les projections de ce centre sur la tan-
gente et la normale en M. 

Quel que soit le point M sur l'ellipse, le produit des aires 
du triangle et du rectangle est. constant. ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

1699. On considère le quadrilatère formé par les quatre 
pieds des normales abaissées sur une ellipse d'un point du plan 
de cette ellipse. Les centres des quatre cercles ciconscrits 
(cercles de Joachimsthal) passant par trois des pieds des nor-
males ont pour centre des moyennes distances le point d'émis-
sion des normales. ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

1700. Dans la parabole, le produit des rayons de courbure 
aux pieds des normales abaissées d'un point sur la parabole, 
est égal à huit fois le cube de la distance du point d'émission 
des normales au foyer. ( E . - N . B A R I S I E N . ) 

1701. Le lieu géométrique des points milieux des cordes 
d'un limaçon de Pascal-qui sont vues du point double réel 
sous un angle droit est une circonférence. (A . D R O Z . ) 

1702. Soient AB et A'B' deux diamètres d'une hyperbole 
équilatère et G un point quelconque de cette dernière, les 
deux triangles A V C et13B'C sont orthoeentriques. 

( A . D R O Z . ) 

1703. i° Le lieu des centres des coniques osculatrices à une 
circonférence donnée en un point donné de cette c irconfé-
rence, et passant par un autre point donné de la circonfé-
rence, est une hyperbole équilatère. 

2° Le lieu des foyers des paraboles osculatrices à une cir-



( ^9* ) 
conférence donnée en un point donné de cette circonférence, 
est un cercle ; 

3° Le lieu des centres des hyperboles équilatères oscula-
trices à une circonférence donnée en un point donné de cette 
circonférence, est un cercle. (E . -N . B V R Î S I E X . ) 

170i. i° Dans tout triangle, on a 
. A . B . C r 

SI 11 - SLL) — SI 11 — L - • 
2 2 2 8 

Quand l'égalité a lieu, le triangle est equilateral. 
2° Trois nombres positifs quelconques a, ¿>, c étant don-

nes, on a 
( a b — c)(b c — a ) ( c H- a — b ) — abc _ o ; 

quand l'égalité a lieu, on a 
a — b — c. 

Démontrer que, si un triangle se déplace en restant inscrit 
et circonscrit à deux coniques fixes, le centre du cercle cir-
conscrit à ce triangle décrit une conique. Examiner en parti-
culier les cas où cette conique est un cercle ou un système de 
deux droites. ( W E I L L . ) 

1705. Considérons un système focal donné comme l'ensemble 
de deux systèmes réciproques, et faisons tourner l'un de ces 
systèmes d'une demi-révolution autour d'une droite, assujet-
tie à la seule condition de rencontrer à angle droit l'axe du 
système focal. 

Démontrer que, dans cette nouvelle position, les deux sys-
tèmes sont polaires réciproques par rapport à un paraboloide 
équilatère. 

Si l'on désigne par c le paramètre des paraboles des sections 
principales de ce paraboloide, par r la distance d'un point 
quelconque du système focal à l'axe et par 6 l'angle que fait 
le plan focal de ce point avec l'axe, on a 

r tang 0 = c. 
( G . T A R R Y . J 
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