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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

CONFERENCE FAITE AUX ELEVES DE L'ECOLE POLYTECH-

NIQUE (COURS DE M. JORDAN), SUR LES « CHANGE-
MENTS DE VARIABLES »;

Par M. Lucien LEVY.

Le théoréme dont je ferai surtout des applications
est le suivant, démontré dans le Cours :

8i, par un procédé quelconque, on a trouvé une iden-
tité de la forme

(1) df(z,y)=Adr+Bdy,

df, dx, dy étant des différentielles, on a identique-
ment
1\ = 3—5 kl B = 3‘_:‘/'
J'y ajouterai le théoréme suivant qui se démontre de
méme :

Si, par un procédé quelconque, on a trouvé entre
des différentielles premiéres et secondes une identité
de la forme

() d*u=Adxr?-2Bdrdy+ Cdy?+ Dd2x -+ E d?y,
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on ])(,‘lt/, assurer que

02 u B d2u _ ¢32_u
o’ T dxdy’ T o’
D= (ﬁl, E = f)ll.
ox gy

Pour démontrer ce dernier théoréme, je remarque

(qu'ou a toujours

‘ d*u J2u 0 u
2y == - - 2 g o e —— 2
. \ d?u i dx?— oz dy dx dy + dye dy
{ <
du Ju
) 2 ey,
vr Jdy -

¢t je donne d’abord aux variables des accroissements
tels qu’on ait
dr = kdy, d2y = o, d’ou d2x =o;

I'identité des deux valeurs de d2u exige alors qu’on ait,

quel que soit le paramétre 2,

] PN, Nu

ce qui entraine

Jru 92w Ru

T ooxt’ T oxrdy’ %
Choilsissons maintenant des accroissements tels que

dx = hdy

sans qu'on ait d2y == o.
Lamcéme identité entre les deux formes du 2« don-
nera
au N . . du
D— i+ E—-- =0,
oxr oy

dou, puisque % est arbitraire,

du du
D— . gt
e oy C.Q. F.D.

&
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Exempre (). — Intégrer [’équation aux dérivées
partielles des fonctions homogénes
mu-—xdu i 0u+ _ou
=0z T day "0z
SiI'intégrale est toujours une fonction homogéne, on
le reconnaitra plus facilement en prenant comme nou-

S

velles variables x, Y =7, Z =
z z
Proposons-nous d’obtenir une relation de la forme

du= Adr+ Bdy+ Cds,

en partant d’une égalité de méme nature ou figurent les
dérivées de u par rapport aux nouvelles variables.
Cette derniére égalité est évidemment

"0t \ o
du = (ﬁ)dz+"—‘de+—,"dz,

ox oY YA
en désignant par Ju la dérivée partielle de u par rap-
en désig I T r partielle ¢ par raj

port a x dans ce nouveau systeme pour la distinguer de
Ju . ), . ,
celle, 55 qui figure dans l'équation donnée.

Or

. rdy — x — s d.
ay = 2y —yde gy rdi—sdr
x? x?
donc
/ou y u s Ju| 1 Jdu 1 Ju

(*) Cetexemple et le suivant sont empruntés au Cours d’Analyse
de M. Bertrand, fait aux ¢léves de 'Ecole Polytechnique.
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On déduit de la, en appliquant le théoréme du début,

on <0u> y Ju 3 Jdu

Jr ~ \ox zz 0Y  x? JL
Ju 1 au
g x oY’
Ju 1 du
oz =z L’

et I'équation différentielle devient

_ Ju >
mu =x Y

dogu _ m.
Jx x

ou

On peut I'intégrer immédiatement

logu =mlogx +log f(Y,Z)

u :.z""f <£, ;_‘>.

L’intégrale est donc bien la fonction homogéne la
plus générale du degré m d’homogénéité.

ou

Remarque. — Insistons de nouveau sur ce fait que la
dérivée partielle d’'une méme fonction par rapport a
une méme variable a des valeurs différentes lorsqu’on
prend pour les autres variables des systémes différents
de variables. La chose est évidente; il suffit de ’avoir
signalée.

Avrre exewrLe (portant sur des diflérentielles du
sccond ordre). — On voit facilement que I'équation
aux dérivées partielles des surfaces réglées a plan di-
recteur est

te pPH—opgs +qir=o,
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lorsqu’on prend pour plan directeur le plan xOy. p, ¢,

" tent scti ‘d 0z 02z 0%z
r, s, represen nt respectivemen o dy prcidm 0}/
92z

el Pour obtenir cette équation, il suffirait d’éliminer
les fonctions arbitraires dans 1’équation de ces surfaces,

(2) zg(2)+yy(z)=1.

Nous nous proposons de retrouver I'équation (2) en
partant de Péquation (1). La forme de 1’équation (2),
linéaire en x et y, montre que les dérivées seraient plus
simples si I'on prenait I'une de ces deux quantités
comme fonction. Prenons », et soient x et z les nou-
velles variables; d’aprés la méthode indiquée au début
de la Conférence, nous devons, pour calculer p, ¢, r,
s, L en fonction des nouvelles dérivées, nous efforcer de
trouver une relation de la forme

23 =Adr?+2Bdzrdy +~Cdy? +Dd*x +Edy

en partant d’une identité qui contient ces nouvelles dé-
rivées. L’identité en question est évidemment

2
Y do ds + %%dz‘-’ de.z'—l— dz'

02
di_y_ '},dz' +).d ‘d},

On en tire immédiatement

d*z =— (c_’iy%) dz? — <02—”V9Z> dz?

oxr? " 0z 032" 0z
o2y oy
-2 (dxdy dz) dz ds

dy . dy\—1
— (%) e () e
Remplacons-y dz par sa valeur p dx + ¢ dy et ordon-

nons par rapport a dx, dy, d*x, d2y, nous aurons une
égalité de la forme demandée et, par suite, nous obte-
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nons les valeurs

Iy
ox
P = Jy .
03
T
o = — -
1 JV ?
754
, 02y N2y 0y
Ly TP Gr oz T or
o= — )
l).‘y
a2y
q2 S
= — 3
9y
03
02y f)?y
P93 T zos
§ = = e ————
oy
05

et il faut encore remplacer p et ¢ par leurs valeurs dans
ry s, 0o 'y a plus qu'a substituer dans I'équation (1)

qui devient ainsi

Iy
gxr O
d’ou
y=Ax—+B,

A ct B étant des fonctions de z. C’est bien la forme (2).

Remarque. - Jai tenu a donner un calcul complet
comme application du théoréme général, mais il est
clair qu'ici il vaiait micux calculer simplement BZ;,.
puisqu’on avait préva que cette dérivée serait nulle
Voici comment on peut y parvenir,

Dans I'¢quation de la surface

s = [y,
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concevons qu'on ait remplacé ) par sa valeur tirée de
cette méme équation; nous obtenons alors une identité
et les dérivées des deux membres, par rapport a x, doi-
vent étre égales

S o
ox Jdy ox
ou
Gy __»P
or q
On a alors
ay og op
ny i _r(5)-7(3)
oxr ~ dr q? ’

0 . .\ ..
<5'~]> contient x de deux maniéres, explicitement et par
v

Pintermédiaire de y : donc

I9g\ _dq 99 Iy _ P
<Di>vdz+0yﬂ~_é lq
De méme,
oip\ _ op ap dy P
Gﬁ“ﬁ*@%*“ﬂq
On a donc finalement
2y  —pt+opgs—qir

Jxr? (/3

et cette expression est nulle en vertu de ’équation (1).

Dans les exemples suivants, les changements de va-
riables seront plus compliqués : les nouvelles variables
dépendront non seulement des anciennes, mais encore
des dérivées de la fonction par rapport a ces variables.

TransrormaTion DE LEcenore. — Cette transforma-
- lion consiste a remplacer les variables x, y et la fonc-
tion z par les nouvelles variables X, Y, Z, dont voici la
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définition
R 03 _ 03 _ _ .
(1) X= =D Y——a;;,—?» L=px+qy—s.

Je me propose de calculer les dérivées premiéres et
secondes de la nouvelle fonction Z par rapport aux
nouvelles variables.

1° Dérivées premicres de L. — D’apreés la méthode
indiquée, il faut chercher une relation de la forme
dL =P dX + QdY,

et I'on aura alors
oz

oZ
P=x =5
Or la troisiéme équation (1) différentiée donne immé-
diatement

dl = pdr + qdy — ds + rdp + y dq,
ou, ¢n tenant compte des autres équations (1) et de ce
que les trois premiers termes de la derniére égalité dis-
paraissent en vertu de Végalité qui définiv p et g
(dz=pdr + ¢dy),

AL =z dX + y dY.
Donce

(2) P =ua, Q=y.
2" Dérivées secondes de 7.
WSRO _or o am 0P 00 or oy
oX2 T oX T X T0X0Y T oY oX T oY  oX’
r_ T _0Q oy
ToY: T oY T oY’
Nous avons donc 4 calculer les dérivées de x et ) par
rapport avx nouvelles variables, ¢’est-a-dire & trouver
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des équations de la forme
dr =A dX + B dY,
dy = A'dX + B' dY.
Or r, s, t sont définies par les identités suivantes
dp = rdr + sdy,
dg = sdr +tdy,
qui peuvent s’éerire

dX = rdzr +sdy,
dY = sdr +tdy.

On en tire
t s

dr = - dX — - dyY,
rt --s? rt—s?
dy = —— dX + —"_ dy.
k rt — s? rt —s?
Donc
or i
x — ===
) < —S
(3) S = 2’
T=_" .
rt —s?

Remarque. — Les anciennes variables s’obtiennent
en fonction des nouvelles par des formules analogues

r="P, y=Q, s=PX+QY—-1Z,
p=X, g=Y,
T __—s ,_ _R
"TRT—s T RrT—s? T RT—8%
INTERPRETATION GEOMETRIQUE. — La transformation
de Legendre revient & remplacer une surface par sa
polaire réciproque par rapport & un certain parabo-
loide.
Soit, en effet,
) z2=f(r,y)
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“ . , £ __ 93 03 1 soit
I'équation d’une surface, p= -, g = 3 oi

24+ yr=123

celle d'un paraboloide. Cherchons la polaire réciproque
de la surface par rapport au paraboloide : un point de
cette polaire réciproque ayant pour coordonnées X, Y,
7, son plan polaire par rapport au paraboloide,

Xr+Yy —s5—1=o,

doit sc confondre avee le plan tangent a la surface au
point o, 3, Za,
=By = polr — 1) = qol Y —yu).
On adonc

X Y Z

I = s == ’
Do Yo LPolo =y Ve So
ou

N\ = I40) Y = Go- L= PoTo= Go)o— Fu!

ce sont les formules de Legendre.

Transrormarions pE contacr. -— Les formules que
nous venons de donner ont un caractére remarquable :
elles permettent d’exprimer non seulement X, Y, Z,
mais encore les dérivées P —= ?)Z\, Q= %f; ¢n fonction
de sy, =, p, . De parcilles transformations s’appel-
lent des transformations de contact. 1l est facile de voir
que celan’est pas possible, en général.

Soient, en eflet, les trois formules dont la derniére
résulte des deux autres,

N=fry.5p,q),
) Y =/i(a,y5 5 p, g0
L= [,y 5. p.yr
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Pour avoir P ¢t Q, cherchons une relation de la forme

0L = A dX + BdY,

ct pour cela différentions les équations () :

c_ 9 of AT of
(l.\_l};dr—p 3;(1) ; o;d‘“'" op dp—o—@dq,

L Of; a9fy df, df, Af

[Z] N — 1 da - — 4 Py -
() « dY = o dx + oy dy + o ds + op dp + oq dq,
_90fy afs 5, Ofs , dfs afy , .
dL = o dx + oy dy + s ds ~ PP ap + o dy:

comme

dz = pdr -+ qdy,
dp = rdr — s dy,
dqg = sdr + t dy,

en portant ces valeurs dans les équations (), on pourra
éliminer dx, dy et le résultat de I'élimination sera évi-
demment de la forme

dl = A dX +~ BdY.

Mais A et B, et par suite P et Q, contiendront r, s, ¢, ce
qui démontre le théoreme.

La transformation de Legendre jouit done d’une pro-
priété spéciale. Géoméilriquement voici ce que cela veul
dire : p, ¢ et —1 sont, comme on l'a vu, proportion-
nels aux cosinus directeurs de la normale au point x,
¥, 25 de méme P, Q, — 1 sont proportionnels aux cosi-
nus directeurs de la normale au point X, Y, Z. Les
transformations de contact sont dounc celles qui font
dépendre les points et plans tangents de la nouvelle
surface exclusivement de la connaissance des points ct
plans tangents de la premiére surface.

Cest bien une propriété de la transformation par po-
laires réciproques; c’est aussi, évidemment, une pro-
priété de toutes les transformations qui font correspondre
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les deux surfaces points par points (inversion, homo-
graphie); car, 4 trois points infiniment voisins qui dé-
terminent le plan tangent a la premiére surface corres-
pondent trois points infiniment voisins déterminant le
plan tangent & la deuxiéme surface.

La correspondance entre une surface et sa podaire
esl encore une tl'mzsfornmtion de contact.

Soit, en effet,
z=f(x,7)

I'équation d'unc surface,

53— 5= po(xr — &)+ qo( Y —Yo)

I’équation de son plan tangent au point M(xy, y0, z4),
et cherchons la podaire par rapport a lorigine O. La
perpendiculaire abaissée de 'origine sur le plan aura
pour équations

xr s <

—1

0

Po q
Les coordonnées du point u(X,Y,Z) de la podaire
seront, en effacant les indices zéro, donmnées par les

équations
" X-=pZ=o,
1) Y+ qgyl=o,
—:=p(X—2)+¢g(Y—)).

Calculons maintenant P et Q, et, pour cela, différen-
tons les trois équations précédentes,

AN+ pdL +1dp = o,

dY +~q dL + 1 dg = o,
dl-- ds =pd\—pdr - qdY— gdy +(X—z)dp+(Y—))dg.
Les wrois termes surmontés d’un trait se détruisent

parce que x, ), = est un point de la surface donnée, et
I'on peut alors éliminer dp et dg entre les trois derniéres
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équations, ce qui donne

dX -+ p dL YA o ]
dY + q dZ o Z =o0
ou
[P —(X—x)]dX+[gZ —(Y—y)]dY
=[p(X—x)+q(Y —y)+1|dL,

ou encore
(8) (x—2X)dX —(y —2Y)dY +(5—22)dZ = o.

Si I'on résoul cette derniére équation par rapport
a dZ, les coeflicients de dX, dY seront P et Q et ne dé-
pendent que de x, y, z, p, ¢, c¢ que nous voulions dé-
montrer.

Remarque. — L’équation (&) exprime la propriété
suivante : La droite qui joint le point p. au milieu de
OM est perpendiculaire a tous les déplacements dX,
dY, dZ, en d autres termes est la normale & la seconde
surface au point . C'est la construction connue du plan
tangent au point (1.

Réciprocité des transformations de contact. — Nous
allons établir pour toutes ces transformations une cer-
taine réciprocité. Entre les équations (a) éliminons p
et ¢, considérées comme variables indépendantes. Nous
obtiendrons une équation

o(r,y, 5, X, Y, Z)=o0,
qui représentera deux surfaces £ ou ' suivant que 'on
y considérera x, y, 5 ou X, Y, Z comme les coordon-
nées courantes. La surface I enveloppe le lieu S' du
point X, Y, Z et la surface ' le liew S du point x, y, =.

Pour le démontrer, soient M, M,, M, trois points
infiniment voisins de S auxquels correspondent trois

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIIL. (Janvier 1894.) 2



(18)

surfaces £, ¥, ¥, se coupant deux a deux suivant des
courbes distinctes : soit par exemple v, la courbe com-
mune a ¥ et 5y, et vy, celle commune & ¥ et a 2,5 le
point p de I'enveloppe § est la limite du point d’in-
tersection de v, et y,. Cela posé, je consideére encore la
courbe C, d'intersection de S’ et de 3, et la courbe C,
d’intersection de §' et de 55 ces deux courbes se cou-
pent en un point w, infiniment voisin de i, parce que
les deux surfaces ' et £ sont tangentes en . De plus,
¢t pour la méme raison, un point w pris sur vy et un
point w, pris sur C,, dans le voisinage immédiat de p,
sont & une distance p'u) infiniment petite du deuxiéme
ordre 'un de Pautre; de méme p"w) est infiniment
petit du deuxiéme ordre, p” et | étant pris dans les
mémes conditions sur vy, et C,. Donc enfin le plan tan-
genten o a Z,0ud S, est la limite, soit du plan pp/p”,
soit du plan uw) ;. Cherchons maintenant 'enveloppe
de la surface X' @ nous devons considérer trois surfaces
Y, X\, ¥, correspondant a trois points de 8’ infiniment
voising p, ul, u} on, ce qui revient au méme, a trois
points u, ', w', puisque p'u et u”u| sont du second
ordre.

Mais alors X| passc au point M, et =) au point M,;
¥, et X, coupent done ¥ infiniment prés du point M
(qui est un point de Venveloppe de ¥'5 comme MM, M,
a pour limite le plan tangent soit a S, soita ¥/, le théo-
réme est enticrement démontré.

LExemple. - Revenons aux ‘quations (v) du pro-
bléme des podaives. Le rvésultat de Pélimination de p
ctde g entre ces ¢qualions est

X2~ Y2 72— X — Yy —Zz:=o0.

Storc vz sonl considérés comme des parameétres,
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I'équation précédente représente une sphére décrite
sur OM comme diamétre : la podaire est I'enveloppe de
cette spheére.

Si X, Y, Z sont des paramétres, la méme équation
représente un plan passant au point p et perpendicu-
laire sur Oy : c’est le plan tangent a la surface donnée,
il enveloppe cette surface.

RECHERCHE DES TRANSFORMATIONS DE CONTACT.

TrtoriME cENERAL. — SI lon appelle X, Y, Z les
nouvelles wariables, et P, Q les dérivées de I par
rapport @ X et & Y, le probléme qui consiste a recher-
cher dans quels cas ces cing quantités s’ expriment en
fonction de x, y, z, p, q est le méme que celui oi
U'on cherche cing fonctions X, Y, Z, P, Q de cing va
riables indépendantes x, y, z, p, q satisfaisant @ 1’é-
quation différentielle

dL—PdX —QdY = (ds —pdr—gqdy),
olt p est une fonction dex,y, z, p,q.

1° Je suppose trouvées cing fonctions X, Y, Z, P, Q
de x, ¥, z, p, ¢ vérifiant I'équation précédente. Si en
plus p et ¢ désignent les dérivées de z par rapport a x

¢l y, on aura

dz —pdr—qdy=o0
et, par suite,

dZ —P dX —QdyY = o,

ce qui veut dire que

YA YA
x W=y

P=

2° Réciproquement, si I'on a obtenu une transfor-
mation de contact, et si 'on suppose ensuite x, y, z,
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p, ¢ indépendantes, il existera une relation de la
forme
dl — P dX —QdY = ¢(dz—pdx—qdy).

Par hypothése ’élimination de dx et dy indiquée
(p- 15) entre les relations () a réussi, c’est-a-dire qu’on
a pu trouver des multiplicateurs P, Q ne contenant
pas 7, 5, £ et tels qu’on ait identiquement

dl. — P dX —QdY =o,

J5 05 .
3 1 ’ 2 lge — ct —=. ¥ » 2 —
ps q étant jusqu’a présent - et o Mais r, s, t ne figu

rent que dans dp et dg; il faut donc qu’en formant

dZ —P dX — QdyY

le coeflicient de dp disparaisse ainsi que celui de dq.

Donc 4
‘ ﬂj_g_p ﬂﬂ( %:(,’
Jp ap op
(f{f"l_]»i)-f_Q‘_)l‘ =
Jq Jdq dg

De plus, les coeflicients de dx, dy doivent étre aussi

nuls :

W e (U YN (9
‘07"»]'_,_)—;—‘ <5—;.7‘1)E)“‘Q(’6;—[) d;>_“’
| o s (A O AN
(W""’?E""<ay+‘lu_s)_Q<@f+’l‘o§>~"s

et ces conditions sont évidemment suffisantes.

Si 'on peut trcuver des fonctions P et Q vérifiant
ces quatre équations, le probléme sera résolu. Les
équations (2) feront connaitre dX, dY, dZ, d’ou
X, Y. 7Z

Cela posé, multiplions les quatre équations ci-dessus
par dp, dg, dx. dy, et ajoutons : il vient, en consi-
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dérant x, y, 2, p, ¢ comme des variables indépen-
dantes,

() “)
dfs— j;' (ds —pdz—qdy)

=p[df—§£(dz—pdm‘7d.}’)]

+Q[df1——df’ (dz——pd:r—qdy)],

9z

¢’est-a-dire
dL — P dX — QdY = pg(dz —pdx — q dy),

en pOS&ll t

oL 9X oY
iz VU

Le théoréme est donc démontré.

Avrerication. — TZransformation d’ Ampére. —
L’expression dz — p dx — ¢ dy peut s’écrire

d(z—qy)—pdz+ydg.
Posons

L=z—gqy, X=u, Y=g¢q;
P=p, Q=—y.
On voil que
dl — pidX —QdY =ds— pdr — q dy,

par suite p =1 et I'on a une transformation de contact,
due a Ampére, et qui pourra:éire utilisée quand celle
de Legendre sera illusoire, c’est-a-dire quand on aura

rt — s =o.

Il est facile de se rendre compte pourquoi, dans cette
hypothése, on ne peut prendre p et ¢ comme variables
indépendantes.

Choisissons cn effet x et ¢ comme variables (voir
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. op
ci-dessus) et calculons by

dp =rdr +sdy,
dg = sdr + tdy;
d’on
52 s
(Ip:<r— 7)d.’l‘—i—zd’].
et, par suile,
op _rt—s?
oxr .t

Donc, si rt — s? = o, p nedépend pasde x; il yadonc
unerelation entre p et g, ce qui empéche de les prendre
comme variables indépendantes.

Remarque. — La transformation de Legendre résulte
de méme de Videntité

d(s—pr—qy)—xdp—ydg=ds—pdr—qdy.
ou 'on peut poser

N=p. Y=gq, L=s—pr—gqy,
P=wz  Q=y.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(CONCOURS DE 1895).
SOLUTION DE LA QUESTION D'ANALYSE;
Par M. AUDIBERT.

Nous convenons que, sur le chemin OBx, on ne ren-
contre aucun des points critiques @1, ..., a8 de la
v . sp1 . B
fonction —— ¢t que, sur le parcours OCaqj, il ne s'cn
trouve quun, aj, qui termine la trajectoire de z.

\ .
Cela posé, un parcours quelconque donné, pour le-
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quel la valeur de I'intégrale est V, se ramenera, d’apres
un théoréme connu, au parcours d’un certain nombre
de lacets suivi du chemin OBx.

On entend par lacet relatif au pole aj I'intégrale,
prise le long de OCaqj, d’un cercle infiniment petit en-
veloppant ce poéle, et du retour suivant ajCO. Un la-
cet n’enveloppe qu’un point critique.

Dans le cas considéré, 'intégrale sur le petit cercle
est nulle; mais, quand z a contourné aj, le radical a
changé de signe et la valeur du lacet est

“ 5p=1dz Yzp—1dz

e —*f —_— = QA‘]'.
o Y aj —Y

Le radical supposé pris avec la valeur initiale 4+ yo,

devient — y, quand z revient en O, aprés le parcours

du lacet.

L’intégrale prise sur deux lacets successifs relatifs
aux poles aj et ai sera 2(Aj — Ai). Aprés ce parcours,
la fonction reprendra la valeur et le signe qu’elle avait
avant; 2(Aj— AJ) est une période.

Prise suivant un chemin composé de plusieurs lacets
et du parcours OB.ux, I'intégrale -

V= 21\1—— 2A5 ...k ZAJ._’—_ 2A =1,
Le signe — ou ~+ affectera I suivant que le parcours
comprendra, en outre de OBx, un nombre impair ou
pair de lacets, ou, ce gui revient au méme, un nombre
entier de périodes suivies ou non d’un lacet.
En désignant par ¢j une période et par mj un nombre
entier positif ou négatif ou nul, on aura

V=Xmjej+1 ou V=Xmjoj+2A;—1.

En remplacant dans cette seconde évaluation de 'V

2Aj par 2Ay-— 2 (A, — Aj), elle devient

V=Xmjy/+28—1.



(24)

Le polynéme R(z) a huit racines, mais on n’aura pas
8.7 périodes distinctes. On peut d’abord ne laisser sub-
.2
sister dans Smy ] que les périodes de la forme

2(A, —AJ),
caron a

WA — A =2(A— A — 2(A,—AJ).

A ce compte, il y aurait encore sept périodes; mais
comme (méme dans le cas de p = 3) I'intégrale V prise
sur un cercle de rayon infini tracé de Iorigine est nulle,
el qu'on peat passer du parcours des huit lacets succes-
sifs au cercle infini, sans franchir de pole,

2A;— 2 A4 .+ 2A—2A3 =0,

el, par suite,

-G

-G

271 Gy == @y Oy — g @7 = O,

On pourra donc éliminer 2;, par exemple, et écrire
()  V=nyo+me—...+msos+ (I ou 2A —1).

Les périodes composées oy, ..., wg, détinies dans I'é-

noncé, sont lides aux périodes simples o par les relations

"Ql == M.

Yy = W) - Wy,

Ty = Wy wy,

Ty = Wy Wy =y,
D5 = Wy - Wy - Wy,

-G
!

¢ == Wa —+ Wy, — Wy —+ W
' ¢liminant les ¢ dans (1), on arrive a Pexpression
() "=y oo mgwg—+ (I ou 2A; — 1),

1" On suppose que la fonction R(z), dont 2 serait
racine, se riduise 4 284 @z 1 ; ce trindme s’annulera
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pour les huit valeurs de =

a % 1‘/—'“ —ay—I,

1
24 a <3 X

Posons

. , , . . . 1
ces intégrales étant prises suivant les droites Oz et O _»
a la condition toutefois que ces chemins d’intégration

A 1 . ’ .
ne rencontrent que les péles o et e S’il en était autre-

ment, si deux racines de R(z) avaient méme argument,
ces parcours devraient étre un peu infléchis.
J.d'
. ., F
Les huitJacetsdelintégrale o = [ — seront respec-

Jo
Livement

28, — 24y, 21\1\/—-——;, —2A,y/—1,
2Ay, —aNy, —a2A,Y/—, 24,/ =1,

Les six périodes suivantes s’en déduisent

1A, 2 r\1<l —\/:), 2:‘\1(1 +‘/jl>,

41\2, 1lt\g<|+\/:‘—l>. 2A2(|—\/:).

On voit qu'elles ne sont pas toutes distinctes, car, en les
désignant par ordre, par les lettres o,, 05, ..., ona

”

-G

2+ O3 =

-6

Dy Gp = O
1 G5 @6 = Qi

On peut donc en supprimer deux, ¢, et 5, par exemple,
dans I’évaluation de o.
On a encore les relations

2’?3—‘?1=i-\1\/—l» Oy — 20 = fA/—1.

Les seconds membres, qui sont d’ailleurs des périodes
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relatives aux poles ay/—1, —ay/—1, ”_';—_l, __;’:_'_,

peuvent étre substitués 2 Dy €t 9.
Finalement, on peut adopter pour w les quatre pé-
riodes suivantes :
(3) FAL 4A. AV =, GA—1.
2* Considérons en second licu I'intégrale
>

32ds

o= _—

/o Y

Le lacet relatif an pole =

s'exprimera par Pintégrale

/‘” ds
" as
. Y

1
o3

. t
apres le changement de z en =+

Ce lacet est égal, au signe pres, & intégrale o prise
sur un chemin qui part de Pinfini (ou les éléments de w
sont nuls) sur la droite O, va jusqu’au pole . qu'il

o4 o 4
contourne sur un petit cercle, et retourne a l'infini sur
la méme droite, sans toutelois franchir d’autre point
critique.

La valeur de cette intégrale ne changera pas si nous
éendons son double parcours jusqu’en O, & la condi-
tion toujours de ne pas franchir de point critique, et
sous celle réserve on aura

dsz *ds
S A

X
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D’autre part, si I'on prolonge a I'infini dans les mémes
conditions le lacet 2 A, de w, on peut écrire

1
x - 0 7.
2A2=f é: éﬁ
o J (A

Donc un lacet de v relatif a un pole est égal au lacet
de w relatif au pole de valeur inverse et réciproque-
ment.

Nous connaissons les lacets de v ; en les combinant
deux a deux, nous formerons les périodes de cette inté-
grale

SAL GALVTTL, —4A VT, 4A,
qui sont distinctes, et ont avec celles de o (3) les rela-
tions indiquées dans I’énoncé.

3° Le lacet relatif au pole o de lintégrale Aw + Bu

1
x T
zle‘i“--ka‘f:;
Jo Y o Y

il s’ensuit qu’en adoptant pour o les qualre périodes
(3), celles de A w 4+ Bu seront déterminées : elles auront

les valeurs suivantes

est

4(AA; + BAy), 4(AA—BA,)yY—1,
A(AA,+BA)), 4(AA,—BA V=1,
Elles sont distinctes, mais, si I'on fait A =18 —1,
clles deviennent
.iB(Az—i"Al\/:), —-4B(A1+A2\/—l),
iB(A; +Ay/=1), —4B(Ay+ A Y1),

et il n’y en a plus que deux de distinctes.
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SUR UN PROBLEME DE GEOMETRIE PLANE;
Par M. RomuaLp BLAZEIEVSKI.

7 -
RELATIONS ENTRE LES DISTANCES D UN POINT DU PLAN
AUX SOMMETS D,UN TRIANGLE.

Supposons qu’un point C (fig. 1) est joint aux som-

mets Ay, Ay, Ay parles droites A, C, A,C, A, C: dési-

Fig. 1.

Ay

gnons par wy, 'y, w3 lessegments AyA', Ay A, Ay Al
par =i, 3., 53 les distances A,C, ..., nous avons le
théortme (Euler) exprimé par I'équation

(i I B R
W Wy Wy
En cllet, soient £y, Hy les hauteurs des triangles

A CAy Ay AL A, ayant A, A, pour base, nous avons

surf, Ay CAg ssurf, AjA, Ay
=y Uy = CAL 1 AyA) =

= Wy — Iy ! Wa.
De la méme fagon, eu égard aux triangles A, CA,,
ALCAL
surfo A C A, Tsurf. Ap A, A, =
swrf AL GG s A AL\ =

= W= 3wy
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La somme des premiers termes est égale a A, A,A;;

ainsi

Wy —— 3q Wy — 25 W3 — 53

+
wy wo w3
et aprés quelques réductions nous avons ’équation (1).
Si le triangle doit étre réel, les z doivent satisfaire a une

seconde condition. Nommons §, = A, CA,, 0,=A;CA,,

TN
§; = A, CA., Ale double de la surface du triangle, nous

avons
Wy 3y sinfly3+ wy338in0, = A,

Wy 3y sinl;+ wssysinf; = A,

W33y sinly 4+ w35 sinl; = A,

ou bien, en résolvant par rapport a sinf,,

T 0133 W33 | o W33 W5y
D sinf,
— =" [ w3 |, D=| wyzy 0 w3y |,
b 1
| 1 w3z o Wy 3y W33, o l

Dsinhy = A(—siwyw, -+ 313,01 W3+ F1F3 0 0s),

ou, d’apres 'équation (1),

. z 3 53
Dsinfy = A (-— D 22 23 ) g wywawy
Loy wo ws
S
=2Aw,wawy5, (11— — )-
Wy

Pour la réalité de 8,, on doit avoir

\

2 A Wy wywsz 3y <1— i) | <D,

Wi

et deux autres inégalités doivent avoir lieu :

2A W, W, w335, <I—f—> |<|DY,

2
W

-\
2Awwywy s, <l — i)|<|Dl
w3

Les z choisis d’apres les conditions exprimées par les
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inégalités et par I'équation (1) permcitent de construire
le iangle AyAyA;. Taisons (fig. 2) AC =z,

N . “
A, CAy=08,, A\CA,; =0,, CA, = z,, CAy =z, : pre-

Fig. 2
A,
b Ay
A, [N
\\
AN
x

nons Ay A pour I'axe des x, la perpendiculaire en C
Ay A, pour I'axe des y. Nous avons, pour les coordon-
nées de A, A,, Ay,

;‘ ....... w— 3q, 0,
A — 35 cos 0y, 35 8in B,
Ay, . —23z3c080y, — 33sin0,.

La surface du triangle A, Ay A; sera la moitié de

I’cxl)rvssion

1 W — 3 0
1 — 39c0s0; 3y 8in03
1 — 33c080, — z3sin,

= 3y 23(sinfycos03 4+ coslysinby)
bi (W) — 51)(328in0; — 33 cinfy),
ou bien

Spsysin(2aw — 0y) 4+ (@) — 3, ) (35 8in O3+ z35in0,).

D'apres les valeurs des sinus des angles 6,, 0,, 0, don-
nées tout a 'heure, cette expression est proportion-
nelle a
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Selon le théoréme d’Euler cette quantité s’annule. Ainsi
les points Ay, Ay, A} sont situés sur une ligne droite. De
méme A’ est sur la droite Ay Ay, A} sur A, A;. Parmi
les triangles construits d’aprés cette méthode, il peut s’en
rencontrer de tels que z,, 55, 25 solent les bissectrices
des angles A, A, A;. En donnant cette condition, nous
avons un probléme déterminé : solent wy, wq, wy les
bissectrices du triangle données en longueur, mais non
en position, trouver le triangle.

THEOREMES SUR LES BISSECTRICES.

Tatorive I. — Décrivons le cercle circonscrit a
A AL Ay, soit Al le miliew de U'arc Ay Ay, on a la re-
lation

AvAL D ALO = A0 1 AsAL.

En effev (fig. 3), d’aprés la construction,

AjAg.‘\ié:Ag.AlAg, AZAlA,], :AgAlA /1,,
LAZA, =L AZA,, 1AAL = LAY A,,

¢n désignant A, Ay, ... les ares ALA,, . ..5en ajoutant
LOAA; + AsA]) = S(AL Ay + Az AT,

c'est-a-dire les angles A;OA}, A} A, O sont égaux,

et, par suite,
A AL = A0,
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Les triangles A A,AL, A;A, A, sout semblables,
ayant :

P N
ATA Ay = AJALRY,

et 'angle A, A’ A’ commun. Nous pouvons conclure la
8 28y p

relation

/\]A; : szl{, = A’ZA; . /\1:\;;
mais comme A, A}, = A0,

NSOt ARAL = ALAL 1 ALO;
mais A, AL =0A,+O0A}, A A, =0A,+OA, —A,A),
en désignant A, A, par Ty, OA, par z,, A, A par w,,
nous avons

(2) Laica+le=5+ L —wal by, (23— wy)la=232(wy—23s).
Tutorime Il. — Soit D le diameétre 20K du cercle
inscrit, nous avons

OA} 1 1A40 =0A;:4D.
- TN % L
n eflet, AyALO = A, Az A,, car ces angles, inscrits
dans le cercle, s’appuient sur le méme arc A, A5 AL, H
est la hauteur du triangle équilatéral A, A, 05 les
triangles rectangles A, HO, KOA,, ayant égaux les
angles aigus, sont semblables ¢t nous avons la relation
ci-dessus, qu’on peut écrire
3 7y = 138
(3) 52 7 D
UNE METHODE POUR $'ASSURER QUE LE PROBLEME A DES
SOLUTIONS REELLES, QUELLES QUE SOIENT LES VALEURS
ARBITRALRES (¥, (¥, ¥y,

IFaisant une substitution circulaire des indices dans
(a) et (3), nous avons

(1) L(rsi— o) =3 (wy-- 3p), 1

(5) I3(233— ay) = S3(wy— 53). D% = 313,
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Ces six équations et I'équation (1) déterminent les
inconnues z, mais I'élimination est trés laboricuse,
comme nous verrons plus loin. Ainsi nous choisirons la
méthode géomélrique suivante. Supposons

Wy 'y w3
my = ) Ny = ’ mz = ’
Wo vy 5y 8y Wy Wy
<1 oL <3
— =Ty, o = Ty — =Ty,
W 'y Wy
v y r
st ST G2 .
P | —— =J)2 — =J)3
W, J Wy J w3 Js

alors les équations données par le théoréme I prennent
Ia forme

‘ y(2r —1n) =x(—ua),
¢’est-a-dire les points axy, yi(1 =1, 2, 3) sont sur une
conique. En outre, nous avons

Dmyyy = xyry, Dmyy, = ryxy,

Dmyy; = ryx,, Ty~ g4 3= .
Introduisons une variable « déterminée par

rixsxy3 = Du,

myxr yy = u, MmyTyys = U, myxrsy; = u.

Le point zy, y estsur I'intersection de deux courbes
du sccond degré,

y(r—1)—r(t—x)=o, myry = u.

Laissant pour une autre occasion la discussion du cas on
x > 1, remarquons cette pl‘opl'iélé intéressante de ces
courbes qu’elles ont un scul point d’interscction. En
effer, la premiére est une hyperbole passant par Pori-
gine et Je point x =1 dont les asvmptotes sont les
droites

r—4=o, Ay +o2xr —1=o0;

la seconde courbe est une hyperbole ayant pour asym-

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIII. (Janvier 189}.) 3
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ptotes les axes des coordonnées (fig. 4). L'intersection
de ces deux courbes peut étre située seulement sur la

Fig. 4.
Yy C) :F
\\
\
\
AY
\ X
8
\
[+} A as, X
.
“E

branche FME. Remarquons que pour x >1 ou x <j
la premiére hyperbole a la forme de la fig. 5. Faisons
J8
varier « depuis o jusqu’a Iinfini : pour =0 on a
Y =0,x=1; pour u=2x, X =41, La somme des va-

Fig. 5.
,
!
)
/
M/
.
M/ P
s W
/ /
0},
A /
-~ ’
f” //
- 7
B /
I
’
/
/
'
4

leursdes x varie depuis le maximum 3 jusqu’a 2. La con-
dition &y + x, + x; = 2 sera remplie pour de certaines
valeurs des x renfermées entre les limites 1 et 4, car la

, . , dxr , . ,
dérivée ~Ju Teste négative pour toutes les valeurs réelles

de u. Nous avons
(1 —x)
2xr —1

my

;
prenant la dérivée, on trouve

dr (22 —1)2

du 7 nyar(—o 4+ oxr— jx*)’
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le dénominateur n’a pas d’autres racines réelles, excepté
x =0, mais cette valeur n’est pas renfermée dans
les limites données pour la variation de x. Ainsi
x, + Xy + xy, passant de la valeur 3 a la valeur 3,
prendra, pour une certaine valeur de u, la valeur 2, cc
qui est la condition du probléme.

SOLUTION ANALYTIQUE DU PROBLEME.
Eliminant les y, nous avons

(21— 1)Ty Xy . (2209 — 1)X 0y
’ myl) = —

D= " /~
i (1 —7q) Zy(1 — 23)

(223— 1)21 2y
myD = —u =, X+ Xy + X3 = 2.
r3(1— xy)

Supposons que z, X», x; soient les racines d'une
équation du troisieme degré
B—ot24yt — %(y——l)zoz
¥ et z sont les nouvelles inconnues, ¢ est une con-
stante; posons

h = my+ mg—+ my,
k= mym, 4+ mymz +mqgms.

= mymomy.

D’aprés la théorie des fonctions symétriques, on trouve

(A) £:;+ziy—l)“ ‘1/2_3_ ’

4 —9 gy —1
(B) q—s=4xy—1)(s—2q9)+ qx?,
(G) (g —3)5=(8g —3z)x8+ (35— 29)y23

en substitnant au licu de D la quantité

2
i
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et posant

/«D:'J;, 1D:==_Z§, (]0:‘/_'/_{.
Retranchant ’équation (B) de (C) aprés avoir multi-
plié¢ par z, nous avons &* — x + = = o. Il est intéres-
sant que Xy, Ty, X, peuvent étre exprimés comme
fonctions clliptiques de la méme variable. Nous avons

My qox (1 — 1) = xxsxr3(221— 1),
My GoTs(1 — Ty) = xx 1 r3(222—1),

Par une simple transformation, nous trouvons

Myqor (1 —21) — My qox2(1 — 2)
= zx3(x)— 1y) =2 70y — 27 — (20X — TX}).

Ainsi le polynome
< 2
rF =miqoxri(1 — x;) — 222; + 20}

n’éprouve aucun changement quand on permute les in-
dices i: ¢’est une fonction symétrique de a;. Répélant
la méthode par laquelle nous avons trouvé I'équation
(A), nous avons

S _

L=3+

+F Fys |
- s—gq " qy—y’

on ('omparant avece :\, nous avons

Fz(ys—y) _ys—2q ¥z
TE—(r—1  s—q  qur—1)

mais la seconde partie de 'équation est divisible par
12 —q, comme on peut le véritier facilement. Ainsi

F=g(r—n—yi—9)—q
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A Paide des équations (A), (B), (C), on a

q—x

F=1+4+ '—i—z‘z—’
el nous avons ’équation

Y il

7

(x—myqy)x}+(myqgy—22)r = x +

avee deux autres analogues. En résolvant par rapport a
&y, on trouve sous le radical un polynome du quatriéme

N

degré.

NOTE A L'ARTICLE PRECEDENT.

Pour étre bref, nous avons donné les résultats de la trans-
formation des équations par les fonctions symétriques sans
aucune preuve; pour remplir cette lacune reprenons les équa-
tions

20 — 1) Do T 2Ty —1) Ty Ty

D= CTTNZE) QT T T
x (1— 1) xra(1— 2)
myD =..., X+ Xy+ Ty = 2.

Les quantités xs, 3 sont racines de 'équation
2, T3

P (ri—2)l + 2] — 221+ y =0,
c'est-a-dire

La fonction de x; entrant dans m D peut étre représentée par

22y —1 1 1
(1—x)) 1—x 1,
Ainsi
r}—oxr + r}—2xi+y . —1
m;D ="1 il AR 1 )=5*tg1;l+L___Z.
1— I xy 1—a xr

Multipliant les numérateurs et les dénominatcurs des fractions
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I 1 . )
———y — par (1 — >y) (1 — xy), 2273 ct remarquant que
| —ry 2y

(1= r)—=2) (01— T3) =y —1— Z(}"“)“—‘()’*“l)("—%),
. 3

TN\ Ty X3 = -(!;()"—1):

nous avons
Zi—r+y—1  y(xri—2xi+y)

myD=3—o2x + p p N
— 1 —{(_}/’——I)

3
mais, d’aprés la théorie des équations,

Sx?=(Xx P — 2 rire=f—2y;

ainst nous avons la formule (A)

(A) W =54 &

Le produit mymyD? est exprimé par

(23— 1) oxs—1)x} _ (jri—0xi+ 4y — 37}
(W —ag )t —.ry) T} — Xy — i
(ny —3ari+y—1

2 X o ’
ri—ri+y —1

=4ri—(2z21+1)+

multiphant la fraction par 1— 2y et divisant par la méme
quantité, nous aurons au dénominateur

('—-"'1)('—-7'2)(1—‘-T;;):(,}/—l)(l~— (é>,
ainsi 0

p— — oV — (92 —3 )2
Mmyny D= § 3 “‘(‘2-T1+l)-l—”} (v —2)ry— (21 3)3‘1_
q

PR (N |

(=0 2)

\

»

Péquation (B) de lartiele précédent est
y—t+2(y—2)—(2y—3)(b—2y)
- )

()'-1‘)(r-%)

A D?::Q-S‘y—;—A

kD= (4= )— §—3
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L'équation (G) est le résultat de la substitution de ¢ = 3’

=1 dans le premier membre de I'équation

p—avrye—L(y —n=o=f1,

1 x03 (221 —1) (28— 1) (223—1) _ 8£(0) f(3)

ny Ny Ny D3 = _ '
(U — ) (1 —22)(1 — 23) 0)

b/(%) =(1— 2r'>(l_21"2)(»“‘”~'->:4(x—z >]+8~-_

f(l):(‘}’—l)(I-——%), f(())-—‘-—(}/_l)’

249 .
1)3————/—[/.}/( -—q)+——q—3J.
q z 3
Chassant les dénominateurs, on trouve I'équation (C).
Nous avons posé I'équation
myqory(\—x)—2x21+ xxr}=F,

désignant par F une fonction symétrique des racines de I'équa-
tion f(¢)= o. Divisant par x (1 — z1), on trouve

n11q0+x!—z_ F
r i—x, (0 —xq)
mgo 2 FE L F g0y
\—x Ty x
EmJ):?»—;—(lF)Zl Iw —'—FETLv
s | <1

Par la théorie des fonctions symétriques, nous avons

+(|+F)z+ Fyz :
s—q q(y—1)

SmD=3

mais nous avons pour Xmy D Péquation (A). Ainsi

3 (+Fs Fpe _5,.Q=n__»s ;
s—yq g(y —1) s—gq gy —1)
(y—2)5  yz

I“[—z————!———y‘v ]::').—i— 7 .
s—q gy —) =49 g(y—m)

Fa(pz—q) _ yz—29 _¥'5
g(z—gly—1) z—9g gy —1)
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11 est facile de constater que ¥z — g entre comme facteur dans

le second membre de I'équation: chassant les dénominateurs
et divisanl par ¥3 — g, on trouve

. Fe=—a2q(1—y)—3y.

Les équations (B), (C) donnent

flog —3)r2y=(9q — 43)r*+s5-—¢q, 5 =1r—x
GF(—r)r3=8qx?—(9q — 45)x*— 5+ ¢
=— g2+ 42?5 — 3+ q.

Pour # =1, 5 <annule; ainsi la seconde partie de I'équation
est divisible par 1— , ainsi que par 1+ 2. On a, aprés avoir
divisé les deux membres de I'équation par 1 — 22,

(haet—1)z (fz2—1)(x— x?)

[4 [4‘ e —— o
. a0 g = ==
' /A ———— — g

- =q—r-+ (23

L'inconnue 7y est déterminde par I'équation

(r—myqy)x}+(myqy—r2)r) = r +

dont le diseriminant est

(Mygo— 22+ 4(r — miq,) (7‘ + 4L =
désignons-le par
R(x)
ha?

.
R(a) étant un polynome du quatriéme degré, on a

M
2(MyGo—22) X 4 My Qy— 20 = e VR(z).

Si Pon introduit une variable

‘= [\/R(T)

on aura 7y fonction doublement périodique de u.



C(41)-

SUR LES CONDITIONS QUI EXPRIMENT QU'UN SYSTEME
DE TROIS AXES EST TRIRECTANGLE;

Par M. PavrL APPELL.

1. On donne, dans tous les traités de Géométrie
analytique, les conditions nécessaires et suffisantes qui
doivent exister entre les neuf cosinus des angles que
forme un systéme de trois axes avec trois axes rectan-
gulaires, pour que ce syst¢éme de trois axes forme un
triédre trirectangle; mais il peut étre utile de connaitre
les conditions nécessaires et suffisantes qui doivent
exister entre les neuf cosinus des angles que fait un pre-
mier systéme de trois axes avec un second systéme, non
supposé rectangulaire, pour que les deux systémes for-
ment des tricdres trirectangles on pour que 'un d’eux
forme un triédre trirectangle.

Voici une solution sommaire de cetie question, qui a
été posée par M. Boussinesq.

2. Soient 2, B, 5 o, 3, '3 27, 27, ¥" les cosinus des
angles que font entre cux deux systémes d’axes quel-
conques Oxyz et Ox,y, z,. Considérons un autre sys-
teme d’axes auxiliaires OXYZ supposé rectangulaire, et
solent

a, b,c; a,b,c; a,b, "
les cosinus des angles des axes Ox, Oy, Oz avee OX,
0y, 0Z;
ay, by, ¢1; ay, by, ¢y; al, by, c|
les cosinus des angles des axes Oy, Oy, Oz, avee OX,
0Y, OZ.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XUL (Févricr 18g}.) 4
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On a, d’aprés des formules élémentaires,

a=aa,+bb‘+cc,,
M B=aa}+bbd,+cch,
]

D I I I SR P SRS N AP

Y'=a"al +b"by + c"c}.

On sait, d’autre part, que le déterminant
) 1 y q

a b c
D=|a & ¢
a b ¢ \

a une signification géométrique remarquable; il est, en
valeur absolue, égal au volume du parallélépipede ayant
pour arétes des segments de longueur 1 portés sur les
axes Ox, Oy, Oz; si 'on appelle Ox' la normale au
plan ¥ Oz, on a
SN PR
D ==*5sinyOzcoszOx.

D’aprés cela, le déterminant D, qu'on nomme quel-
quefois sinus du triédre Oxyz, est, en valeur absolue,
moindre que P'unité, sauf dans le cas particulier ou le
triédre O xyz est trirectangle : alors D ===1.

Donc, pour exprimer, sous forme condensée, qu’'un
triedre réel Oxyz est trirectangle, il faut et il suffit que
Pon écrive D ===1.

Cela posé, si I'on appelle de méme D, le sinus du
triedre Oy, 24,

ay by ¢
Di=|a), &) )
ay by cf
et si I'on pose

Y
A= o Br YI ,
T

o Bu "
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la régle de multiplication des déterminants donne, en
vertu des relations (1),

(’Z) A= DDt.

Le déterminant A est donc, en valeur absolue,
moindre que 'unité, excepté quand les deux triédres
Oxyz et Ox,y, z, sont trirectangles : alors A === 1.

3. Pour que les deux triédres réels Oxyz, Ox,y, z,

soient trirectangles, il faut et il sufliv que
(3)

A=H1.

Cette condition montre que les six relations clas-
siques

a? BT o+ 2 1,

N B gy .

, " 4 ﬁl/g + Yug 1,
(-I) ' ' !

aa’ + BB + vy o,

ar’ + BB" +yy" o,

a'od"+ BB+ 'y =o,

qui ont lieu nécessairement quand les deux triédres
Oxyz et Ox,y,z, sont trirectangles, sont suffisantes
pour qu’il en soit ainsi;. car elles entrainent la condi-
tion A ==1.

4. Pour que le triedre Ox,y 3, soit trirectangle,
Oxyz ne I'étant pas, il faut et il suffit que D, ==1,
¢’est-a-dire, d'aprés (2),

(5) A==*D.

Ainsi, il faut et il suffit, pour que Oz, z, soit tri-
rectangle, que le déterminant A des neuf cosinus soit
égal, en valeur absolue, au sinus du triédre Oxyz.

Comme dans le cas précédent, cette condition est
équivalente a plusieurs relations distinctes.
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CONCOURS POUR LES BOURSES DE LICENCE EN 1893 (');
‘Par M. AUDIBERT.

I[. 1° Latangente a la courbe (¢) au point x, y, z,

X—:v__Y——y_Z—z

I 2t 2 t2

fait avec les axes les angles o, 3, v; on aura, d’aprés

I'énoncé,
1
oSt = ———— =2
28241 ’
2t
cosf= 5 =
212
COSY = ———— =3,
it 21241 a

z, y et z désignant les coordonnées d’un point du lieu.
On cn tire, par I’élimination de ¢,
T+4+3=1, Yi+22? =2z,
équations d’un cercle situé dans le plan x + z =1, de
]

1 3 — 4 pap—
rayon E, ayant son centre au pomt X = 3, Yy =0,

—1
= 4.

2° La normale principale est déterminée par I'inter-
section du plan osculateur

(X—x)22—(Y —y)ot+Z —5 =0,
avee le plan normal

X—z+(Y—y)2t+(Z—3z)2t2=o.

(') Voir 3¢série. t. XII, p. 462.
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Son équation peut s’écrire

X—x_‘zt(Y—y)_Z_—_z
T ee2—1  —1

On aura, comme dans le cas précédent,

2t
cosa = ——— = 2,
202—1
By it
—at i
cosY = o~ =3,
d’ou les deux équations
x4+ 3 =0, Yi422%t=1,

qui représentent un cercle de rayon 1, dans le plan
x -+ 5= o, et dont le centre est a 'origine.
3° La perpendiculaire au plan osculateur, ou binor-
male au point x,y, z de la courbe (¢), a pour équa-
tion
X—2 Y—y Z-—2z
212 — 2t 1

On aura encore

22
coSQ = ———— =1,
28241
— 2t
cosf = YTt

—_— I —
COST= SEa T

et I'élimination de ¢ donne, comme dans le premier cas,
r—+z=1I, yi+2x2=22.

II. Une des bissectrices de 1'angle formé par la tan-
gente et la binormale au point x, y, z de (¢),

Y=y, Z=X+z—uzx,

. T T T
faiv avec les axes les angles fixes —, —, —-
$72 04
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L’équation de la surface cylindrique qu’elle forme en
s’appuyant sur (c) s’obtiendra en éliminant x, y et z
entre scs équations et celles de la courbe (c),

3y = 2, 9z = 22y.
La résultante est
Y(oy —9)=27(Z—X).

L’équation de la projection sur le plan des XY de la
scction de cette surface par le plan Z + X =a sera

(1) Y(2y —9) =27(a—2X)2

Rapportons cette courbe a deux axes situés dans son
plan Z + X = a, 'axe des abscisses étant la trace de ce
plan sur les XZ, celui des ordonnées la perpendiculaire
a cette trace €levée au point ou la bissectrice de 'angle
des XZ la rencontre.

Soient & et n les nouvelles coordonnées, les formules
de transformation

introduites daus (1), donneront I'équation de la section
droite
n(27 —9)? = 5452,

Ceute courbe située dans la région des ordonnées po-
silives est symétrique par rapport a I'axe des 75 elle est
tangente a lorigine a I'axe des £. Au point § = o,
7,= 1, elle a un neeud on se croisent deux branches
allant a I'infini. Les deux tangentes ont au nceud les

cocfiicients angulaires == /3.

HI. Le plan contenant a la fois la binormale et la
tangente au point x, v, z de la courbe (c) est représenté
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. par I'équation
te+2) (X —z)+ (4t —1)(Y —y)
—t(4t2+2)(Z—3)=o,
qui devient, en remplagant x, y et z par leurs valeurs
ent,
2tX + (282—1)Y —2tZ — 12(2t2+ 3) = o.

Soit donné un point fixe (¢ == a) sur la courbe (¢);
écrivons que ce point est sur le plan, nous aurons la
condition

6at + 3a2(2t2—1)— 4adt —2(22+3)=o0
ou
(t—a)(2t2+ fat+3) =o.

Le second facteur du premier membre égalé a zéro
donnera deux valeurs de t (autres que a) qui annuleront
cette équation. On en conclut que d’un point quel-
conque (t=a) de la courbe (c¢) on peut mener deux
plans remplissant les conditions de ’énoncé. Pour que
ces plans soient réels, il faudra avoir a® > 3.

SUR LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES
A GOEFFICIENTS CONSTANTS;

Par M. AURIC.

1. Soit I'équation différentielle linéaire a coefficients

dz

constants
danr dn—1 d
(1) ax;,}:—i—p,ax"—_};-k...—l—p,,_.—‘}:—kp,,y:o‘

Soient my, my, ..., m, les racines de Iéquation carac-
téristique. On donne, en général, comme solution gé-
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nérale de I'équation (1)
(2) Y =cC eMT A= cre T 4. A CpetnT,

Cette facon de s’exprimer donne licu, suivant nous,
a de nombreuses objections.

1° En général, ce sontles coeflicients py,y pa, ..., puqui
sont donnés et connus ct non les racines my, ma, ..., m, ;
la solution devrait donc éire donnée en fonction des
cocflicients p.

2° En général, ce sont les conditions initiales qu'on
s¢ donme arbitrairement; il en résulte que les con-
SLaNLes ¢y y Cay ..y Cp, 6tant des fonctions bien déterminées
de ces conditions initiales; ne sont plus absolument ar-
bitraires. '

3¢ La solution devant étre fonction des coefficients p,
en d’autres termes des données mémes de la question,
doit &étre une fonction symétrique des racines, ce qui ne
peut avoir Jieu que si les constantes ¢, ¢y, ..., ¢, sont
clles-mémes des fonctions particuliéres de ces racines.

En résumé, la solution (2) est plutot une solution
symbolique qu'une véritable solution pratique.

Dans notre thése (Chap. VIII), nous somumes arrivé
au résultal suivant.

Considérons la fraction

dy d? d
Yo+ [(Zh‘>0+[qy0]r+ [<da"}';>(,+p‘ (\‘-i—i>o+p2‘y0] x4 ... (

dn—1
-+ [<2{m"_};>0+. . .+P/1‘|.}/0] axn—1 ’

L P&+ P+, =+ ppxt

ct admettons que cette fraction développée soit
Ay+ A X + Ay X2+ azxd3+.. .,
la solution générale de I'équation (1) prend la forme

x x?
(3) Y= ataT +a— a
.2
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solution susceptible d’applications immédiates, ca-,
ainsi que nous allons le montrer, la série obtenue est
toujours convergente.

2. Remarque. — Si une série
A+ Q&+ A X2+ Az X3+ ..
est convergente pour la valeur &y o de x, je dis que
la série :
2 23

Qo+ a)— +adg — + a3 —— +...
i 1.2 1.2.3

est convergente pour toute valeur de x.
En effet, la série

Qy+ A\ Ty+ A XY + Az xry 4. ..
étant convergente, on a nécessairement
anzy<M;

on aura donc, en valeur absolue,

<x n
xn 1‘0>
<

=M 1.2.3

an
"1.2.3...n

d’ou I'on voit que la série

z z?
ay+ ay— +ag—— —+...
1 1.2

a chacun de ses lermes plus petits en valeur absolue que
ceux de la série toujours convergente

&)
. z z
Mero=M+MZ M2l

donc cette série est également toujours convergente.
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3. Si maintenant nous considérons la fouction

U
1+P1 T+ ppn

U étant un polynome entier de degré (n—1) en x, et
si p est le module minimum des racines de I'équation

1+ P& ~+...+ppxt=o0,

cette fonction sera holomorphe a lintérieur du cercle
de rayon p; on pourra donc lui appliquer le théoréme
de Taylor; en d’autres termes, le quotient développé
scra une série convergente pour toute valeur de x infé-
ricure a p.

Ii en résulte que le procédé indiqué plus haut est
toujours applicable.

4. dpplications. — 1° L'équation caractéristique a
une scule racine réelle,
dy
—— — ay = o.
dx 4

Nous considérons la fraction

Yo

_— = 1+ ar +ax?—+. ..
I1—ax '},q( )

et la solution est

. ar  arx?
(1) Yot — 4 =+ = y,ea".

2° L'équation caractéristique a deux racines imagi-
naires
dy

dz

{2
X _, o cosf

24 —
Tas + p2y =o.

Nous avons a développer la fraction

d d
Yo+ [(Z%)“—{—p(yg] x _ Yo+ [(2’%)0— 2p cosOyo]:r

Lo oxcosl 4+ 5222 1— 25z cosl + p2x?
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Or, en considérant le développement de » on

I
1— pzed
trouve les deux formules

T —pxcosh

4 - =1+ prcosh—+p2xr2cos20+ p3x3cos3O+..

t—2pzcosh+4 p2x?
pxsinb

\1—2pzcosb+p2a2

d’ot I'on a la solution générale

_[(dy 1 o p2a? .
.7“}’0—(dx>op<lne<——51n6+ P sin20
3
+—Ea—w—35in30+...>

(6)

b (et i
yosinﬁ( — sin 0 + ‘——‘3sm20

Pb
4+ — sin30 +. >
\ 1.2.5.4
3° Incidemment, remarquons que les séries (5) res-
tent convergentes tant que mod(px) < 1.
En effet, si on limite ces séries au z'™* terme, les
restes respectifs prennent la forme

pr+ign+ifcos(n +1)0 + px cos(n + 2)0]
1—20x cosh + p2ax?

prttgn+ifsin(n +1)0 + pa sin(n + 9)0]
1— 207 cosh + p2a?

et ces restes tendent vers zéro lorsque mod(pa) <1;
on en déduit la régle de convergence suivante:
Soit la série
g+ Ay T + A T2+

si, 4 la limite, on a, soit
lima,= ptcosnb,

solt
lima, = p"sinnf,

pxsinh+o2x2 sin20+ 323 sin30+...,
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la série sera convergente pour toute valeur de x de mo-
VR |

dule inféricur a >

Ce résultat peut étre généralisé par la considération
des sinus d’ordre supérieur.

4° Admettons que I'on connaisse les racines de 1'¢é-
quation caractéristique et, par suite, de I’équation aux
inverses

I+PIT +.o.+Prxt=0;
.

on décomposera en éléments simples la fraction

U
L 1@ .t ppat’

et I’on obtiendra des fractions élémentaires de 1a forme

A A
\—az’ (1—ax)’
Mz + N Mz + N
l—2pxcoso+p‘-’z2’ (1—29r0056+97x2)"’

qui donneront chacune une portion de I'intégrale géné-
rale sous une forme relativement simple.

SUR LA DYNAMIQUE DU POINT;
Par M. ANDOYER.

1. Soit un point matériel M, de masse m, soumis 4 une
force dérivant d’un potentiel U, tel que, ¢ désignant
sa vitessc, on ait

me? =9 U.

n

M Al Al . .
‘ Si F, et Fy sont les projections de la force sur la
normale principale et sur la binormale a la trajectoire,
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on a

F[,’—“O, —:Fna

P

o désignant le rayon de courbure.

Imaginons maintenant que I’on oblige le méme point
a suivre la méme courbe sous I’action d’une force déri-
vée d'un potentiel U’ fonction de U, tel que, ¢ dési-
gnant la vitesse dans ce nouveau mouvement, on ait

me'2 =2U'.

On aura aussi, en appelant Iy et F, les quantités
analogues & Fy et a F,, et N la réaction de la courbe,
dirigée nécessairement suivant la normale principale

o P ]

. v
Fj=F, 90 =o, Fo=F. 90 = fpﬂ —N.

La force est dans le plan osculateur, de méme que la

réaction de la courbe.

Ces équations- peuvent servir dans presque tous les
cas a4 ramener la question de I'étude du mouvement
d’un point sur une courbe fixe (la force étant assujettie
a rester dans le plan osculateur) a 1'étude du mouve-
ment d’'un point libre admettant cette courbe comme
trajectoire. Cette question n’est pas sans intérét : nous
allons en donner plusieurs exemples.

1° Soient donnés

, f< 3—)
U oet N=JC) \/’” )

p p

On a alors la relation

dU’ , 2 U’
2Ugg =2V —f<\/ 77)’

du’ __
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Si en particulier f(¢') est une constante 2 a,
U=C(U—a),

C étant une constante arbitraire.
Ce résultat cst d’ailleurs trés connu.

22 On donne

U e N=FL ) =Fuf _U>

m

Si en particulier f(¢') est une constante @, on a

U = CU’a+1y

C élant une constante arbitraire.
C’est encore un résultat connu; pour @ = — 1, il cor-
respond a la théorie des brachistochrones.

3° On donne -
d W“)

Uoet = f(pv ) _ ;

2 U au’
4 (\/7> R
2dU’
oS

Si f(¢v') = my'2, on trouve, naturellement, U= CU'.

b sl

alors
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. y s . -
Ce cas rentre d’ailleurs dans le premier, puisque
2U" — f(v'
N = 2=
2. Le plus généralement U et U’ seront fonctions de

la distance 3 un plan, 4 un point ou 4 une droite, et s’il
en est de méme des diverses quantités qu’on peut se
donner pour déterminer le mouvement, le probléme
sera susceptible de quelque extension.

Supposons d’abord U et U’ fonctions de la distance a
un plan, celui des xy. Le mouvement a licu dans un
plan paralléle a 'axe des z, que nous pouvons choisir
pour le plan des z3.

. dzx 2 ,
En faisant — = ——, A étant une constante ar-
dt mA

bitraire, la trajectoire est déterminée par

dz

C[.T:—H;
VUA =1

le rayon de courbure est donné par

3
_ 2(UA)2ds
= T4d(UA)
On a aussi
dU

"7 4z JUA

et, en appelant I, la force tangenticelle,

dU i
Fe=ZV '~
Cela étant, supposons qu’on veuille déterminer la
courbe dans le plan de zx, en se donnant en fonction
de z :
1° U et N. On aura
2U dU' 2 U

T aw=5 "
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3
(UA)dU'—U'd(UA) + (UA )2 Nds = o,
U
U\ =

et

/

/ * Ndz >2 .
Lxemple (a):

U =mg(s+h), N =2mg,
Ao — ds(k+1y3+h)

(s+h)y—(k+x \/3——i—~‘/‘z)*2
Lxemple (b):

U =mgsz

N =xmgszn,

1
de — ds </\'+:n+é_)
(2n +1)2 ' ,,+})'2
\/T 3— (/y + 3 —)
2> ULl
g 2UdU v
"7 e dU T 43 JUA'
! dU'\2
UA = <I> e
i F, ds

au:
\/ (%)
Lxemple - A

U' = mgs.

F;, = mghsn,
shdz
dr = —— -
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3o U'etF,. On en tire

, du'\z o,
F, = \/(”d;‘) —FZ,

ct 'on est ramené au cas précédent.

4° U et la force centripéte F, =

Ona
g2 _ U'd(UA)
e (UA)?dz
- I
UA = F, dz)
<_/ 2 U’
v =
\/‘_<f )
Exemple :

U =mgs, F, = mghazn,
dz( zn+ k)

\/ —(an+ k).

5° Connaissant U ou 'une quelconque des quantités
qui peuvent déterminer U et U’, calculer N.

d_U'>
dU ) _ U'd(UA)—(UA)dU’

e (UA)? ds

2<U’—U
N =

Exemple. — La courbe esL
x? =2pa et U’=mpcg<z+—i—)>.
On a d’abord
UA =224,
P

ct, par suite,
N =o.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XI1L. (Février 1894.) 5
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6" Connaissant U et N, calculer U'.

»U dU' >0
PR (e
3
(UA)dU'— U'd(UA)+ N(UA)? dz = o,
U= kU — UA/ Ndz
J JUA
Exemple. — La courbe est

32 = opx et N =.

ries

3. Supposons maintenant U et U’ fonctions de la
distance &4 un point. Soit l'origine ce point; la courbe
est dans un plan que nous prendrons pour celui des xy,
et, en coordonnées polaires, on aura

db 2 dr
2 = — df = ———
T \/mA’ I'\/I'2UA——I,
3
_2(UArdr
e= Td(UA)
dU dU o 1
S Gl s

Avec ces formules, on pourra traiter les mémes pro -
blémes que précédemment.

Il en sera de méme si 'on suppose U et U’ fonctions
de la distance a une droite, 'axe des z, par exemple;

faisant 7 ==\/x*—+ 9%, on aura comme formules prin-



~~~
Cr

R

a—

cipales,
,

ds 2AT A e _ dr
(Tt“\/“f’n_’ v 7=V wx Oy sk

3
2(UA)? rdr

T AUA) i AAe

4. Imaginouns maintenant que le point M se meuve sur
une surface donnée sous I'action du potentiel U; soient
F, et Fy les projections de la force sur la normale 4 la
surface et la normale & la courbe située dans le plan
tangent; soient enfin pg et R le rayon de courbure géo-
désique de la courbe et le rayon de courbure de la sec-
tion normale correspondante, N la réaction; on a

. 2U 2U
me2 = 2U, — =Fg, — =F, +N.
F& R
Si Pon oblige le méme poiut a suivre la méme courbe
sous J’action d’une force dérivée du potentiel U’, fonce-
tion de U, on aura, ¢n appelant v/, F et I, les quan-
tités analogues & v, ¥y et F,,, et désignant par N}, et N,
les projections correspondantes de la réaction N,

mo'? =2U’,

2U o dU
r M= Fe=Fe g
2 U’ du’

—“N;L :F;z =F

R "du’
ct ces équations permettront de résoudre des questions
tout a fait semblables a celles qui ont été résclues plus
haut. Les deux premiéres applications subsistent pour
aiusi dire sans moditications. Pour aller plus loin, nous
donnerons les formules principales qu'il y aura licn
d’employer dans les cas les plus fréquents.

1° U et U sont fonclions de z. La surface est de ré-
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volution ct a pour équation z = f(r)

dy= VT

mA r\/r?UA——l
::{{l.. ! _ 2Uf’ (' UA—-[)i ~—L—~\y
ds /iS5 ryiw g ,\1 ar\; VT/’!)

P dU T Fo_ ci[{ f

ds /1= fn F7ds JUAryiz e
ag _ f o
l“’U(\

_2(UA )%r dsz ‘/:—/_’5
- f7d(UA) ’
UA
7 7
—UN —L
)= e

R== 1 a
— —(r2UA —1) —
Limua I),/,_< e

- .. r?
Exemple. Sur le paraboloide z = o on suppose
2p
U'=mg(z+"); enoutre, la projection de N’ sur O z est
— myg, de sorte que le point est animé dans le sens de

gy des
O z d’un mouvement uniforme. On trouve

L, par suite,
Y = ————— /P2 (r2 - aph)y— 2kp(r*+ p?)-

I)I ‘/7 \p
Il est clair, d’ailleurs, que le probléme est plus facile

v traiter directement que de cette fagon
0 U et U sont fonctions de la distance a un point

R=yax —|:5_+ z2; la surface est de révolution et a

pour équation z = (r).
y dr y/r—l—j”
’

do ’y
-TI—"/}T;\’ b = ryrtUA —1
il i)

2US o(rUA—1) d
Ar ‘/H_f'z

c_dU s—rf"
N = /
dR R \/l—-— = Vi [
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_au rf'—s F———tﬂj-— r+sf
"TdR R i fr €7 dR JUARFr Y1+ ™

dU (I’—Q—Zf')‘/l—-—’_,——b—\

F,= = V__
t dR R \/l+f,2 ’
2 ———
__ 2(UA?RrdRyi+ f2
rg = (r—+ z/")([(UJ\) )
__—(rﬁUA_[)__ ) va
\/l+fr2 "\/[—i—f'?

3° U et U sont fonctions de la distance a une droite r;
la surface est un hélicoide.

z = f(r)+ h0 (pour A =o, la surface est de révolution).

’~d0 /d _ BN
-Jt+t dt — mA’

dy RS t (14 f2)r2+ A2
ar = rade T RiRe UA(2+hY)—1
. dU rf'
N = A A—
dr V/L-—;—(H—_f")l-
__jlz‘/UA(ﬂ /1)—1+ a2Ur2f’
A(r2 L2y (r2+ h2) (1 %) ri+ h?
2[ UA (r2—+ h2)—1] d . ref
Ar (r2+ R2) YO+ f2)rr+ k2
ppo=— 94U —f-
YTdr it s e
- dU 1
Fo=m 2 o,
dr JUA Vi f2)r
dU ; 1
bt 2 2
S d/ fe+r U\
l‘tz ______ ’

_ ?\U\) dr ‘//1 +(|+f”)1-

pET T AU
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UA
R= I '
—2hYUA (P +h2)—1 U rf
(72 2y e e e
C [UA(r2+hA2)—1] i rf ’
\ - r dr | (r+h2)/(1+ f2) 2 +h2

11 est clair que les formules qui précédent peuvent
encore servir 4 résoudre quantité de problémes sur le
mouvement d’un point matériel assujetti ou non a res-
ter sur une surface donunée.

5. Il est de méme intéressant de ramener les courbes
tautochrones a des trajectoires libres d’un point matériel.

Si U est le potentiel s’annulant au point de tauto-
chronisme, et si T est le temps constant pour arriver a
ce point, on a, en appelant s 'arc de la courbe compté
A partie du point de tautochronisme,

dU’ . m ]
—— == S =0
ds 4T2 ’
d’ou
, =2m
U’ ST s2=o0
et
wm
dU"2+ T2 U' ds? = o.
2

Supposons d’abord le point libre et la force assujettie
a rester dans le plan osculateur; si d’abord U’ est fonc-
tion de z, la courbe est dans le plan des xz par exemple,
ct I'on a

Le potenticl U sous action duquel le méme point
décrirait librement Ja méme courbe est déterminé par

T (AU
UA — =2m U’ \ dz

\
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Inversement, on peut en déduire U’ en fonction de UA.
Exemple :

/ —

dr = dz \/ ;—l‘l_g——
—+3
2

Soit maintenant U’ fonction de la distance a un point;

la courbe est dans le plan des xy par exemple, et 'on a

: / 2 T2 dU"2
dr —l— s
dh — 7: mU' dr )

T

On ¢n déduit

1 2T2 dU”
7 2mU dr?
VA= au
=2mU’' dr?
Exemple :
mh

U= _‘(.a;z'r:?)y
r

1

U\ = — s
r2 ﬁ’_i'(az_,-‘z)
2
dr . .4_)1%21 r2—or24 q?
df = — - 3 ) .
r r:—a?

Enfin imaginons que U est fonction de r; on aura
d’abord, d’apres la condition que la force est dans le plan

osculateur,
2T2 dU2
T A 7 il
dt— G pus “r 1+ C2r2 ’
d’ou
g L 2T dut
(U—ANA = r2 wzmU' dr?
T 2T2  dU"?

mmU drt
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De méme, sur I'hélicoide z = f(r)—+ A6, avec U’ fonc-
tion de r, on aura
@ _ hf

dr =~ r:oh2

1 , . 2T2 dU”?
—_‘ﬁ\/‘ (g2t R = (2 1) oo g

r2

Sur une surface de révolution z = f(r), on aura

d0 1 " 2T2  dU"?2
dr — ;\/_ﬂ(‘]—)_‘f.)— =m0 dr’

et I'on pourra aussi bien supposer U’ fonction de z et R,
a cause de I'équation de la surface qui permet toujours

r

en fonction de 7.

. dU
d’exprimer r

De ces formules, on tirerait facilement les valeurs
correspondantes de UA. Si, par exemple, la surface est
de révolution et U’ fonction de r, on a

1 2T2 dU”?
7 m2mU dr?
UA = .
- frp 2T2  dU"
2mU" dr?
Exemple. — Déterminer une surface de révolution

telle que la ligne géodésique tangente en A au paralléle
du rayon p soit tantochrone en A pour la force

—m(ar—+0)

(Agrégation, 1885).
Tci
1 , ‘a R
UA:;;) U=I7l[;(P2*"")+b(P“")])

et, en faisant

=2 w2

(I:4T21, b=4—T—2p,

on a

P e —nr+(2—1)(pr+2B)ri+(pa+ B)Br+ph
) ritar +ap +28) )
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Remarque. — 1l y a une différence essentielle entre
les problémes traités dans le premier paragraphe et ceux
qui suivent : pour ceux-ci, en effet, c’est la quantité UA
et non U qui joue le réle prépondérant. Il est inutile

d’insister sur les conséquences immédiates qui résultent
de ce fait.

AUGUSTE COMTE EXAMINATEUR D’ADMISSION
A L’ECOLE POLYTECHNIQUE;

Par M. Pierre LAFFITE,

Professeur au Collége de France.

Auguste Comte fut nommé, pour la premiére fois, examina-
teur d’admission a ’Ecole Polytechnique en 1837, et il occupa
cette position jusqu’en 1843; il remplit donc la fonction pen-
dant sept années consécutives. Jamais nomination ne fut
mieux méritée. Auguste Comte était un ancien éléve, et des
plus brillants, de ’Ecole Polytechnique. Il n’avait ea aucune
réparation pour le licenciement de I'Ecole, au mois d’a-
vril 1816, comme cela était arrivé a plusieurs de ses cama-
rades de I'Ecole Polytechnique, notamment M. Lamé, nommé
professeur de Physique a son retour de Russie. En outre,
Auguste Comte avait vécu, depuis 1816, de I’enseignement
privé mathématique, principalement de la préparation a I'E-
cole Polytechnique. Parmi ceux qu’il avait préparés pour
cette école, et qu’il y avait fait recevoir, était La Moriciére,
qui devint plus tard le célébre général d’Afrique. Auguste
Comte avait été introduit, en 1832, comme répétiteur d'Ana-
lyse et de Mécanique, & ’Ecole Polytechnique, par M. Navier.
La fermeté du caractére d’Auguste Comte, sa bonté et sa
scrupuleuse probité, a qui tout le monde se plaisait a rendre
justice, montraient assez qu’il remplissait aussi bien les con-
ditions morales que les conditions mentales d’une telle fonc-
tion. J’ai entendu mon professeur de Physique au collége
Charlemagne, M. E. Bary, me dire, ainsi qu’a plusieurs de mes
camarades, en 1841, a propos d’Auguste Comte : « C’est un
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Romain ». Enfin, il remplissait les conditions d’age, qu’on
oublie trop souvent de nos jours; car il avait, en 1837, 39 ans.
L’homme était donc parfaitement choisi pour la fonction. Au-
guste Comte la désirait, et l'influence de Dulong la lui fit obtenir.

M. Dulong était directeur des études a I'Ecole Polytechni-
que; il a toujours montré a Auguste Comte une considération
particuliére. En 1835, M. Dinet, examinateur d’admission 2
I'Ecole Polytechnique, n’ayant pu faire sa tournée a cause
d’un accident, il fallut le remplacer immédiatement. M. Comte
demanda la position, mais il s’y était pris trop tard. M. Du-
hamel fut nommé, et M. Dulong exprima & Auguste Comte

- tout son regret d’un tel contretemps (1).

M. Dulong avait pris bonne note du désir d’Auguste Comte
d’arriver 4 la position d’examinateur d’admission a I’Ecole
Polytechnique, et, la place étant devenue vacante par I'élimi-
nation de Reynaud, Dulong prévint immédiatement Auguste
Comte, et celui-ci remplaca Reynaud, qui lui abandonna la
totalité de son traitement, & savoir 4000™ (2). Ces fonctions,
si importantes et si difficiles, d’examinateur d’admission a
I’Ecole Polytechnique étaient rétribuées de la maniére la plus
modeste. Le traitement était de 3000, plus les frais de dépla-
cement; mais on pouvait cumuler ces fonctions avec d’autres,
et c’est ce que fit Auguste Comte, qui était a la fois répétiteur
a I'Ecole Polytechnique et examinateur d’admission. En outre,
il n’avait pas renoncé a l'enseignement libre, et il faisait un
Cours d’Algébre supérieure et de Géométrie analytique dans
I'école préparatoire de M. Laville. Cette institution, qui est
devenue un couvent, forme le coin de la rue Méchain et de la
rue du Faubourg-Saint-Jacques, faisant face a la fois au jardin
de I'Observatoire et a 'hopital Gochin.

Dulong, qui avait un trés noble caractére, outre sa haute
valeur scientifique, aida, comme Navier, Auguste Comte dans
ses efforts pour se créer, a I'Ecole Polytechnique, une posi-
tion honorable qui, en lui assurant la vie matérielle, lui permit
de poursuivre sa haute carriére philosophique : aussi je con-
sacrerai a Dulong une place parmi les protecteurs d’Auguste

(*) Voir aux Notes justificatives la lettre de Dulong du t4 juil-
let 1835.

(*) Voir aux Piéces justificatives la lettre de Dulong a Auguste
Comte du 12 juillet 1835,
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Comte. Le monument élevé a Dulong par les éléves de 'Ecole
Polytechnique est au Pére-Lachaise, non loin de celui que les
médecins ont élevé au grand Bichat.

Auguste Comte succédait au baron Reynaud, dans des cir-
constances spéciales, qui firent prendre une mesure que I'on
peut qualifier de directement absurde. On décida qu’a partir
de cette époque les nouveaux examinateurs seraient soumis a
une réélection annuelle. On supprima ainsi I'inamovibilité ta-
cite d'une telle fonction. Or, il est de toute évidence que U'ina-
movibilité est absolument nécessaire dans une fonction de cette
nature. Gette mesure révolutionnaire cachait, comme d’habi-
tude, une véritable lacheté. Craignant d’étre obligé de punir
des prévarications constatées ou supconnées, on se cachait
ainsi derriére une formalité. En fait, elle resta, pour Auguste
Comte, une formalité effective, jusqu’au jour ou, sous l'in-
fluence d’Arago, voulant venger sa vanité outragée, on l'ap-
pliqua a Auguste Comte lui-méme, et on lui fit perdre,
en 1844, en violant toutes les lois de la justice et de la mora-
lité, une fonction qu’il avait toujours si dignement remplie.

Il est bon de donner quelques idées du systéme d’examen
d’admission a I'Ecole Polytechnique. Les examinateurs étaient
au nombre de quatre, formant deux séries. Auguste Comte, a
cette époque, formait l'une, avec Bourdon; Lefébure de
Fourcy et Dinet formaient 'autre. A Paris, 'on tirait au sort
les éléves qui devaient appartenir a I'une ou I'autre de ces sé-
ries. Tout éléve qui tombait dans la série Comte et Bourdon
subissait un examen séparé et distinct sous chacun de ces deux
examinateurs, et il en était de méme pour les éléves que le
sort avait désignés pour lautre série. Puis, le reste de la
France était partagé en deux sections, I’Est et I'Ouest, dans
lesquelles étaient fixées a I'avance les villes qui devaient servir
de lieux d’examen. On les désignait sous le nom de tournée
de I'Est et tournée de ’Ouest. Par exemple, si la série Comte
et Bourdon avait la série de 'Ouest, la tournée de I'Est appar-
tenait a la série Lefébure et Dinet. Chaque examinateur for-
mait sa liste d’éléves par ordre de mérite, contenant les admis-
sibles et les inadmissibles; tous les admissibles, bien entendu,
n’étaient pas admis, le nombre des éléves qui devaient entrer
a I'Ecole étant fixé a I'avance par le Ministre de la Guerre, de
qui dépendait et dépend encore 'Ecole Polytechnique. Chaque
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éléve se trouvait ainsi sur deux listes d'examinateur, suivant la
série a laquelle il appartenait. Cela a été une heureuse inspira-
tion d’avoir fait dépendre I’Ecole Polytechnique d’un Ministre
purement pratique ; mais ¢’a été une véritable rétrogradation
d’y avoir introduit indirectement I'Université, en exigeant des
candidats ’examen du baccalauréat; ce qui faisait rentrer la
métaphysique, d’abord si sagement exclue. Je crois que c’est
sous le second Empire que cette déplorable mesure a été
prise; I'heureuse influence d’Arago Pavait fait jusque-Ia
échouer.

Outre ces examens oraux, qui étaient, du reste, la partie
essentielle de I'examen a I'Ecole Polytechnique, il y avait un
examen écrit, ou, suivant 'expression consacrée, des compo-
sitions écrites. Elles se composaient d’une épure de Géométrie
descriptive, d'un dessin, du calcul d’un triangle rectiligne,
d’un discours francais et d’une version latine. Tous les candi-
dats de Paris composaient ensemble et traitaient les mémes
questions. Pour la province, on procédait de la maniére sui-
vante : les deux examinateurs recevaient dans la ville d’exa-
men, ou ils devaient étre rendds a une époque déterminée,
sous pli cacheté, les questions de la composition écrite. Ils
brisaient les cachets devant les éléves, donnaient connaissance
de la composition et présidaient & son exécution. Ces diverses
compositions, il est bon de lindiquer, étaient jugées par des
examinateurs spéciaux; la composition latine et francaise, par
un professeur de Lettres. Auguste Comte m’a raconté a ce
sujet une anecdote assez piquante. Dans une ville de province,
a Montpellier, je crois, il lut aux éléves le sujet de la compo-
sition francaise; il consistait & décrire les émotions éprouvées
par les spectateurs en voyant élever I'obélisque de Lougsor sur
la place de la Concorde. Aprés avoir donné lecture du sujet
de la composition, Auguste Comte ajouta gravement : « Je
vous avertis, Messieurs, que je ne fais que transmettre la ques-
tion, et que je ne suis pour rien dans son choix. » Le fait est
qu'il était caractéristique : donner a des jeunes gens de Mont-
pellier, qui n’étaient jamais venus a Paris, qui n’avaient vu, ni
P'obélisque, ni son érection, a décrire les émotions éprouvées
devant un tel phénoméne, c’est vraiment abuser an peu du
droit littéraire d’écrire sur ce que 'on n’a ni vu ni senti.

Enfin, les examinateurs revenus a Paris en octobre for-
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maient, sous la présidence du général de I'Ecole, je crois, une
Commission qui, an moyen des quatre listes et des notes rela-
tives aux compositions écrites, formait la liste unique des
éléves admissibles a UEcole Polytechnique. Sur cette liste, le
Ministre de la Guerre choisissait les premiers, jusqu’au
nombre qu’exigeaient les services publics. Ce nombre oscillait,
sous Louis-Philippe, entre 135 et 145 éléves. La force de I'E-
cole consistait précisément dans la disproportion entre le
petit nombre des éléves admis et le grand nombre des candi-
dats qui se présentaient. Sous Louis-Philippe, le nombre des
candidats a toujours oscillé entre 500 et 500; je ne crois pas
m’éloigner beaucoup de la réalité, quoique je n’aie pas fait a
cet égard de relevé précis.

Les matiéres sur lesquelles les éléves devaient étre examinés
étaient : UArithmétique, la Géométrie élémentaire, la Trigono-
métrie, la Géométrie descriptive, réduite essentiellement au
point, a laligne droite et au plan, la Géométrie analytique a
deux et trois dimensions, ’Algébre élémentaire et supérieure,
et enfin la Statique. Le programme semble peu étendu, mais
les questions étaient profondément creusées, et c’est 1a I'essen-
tiel, car cela constituait une admirable gymnastique, ce qu'on
oublie trop de nos jours. D’aprés 'opinion d’Auguste Comte,
la préparation a I'Ecole formait la partie essentielle de tout
I'enseignement polytechnique. Il y avait la une gymnastique
vraiment remarquable que rien ne peut réellement remplacer.
Enfin les divers sujets traités dans la composition écrite,
comme dans les examens oraux, avaient chacun un coefficient
qui marquait sa valeur relative aux yeux du gouvernement et
de la direction de I'Ecole.

Voyons maintenant la maniére dont Auguste Comte avait
organisé son systéme d’examens. Et d’abord, quelques notions
sur les conditions matérielles. L’examen était toujours public.
[ assistance, outre quelques curieux, se composait de candi-
dats et de professeurs de Mathématiques. En 1837, le nombre
des candidats qu’Auguste Comte examina effectivement a
Paris fut de 134. Il commenca les examens le mercredi, 26 juil-
let, et les termina le 25 aout. Il y eut examen tous les jours,
sans discontinuité, y compris les dimanches. Il n’y eut inter-
ruption que pour deux jours, le samedi 29 juillet, qui était
féte nationale sous Louis-Philippe, et le 15 aodt, jour de
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I'Assomption, qui est toujours spontanément fété a Paris, vu
le grand nombre de femmes qui portent le nom de Marie.
Auguste Comte examina donc 134 candidats dans I'espace de
29 jours. Les examens commencaient habituellement entre
9" et g"30o™, et se terminaient entre 5" et 5"3c™. Auguste
Comte examinait habituellement 4 candidats par jour; quel-
quefois 5, mais exceptionnellement. La durée de chaque examen
dépendait de la valeur du candidat : de une heure et demie
4 deux heures pour les forts; de une heure environ pour les
moyens; elle n’était guére que d’une demi-heure, et parfois
moins encore, pour ceux qui n’avaient aucune chance de
succes. '

Comme le but final était le classement des candidats, sui-
vant 'ordre de mérite constaté, il était nécessaire d’avoir des
signes, pour représenter les mérites relatifs et avoir la possi-
bilité de voir immédiatement la place de I'éléve dans la série.
Le procédé habituel consiste, comme on sait, & employer des
chiffres. On prend, pour représenter fa valeur de chaque ques-
tion, tous les nombres compris entre zéro et vingt. On a ainsi
le chiffre qui représente, du moins on le croit, la valeur de
chaque question; l'on fait la somme et 'on prend la moyenne,
ce qui donne la valeur de I'éléve, numériquement représentée.
Cette méthode a une apparence de rigueur numérique qui
peut séduire; mais cette rigueur méme empéche de bien se
représenter toutes ces nuances délicates, par lesquelles la va-
leur effective des intelligences peut étre vraiment appréciée.
Elle dispose trop & une sorte de procédé mécanique, et doit
exposer a des erreurs considérables dans le jugement, surtout
des intelligences d’élite. Auguste Gomte employait un procédé
tout a fait différent qu’il est bon d’exposer. Il avait des signes
généraux de classification, au moyen desquels les éléves étaient
disposés dans six catégories successives, représentant I'ordre
décroissant de mérite. Voici les signes de ces six catégories :
+—+, +, =, 77, —, — —. L’un de ses signes était placé im-
médiatement aprés 'examen de chaque candidat, au bas de la
page et a coté de l'appréciation générale’ qui terminait cet
examen. Ainsi, par exemple, dans les deux examens que j’ai
déja publiés, M. Edouard Hardy porte, a la fin de son examen,
le signe +~+ et M. de Noé (Cham) le signe ——. Mais ces ca-
tégories étaient elles-mémes partagées en catégories succes-
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sives, représentées par des signes grecs que je vais indiquer :

4y 0, g, 1T, S g, S

+, wp, 16,

=+, a,

-,

— 5 0,7, 3 =, )
—— 5 8, ¥, B, a

Ces signes sont rangés de maniére a représenter la valeur
décroissante dans chaque catégorie. Ainsi, dans la catégorie
des —+ -+, 1§ représente la subdivision la plus élevée, 3 la
moins élevée.

Voyons maintenant comment était représentée, pour Au-
guste Comte, la valeur de chaque question. Il se servait pour
cela d’expressions anglaises, qu’il résumait par un signe grec
entre parenthéses. Je vais donner le Tableau de ces princi-
pales dénominations, placées a la fin de chaque question, pour
exprimer la valeur relative de la réponse :

Extremely well (16), very well (in), well (1), enough well
(1¢), very badly (3), badly (), indifferently (8), moderately (1),
little better (ia), sufficiently (t) well ().

Auguste Comte faisait, a la fin de chaque journée, le classe-
ment du jour; ¢’est-a-dire que les quatre ou cinq éléves exa-
minés étaient disposés par ordre de mérite, avec les signes de
leur catégorie et le signe grec de la subdivision de la caté-
gorie. Tous les cinq jours, il faisait un classement de tous les
éléves examinés pendant cette durée, et de temps en temps
un classement général depuis le commencement; et enfin il
terminait par le classement de tous les éléves, par exemple,
examinés a Paris. Il procédait de la méme maniére en pro-
vince, mais le probléme était beaucoup plus facile, vu le petit
nombre de candidats. Ainsi, par exemple, en consultant les
notes des examens faits a Paris en 1837, je vois : 1° outre le
classement de chaque jour, celui des cing premiers jours, con-
tenant vingt-trois éléves; 2° puis le classement des quarante-
deux éléves examinés, depuis le commencement jusqu’a la fin
du vendredi 4 aott; 3° ensuite, le classement des soixante can-
didats examinés depuis le commencement jusqu’'a la fin du
mardi 8 aott; 4° le classement des quatre-vingt-huit candidats
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examinés jusqu'a la fin du lundi 14 aoat; 5° le classement des
cent douze candidats jusqu'a la fin du dimanche 20 aout;.
6° enfin le classement général et final pour Paris.

Voyons maintenant I'examen en lui-méme. Le nombre des
questions était habituellement de quatre, cing ou six au maxi-
mum. Mais, quouique Auguste Comte détaille dans ses notes,
surtout celles de 1837, la marche de chaque question, il y
avait toujours dans son développement des incidents, sou-
vent importants, qui permettaient d’apprécier l'intelligence, la
sagacité et I’esprit d’initiative du candidat. Les questions sui-
vaient habituellement 'ordre suivant : une, quelquefois deux
questions d’élémentaires, puis des questions dites de spé-
ctales, portant sur I'Algébre supérieure et la Géométrie ana-
lytique ; '’examen se terminait le plus souvent par une question
de Statique ou de Géométrie descriptive.

Mais c’est la nature des questions qui a surtout caractérisé
le systéme d’examen introduit par Auguste Comte, systéme
qui produisit, a I'époque de son apparition, une grande im-
pression dans le public polytechnique, et a réagi certainement
sur l'enseignement de la Mathématique, surtout en ce qui
concerne ce qu'on nomme les Mathématiques spéciales, a
savoir : la Géométrie analytique et I'Algébre supérieure. Au-
guste Comte demandait rarement P'exposition d’'une des théo-
ries enseignées dans le cours, quoique néanmoins il le fit
quelquefois, n’ayant rien d’absolu a ce sujet. Mais ce qui ca-
ractérisait son systéme consistait a poser un probléme ou I'on
pouvait voir si I’éléve savait combiner les diverses théories,
pour résoudre des questions déterminées et surmonter les dif-
ficultés, souvent fort délicates, que fait surgir leur applica-
tion. De cette maniére, il lui était possible d’apprécier, non
seulement si le candidat possédait la théorie, mais aussi s'il
savait s’en servir. Il étendait, du reste, ou concentrait I'étendue
de la question, suivant l'intelligence et la capacité de l'éléve,
ce qui lui permettait une meilleure appréciation. Les questions
étaient choisies de maniére a pouvoir étre réellement résolues
au tableau par un jeune homme encore animé de cet entrai-
nement, qui résulte nécessairement d’une longue préparation.
Auguste Comte a toujours évité avec soin les questions singu-
liéres qu’'on ne peut vraiment résoudre qu’autant qu’on les a
directement apprises, et qui, faites pour la galerie, satisfont
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surtout 'amour-propre de 'examinateur. Les questions intro-
duites par Auguste Comte avaient, en analytique surtout, pour
but de dégager I’enseignement mathématique de I'époque de
la préoccupation trop étroite et trop exclusive de I'étude ana-
lytique des trois coniques. De méme en Algébre supérieure.
Ainsi, pour la transformation des équations, au lieu de conce-
vair cette théorie d’une maniére générale, on exposait presque
exclusivement la question de I'équation au carré des diffé-
rences, en tant que liée par Lagrange a la question de la sépa-
ration des racines. Auguste Comte, dés le début, proposa sur
des équations spéciales, habituellement du troisiéme degré, la
détermination des équations aux produits, aux quotients, aux
sommes, etc. Du reste, je vais faire un choix parmi les ques-
tions proposées dans les examens d’Auguste Comte, en 1837,
el le lecteur pourra apprécier piéces en mains.

Pour bien juger le systéme de Comte, il serait utile d’avoir
les questions d’examen depuis le commencement de I'Ecole
Polytechnique. Il y aurait surtout un immense intérét a con-
naitre les questions posées par des examinateurs tels que
Poinsot et Ampére. Les a-t-on conservées? C’est ce que
j’ignore; mais je signale le desideratum.

Quoi qu'il en soit, les examens de Comte produisaient une
grande impression. Poinsot raconta jadis a Auguste Comte
qu'une dame distinguée et de haute valeur eut la curiosité
d’assister aux examens de Comte et qu’elle s’y rendit habillée
en homme. Elle fut frappée de la nature des examens, et tra-
duisit ainsi @ Poinsot son impression : « M. Comte a Jair, a
chaque question, d’inventer les Mathématiques. » Du reste, on
a publié dans un recueil mathématique, la solution des ques-
tions posées par Auguste Comte.

Je puis citer une curieuse anecdote, que je tiens d’Auguste
Comte lui-méme, qui montre bien I'impression produite par
la nature de ses questions. Il demande a un éléve la détermina-
tion de la tangente & une courbe, autre que du second degré.
Le candidat, aprés avoir cherché quelques instants, dit a
Auguste Comte : « Monsieur, aucune méthode ne m’a été en-
seignée a ce sujet. — Je le regrette, répondit examinateur,
d’autant mieux qu’il y a déja un certain temps que je pose des
questions analogues, et que l'on enseigne déja les méthodes
correspondantes. — Monsieur, dit une voix dans Pauditoire,

Ann. de Mathémat., 3¢ série, 1. XIII. (Février 1894.) 6
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¢’est moi qui suis le professeur de-cet éléve.— Eh bien, Mon-
sieur, dit Comte, je ne vous en fais pas mon compliment, ces
questions sont enseignées déja depuis longtemps. » Le pro-
fesseur commengait a récriminer. « Monsieur, lui dit Auguste
Comte : si vous voulez recommencer la discussion de Vadius
et Trissotin, je vous préviens que je n’ai aucune envie d'y
faire ma partie; je vous prierai donc de vouloir bien cesser. »
Et le professeur, en quittant la salle, dit & haute voix : « Je
m’appelle Vernier. — Monsieur, répondit Auguste Comte,
c’est un nom comme un autre. » Ce n’était pas absolument
vrai, car Vernier était au mieux avec une des plus grandes
puissances mathématiques de I'époque, le fameux géométre
Poisson. L’affaire fit du bruit et eut une suite. M. de Rambu-
teau était alors préfet de la Seine, et M. de Jussieu, secrétaire
général. Les examens se faisaient dans une des salles du nouvel
Hotel de Ville, dont la construction méme n’était pas alors
terminée. M. de Jussieu pria Auguste Comte de passer dans
son cabinet, et la, avec toute sorte de courtoisie : « Voyons,
Monsieur Comte, n’y a-t-il pas moyen d’arranger cette affaire?
— Aucune, dit Comte, car je ne puis pas méme dire comme
Alceste : A moins qu'un ordre exprés du roi ne vienne; car je
suis républicain. » M. de Jussieu sourit, et les deux interlo-
cuteurs se séparérent dans les meilleurs termes.

Auguste Comte, comme examinateur, était de la politesse la
plus absolue; jamais un signe d’impatience, jamais I'ombre
d’une qualification désobligeante. Il avait au plus haut degré
le respect de la dignité des autres; et, comme je l'ai dit bien
souvent, s'il était quelquefois bien sévére dans ses apprécia-
tions, il ne cherchait jamais a étre blessant. Du reste, il n’ai-
dait presque jamais le candidat au tableau. Il évitait ces sortes
d’examens, qui sont de véritables dialogues entre le candidat
et I’examinateur, et ou il est souvent bien difficile de séparer
ce qui appartient a I'un ou & l'autre. Auguste Comte voulait
pouvoir juger la véritable valeur du candidat dans sa sponta-
néité.

Auguste Comte fut chargé, en 1837, de la tournée de I'Ouest
et du Sud. Les villes d’examen furent Rouen, Rennes, Lorient,
La Fléche, Angouléme, Toulouse, Montpellier et Bourges. Le
nombre des candidats inscrits en province fut de 133, et le
nombre des candidats réellement examinés de 93. Le nombte
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total de candidats inscrits, pour la série Bourdon et Auguste
Comte, avait été de 311. Du reste, avec ses habitudes de rigou-
reuse précision, Auguste Comte a tracé un tableau de sa
tournée Ouest et Sud en 1837 que je vais reproduire.

311 CANDIDATS INSCRITS.
TOURNEE OUEST ET SUD —

(1837) Paris 178. — 134 effectifs.
) NOMBRE | NOMBRE
VILLES D'EXAMEN. des effectif des | DATES D'ARRIVEE.
inscriptions. examens.
Rouen.............. 15 6 3 septembre.
Rennes. «....ooven.. 12 1 g (véelle 11).}
Lorient............. 22 18 14 (réelle 15).
La Fléche..... 10 8 20 (réelle 22).
Angouléme......... 20 16 23 (réelle 27).
Toulouse........... 7 9 2 octobre (réelle 3).
Montpellier......... 26 16 8 (réelle 8).
Bourges............ 11 9 17 (réelle 20).

Auguste Comte indique la date ou, officiellement, d’aprés le
Tableau arrété a I'Ecole Polytechnique ou au Ministére de la
Guerre, il devait étre arrivé dans la ville d’examen. On voit
qu’il y a habituellement désaccord entre la date officielle et la
date réelle.

J’ai fait un Tableau de tous les examens faits par Auguste
Comte; et, en remarquant que chaque candidat examiné a son
dossier propre, on aura une idée de la richesse des documents
que nous possédons dans nos archives.

Voici le Tableau dont je viens de parler :
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Tableau de tous les Candidats examinés par Auguste Comte
pour U’admission & I’Ecole Polytechnique.

NOMBRE NOMBRE DES CANDIDATS
. des candidats examinés.
ANNEES. inscrits.
T ™ - -
Paris. Province. Paris. Province.
1837 178 133 134 93
1838 » » 158 87
1839 162 106 127 78
1840 191 115 123, admis : 69 80, admis : 27
1841 175 124 t4o 104
1842 232 115 188, admis : 58 85, admis : 15
1843 248 1106 204 89
7 ans. » » 1074 616

En somme donc, Auguste Comte examina a Paris 1074 can-
didats et en province 616; ce qui donne un total de 1690 can-
didats qui lui sont passés entre les mains. Avec I'esprit si pro-
fondément observateur d’Auguste Comte, et si capable de tirer
profit de toutes les indications positives passées sous ses yeux,
on peut se faire une idée de la masse de renseignements dont
il a pu se servir, sans parler des autres, pour construire son
admirable Tableau des fonctions intellectuelles élémentaires
du cerveau.

Auguste Comte avait I'habitude de noter avec exactitude
les diverses particularités et de conserver aussi tous les rensei-
gnements personnels que les divers événements de sa vie met-
taient a sa disposition. Je crois devoir, dans les Piéces justifi-
catives, donner tous ceux que j’ai pu trouver pour la tournée
de 1837. Outre que cela fournit pour I'histoire des renseigne-
ments qui pourront étre un jour vraiment précieux, cela
montre, par 'exemple d’Auguste Comte, comment l'ordre le
plus rigoureux dans les choses méme les plus simples est
compatible avec un génie a la fois profond et original.
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Nous allons maintenant faire un choix de diverses questions
des examens d’Auguste Comte pour P'admission a I'Ecole Po-
lytechnique, et nous reproduirons méme intégralement quel-
ques-uns de ces examens @

Questions d’examen.

Année 1837.

HERARD, 20 ans (de midi a 2").

1° Comparaison des aires semblables.

Il prouve bien la proposition, a la maniére ordinaire, pour
les triangles; interpellé 3 montrer la décomposition effective
du grand triangle suivant le rapport donné, il y parvient trés
nettement. Il passe trés bien au cas des polygones quelconques.
Pour les cercles, il emploie intempestivement la réduction a
I'absurde, dont il parvient cependant & se passer, mais sans
recourir nettement a la méthode des limites. Interpellé si la
proposition a lieu pour des ellipses semblables, il répond for-
mellement que non. (Sufficiently well.)

2° Comparaison de la sphére au céne équilatéral cir-
conscrit. ‘

Il détermine trés bien le rapport des volumes et celui des
surfaces : les principales formules géométriques lui sont trés
familiéres. (Very well.)

3° Théorie de l’équation aux quotients : Exposer sur
34+ px +q =o0.

Il expose bien la marche générale et pratique heureusement
I'élimination pour le cas proposé. Il voit bien que I'équation
finale obtenue est du degré convenable, vérifie bien sa réci-
procité, et en profite trés convenablement pour P'abaisser de
moitié, en calculant toutefois trop péniblement. Interpellé a
déduire de cette équation le caractére d’une racine double, il
Y parvient exactement aprés quelque hésitation : au cas d’une
racine triple, il ne peut en expliquer d’abord I'impossibilité.
(Well.)
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4° Chercher sur la circonférence d’une ellipse le point
le plus éloigné du sommet du petit axe.

11 soupgonne d’abord le point au dela du grand axe et justi-
fie ce soupcon par une trés simple considération géométrique.
Il forme trés bien I'équation et établit parfaitement, tant a
priori qu'a posteriori, que le cas du maximum correspond &
celui des racines égales. Il détermine bien la longueur et la
position de la corde maximum, sauf une légére erreur de con-
struction, et une inexactitude plus grave pour 'ellipse équila-
tére. (Extremely well.)

5° Discussion de la courbe y*= x*+ x3.

Il discute trés bien I'ordonnée, et trouve trés rationnelle-
ment le maximum : il discute un peu moins bien la tangente.
(Very well.)

6° Exemple de double décomposition de forces conver-
gentes.

Il trouve trés bien le résultat et I'explique suffisamment,
(Well.)

Cet éléve est meilleur que tous les précédents, quoique évi-
demment mal enseigné (+ +).

TRICOTEL, 17 ans passés (de 11"45™ a ).

1° Inscrire un carré dans un triangle.

11 trouve bien la construction; mais interpellé de classer les
trois carrés par ordre de grandeur, il ne peut y parvenir. Inter-
pellé d’assigner le carré maximum inscrit dans tous les triangles
équivalents et la figure du triangle correspondant, il raméne,
aprés avertissement, la question & celle du minimum de la
somme de base et hauteur; il se trompe complétement et ré-
pond que la base doit étre le quart de la hauteur. ( Weakly.)

.
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2° Résoudre l’équation z*+ px = q, en cas de racires
doubles.

Il forme directement et par la voie la plus simple la condi-
tion entre p et g. Il voit trés bien que la racine double est
nécessairement réelle; qu'on peut obtenir 'équation des deux
autres sans exécuter la division; et il assigne exactement toutes
les racines, mais sans bien déméler a priori la nature des der-
niéres racines. Il découvre, par le théoréme de Descartes,
qu’elles doivent étre imaginaires et le confirme confusément
par leur formule. (Very well.)

. . r
3° Discussion de la courbe y*= ——.
z +1

11 discute trés bien 'ordonnée et reconnait bientot I'inutilité
de discuter la tangente. Cherchant le centre, il hésite a con-
clure quil n’y en a point et finit toutefois parle constater algé-
briquement. Il s’échappe a dire que les courbes de degré im-
pair ne peuvent pas avoir de centre. Averti de cette erreur, il
finit par apercevoir analytiquement que le centre serait sur la
courbe. (Well.)

4° Equilibre d’un poids entre deuzx plans inclinés : situa-
tion d’équilibre d’une baguette de longueur donnée.

Il établit bien le principe de cet équilibre; il invente trés
heureusement, d’aprés ce principe, une solution graphique
simple et ingénieuse, d’ou il déduit le plan d’un calcul trigo-
nométrique trop compliqué mais exact. (Very well.) (+ +).

Ce candidat est des plus intelligents et des mieux instruits.

BLONDEAU, 18 ans passés (de 10"30™ & 12"15™).

1° Approzximation de .

Il expose bien la méthode par les isopérimétres et mesure
avec justesse le degré d’approximation obtenue. Il en déduit
mal le nombre d’opérations nécessaires pour un degré voulu
d’approximation. Interpellé de montrer trés simplement que «
est compris entre 3 et 4, il y parvient trés bien. ( Well.)

2° Conditions de possibilité d’un angle triédre d’aprés
les faces.

Il montre par la construction effective la nécessité de la pre-
miére condition, mais il affirme qu’il n’en faut pas d’autre.

(Sufficiently.)
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3° Analyse de l’équation x* — 2022+ 152 + 4 = o.

1l découvre immédiatement la racine 1 et, aprés ’avoir otée,
croit qu'iln’y a plus de racine commensurable. Par le théoréme
de Sturm, il reconnait la réalité et le signe des trois autres ra-
cines. Interpellé si elles peuvent étre toutes les trois des ra-
cines du second degré, il répond affirmativement; il finit pour-
tant par se rectifier et apercevoir la seconde racine commen-
surable et, en I'dtant, il trouve aisément les deux autres racines.
(Enough well.)

4° Conditions de contact indéterminé entre les deux
courbes y = ax + bx? et 22+ y*=1; lieu des foyers de la
premiére courbe.

Il résout la premiére partie de la question par la méthode
des équations factices, a une racine double; interpellé s’il faut
ajouter une condition pour que cette racine double soit réelle,
il ne s’apercoit pas qu’elle est nécessairement déja établie. La
voie choisie I'engage a des calculs qui deviennent inexécu-
tables. Il emploie, sur interpellation, la méthode des tangentes
et parvient exactement a la condition cherchée. ( Well.)

il met trés bien et fort simplement en équation la deuxiéme
partie de la question. (Very well.)

5° Equilibre du tour : position du poids pour que les
appuis soient également chargés.

Il expose convenablement, mais sans distinction, la loi d’équi-
libre. Il se trompe complétement sur la deuxiéme partie de la
question et, aprés avoir reconnu directement Yerreur, il ne
parvient pas a la rectifier. (Moderately.) (< —+).

Ce candidat est instruit, exercé et d’'une bonne intelligence
ordinaire; certainement trés admissible.

(4 suivre.)
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INTERSECTION DE DEUX CONIQUES;
Par M E. AMIGUES.

I. — SorvuTiON.

La méthode qui suit étant absolument algébrique,
nous aurons soin de n’employer aucune expression em-
pruntée i la Géométrie.

Il s’agit de trouver les solutions d’un systéme de
deux équations du second degré a deux inconnues,
x ety, dont les coefficients sont réels ou imaginaires,
savoir

S =o,

(V S'=o.

Nous écarterons le cas ou I'un au moins des poly-
nomes S ¢t §' est une somme de deux carrés, et aussi le
cas ou les deux équations ne difféerent que par un fac-
teur numeérique.

Si I'on rend homogéne 1'expression

S+ 28,

en introduisant une variable z, cette expression devient
unc forme quadratique. Egalant a o son discriminant A,
on obtient unc équation du troisieme degré en A.
Puisque ni S ni §' ne sont des sommes de deux car-
rés, I’équation en X n’a ni racine nulle ni racine infinie.
Pour la méme raison, clle ne peut étre une identité.
(On peut voir sans peine que, si elle était une identité,
les expressions S et §' se décomposeraient en facteurs
du premier degré et auraient un facteur commun.)
Ann. de Mathémat., 3° série, t. XIII. (Mars 1894.) 7
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Soient A, et A, deux racines différentes de I'équation
en A Le systéme propasé est équivalent au systéme

( S—%—)\,S'

(2) ( S + 2,8’

0,

il

0,
lequel peut s’écrire sous la forme

MN = o,

() PQ =o.

Ce dernier systéme a pour solutions les solutions de
quatre systémes du premier degré, savoir

M=o, ( M=o, N =o, | N=o,
P =o, | Q =o, %P:O, { Q=o0.

Le probléme est donc résolu dés qu’on conmait 2, et
2, et Pon peut dire que 'équation en % est une résol-
vante du systéme (1). '

Remarque. — Si Véquation en ) a Loutes ses racines
égales, la méthode est en défaut. Si Pon représente par
hy laracine triple, le systéme proposé est équivalent au
systeme

:0,
—i—)\‘S’:O,

wmw

5 .‘
(5) '

dans lequel la scconde équation se décompose en un
produit de deux facteurs.

[On aurait en particulier racine triple si les poly-
nomes S et S, ne diftéraicnt que par un facteur numé-
rique, mais nous avons écarlé ce cas, pour lequel la
deuxiéme des équaﬁons (3) se réduirait d’ailleurs a une
identité. |

IT. — DiscussioN GENERALE.

Nous écarterons ici les deux mémes cas que pour la
solution. -
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PreMiER THEOREME. — Le systéme proposé ne peut
jamais avoir plus de quatre solutions.

En effet, j’ai a résoudre les systémes (4). Or aucun
d’eux ne peut admettre plus d’'une solution. Car sile
premier, par exemple, admettait plus d’'une solution,

on aurait
M = KP,
el, par suite,
S -+ %, S = KPN,

S 4+ 238 = POQ.
Donc, en retranchant,
(A1 — Xy)S'=P(KN — Q),

ce qui est contre notre hypothése.

La démonstration ne s’applique pas au cas de la ra-
cine triple. On a alors a résoudre le systéme (5), c’est-
a-dire en posant

S %, = MN,
que I'on doit résoudre les deux systémes

S =o, ‘S:O,
M=o, | N=o.

Si chacun d’eux n’a que deux solutions, le théoréme
est démontré. Prouvons qu’il en est ainsi pour le pre-
mier. '

L’équation M = o contient au moins une des incon-
nues, sans quoi le premier systéme n’aurait pas de solu-
tion : supposons que ce soit y. On en tire alors

y = mx —+ n.
Portant cette valeur dans I’équation
S =o,

on a une équation en x du second degré. Il s’agit de
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prouver que cette équation n’est pas une identité. En
effet, si elle était une identité, le polynome S serait di-
visible par y — mx —n pour toute valeur de x, ce
qui est contraire a nos hypothéses.

Seconp TuitoriMe. — Pour que deux solutions soient
confondues, il faut et il suffit gue U'équation en '\
ait une racine double. Pour que les deux solutions
qui restent soient également confondues, il faut et il
suffit que cette racine double annule les mineurs du

diseriminant A.

Nous ferons d’abord une remarque. Si deux facteurs
q

de la forme
ar+by+c

s’annulent tous deux pour x =a et 3 = B, et aussi

pour x = o' ¢t y = B/, ces facteurs sont les mémes a

un facteur numérique prés. Car le systéme linéaire
obtenu en les égalant a o admet, dans ce cas, deux solu-
tions ct, par suite, une infinité.

Autre remarque. Si un facteur s’annule pour trois
des quatre solutions, deux de ces solutions sont con-
fondues. Car, d’aprés le systeme (3), si trois solutions
annulent la facteur M, ces trois solutions sont solutions

du systéme
M = o,

PQ =o,

qui ne peut en avoir que deux, n’en ayant pas une in-
finité. Ces trois solutions ne peuvent donc étre dis-
tincles.

Autre remarque. Des deux facteurs M et N qui entrent
dans I'une des équations (3), I'une admet deux des so-
lutions, 'autre les deux autres.

Désignons maintenant les quatre “solutions par les



(85)
nombres 1, 2, 3, 4; et par P;; le facteur du premier
degré qui admet les solutions i et j, en sorte que P;jne
différe pas de Pj;. En appelant «, 3, v les trois racines
de ’équation en A, on a
(S aS'= Py, Py,
(6) S+ 88 =Py Py,
; S+ yS' =Py, Py
Si les solutions 1 et 2 se confondent, on a
S+ BS = pu(S+vS).
Ceci ayant lieu en particulier pour des valeurs de x
et ¥ qui annulent S’ sans annuler S, on a

lJ. = "
et alors
=8
Réciproquement, si 'on a
Y= p7
on peut conclure que 'on a I'identité
(7) P3Py, = Py, Pys.

Les facteurs de ces deux produits sont donc iden-
tiques deux a deux. Le premier facteur du produit de
gauche peut étre identique au premier facteur du pro-
duit de droite, ou inversement.

Dans la premiére hypothése, les facteurs Py, et Py,
ont chacun les solutions 1, 3, 4; et les facteurs Psy,
P,; ont chacun les solutions 2, 3, 4. Il faut pour cela
que deux solutions au moins soient confondues.

Dans I'autre hypothése, on arrive a la méme con-
clusion.

Cherchons maintenant les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les solutions soient confondues
deux a deux. Si les solutions 1 et 2 sont confondues (ce
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qui exige 3 =) et que les solutions 3 et 4 soient éga-
lement confondues, les facteurs P,; et P,, ont deux so-
lutions qui sont les mémes, et, par suite, ne différent
que par un facteur numérique. Donc la racine double §

donne un carré parfait
S+ BS".

Réciproquement, si une racine double 8 donne un
carré parfait, les solutions 1 et 3 du facteur P,; sont
aussi solutions du facteur P,,, qui, dés lors, admet les
quatre solutions 1, 2, 3, 4. Donc les premiéres sont
confondues deux a deux avec les secondes, 4 moins que
plus de deux solutions ne fussent confondues, ce qui
exigerait que {3 fit racine triple, comme on verra
par le théoréme suivant. Ainsi, pour que les quatre so-
lutions se confondent deux a deux, il faut et il suffit
que I'équation en A ait unc racine double B et que cette
racine double donne un carré parfait

S+ BS,

ou, ce qui revient au méme, annule les mineurs du dis-
criminant A.

TroistiME THEOREME. — Pour que trois des solutions
soient confondues, il faut et il suffit que l'équation en
\ ait ses trois racines égales. Pour que la quatriéme
solution soit confondue avec les trois premiéres, il
Sfaut et il suffit que cette racine triple annule les mi-
neurs du déterminant A.

En effet, si les solutions 2, 3 et 4 sont confondues,
les seconds membres des identités (6) ne peuvent diffé-
rer que par un facteur numérique (*). Il en est de

(') Le sigae P, représente un facteur linéaire qui admet la solu-
tion 2 et une solution infiniment voisine.
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méme des premiers membres, ce qui montre que ces
facteurs numériques sont égaux a 1, et qu’on a en outre

o = B = Y,
Réciproquement, si l'on a
fo Ay p = *{,

les premiers membres des identités (6) sont identiques.
Donc il en est de méme des seconds et 'on a

(8) P3Py, = P3Py, = Py, Py,

On a donc trois produits dont les facteurs doivent étre
identiques deux a deux. Cela donne lieu a quatre com-
binaisons. Dans l'une d’clles, par exemple, les pre-
miers facteurs des trois produits sont identiques, et les
trois seconds identiques. Les trois premiers ont alors
~les solutions 1, 2, 3, 4 et les trois autres les solutions
2, 3, 4. 1l faut pour cela, ou bien que trois solu-
tions au moins soient confondues ou bien que les
quatre soient confondues deux 4 deux. Les trois autres
combinaisons possibles conduisent évidemment a la
méme conclusion.

Si trois solutions au moins sont confondues, la réci-
proque est démontrée. Si les quatre solutions sont con-
fondues deux a deux, 'un des produits (8) est un carré
parfait, et, par suite, les deux autres sont aussi des
carrés et les mémes carrés.

Supposons, par exemple, les solutions impaires con-
fondues, et les solutions paires aussi. Les identités (8)
deviennent

P}, = P Pyy =P, Pyy.
On a donc
Py = Py,
c’est-a-dire que les solutions 1 et 2 sont confondues.
Ainsi les quatre solutions sont confondues et la réci-
proque est encore vraie.
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Cherchons d’une maniére générale les conditions né-
cessaires et suffisantes pour que les quatre solutions
soient confondues. Si elles le sont, les seconds membres
des identités (6) sont des carrés qui ne différent que
par un facteur numérique. Les premiers membres de
_ces identités ne peuvent aussi différer que par un fac-
teur numérique. On voit facilement que ce facteur est «
ct que 'on a

a=f=-.
En outre, cette racine triple donne un carré parfait
S +aS'.

Réciproquement, si une racine triple 2 donne un
carré, 'les seconds membres des identités (6) sont trois
carrés identiques. Les six facteurs des identités (8) ne
peuvent done différer que par des facteurs numériques.
Par exemple, on a

Py = uPs,.
Ceci exige que les solutions soient confondues deux a
deux. Supposons, par exemple, les solutions impaires
confondues et les solutions paires aussi. On prouvera
comme ci-dessus que les quatre sont confondues.

Ainsi, pour que les quatre solutions soient confon-
dues, il faut ct il suffit que la racine triple 2 donne un
carré parfait

S+ al',

, .
ou, en d’autres termes, annule les mineurs de A.

III. — DiscussioN COMPLEMENTAIRE DANS LE CAS
OU LES DEUX EQUATIONS DONNEES SONT A COEF-
FICIENTS REELS.

Premier THEOREME. — Si [’équation en } a deux
racines imaginaires, le systéme admet deux solutions
réelles et deux solutions imaginaires conjuguées.
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En effet, ces deux racines sont imaginaires conju-
guées et donnent le systéme (3) sous la forme sui-

vante
(M+ NZ)(P+Q¢) =o,

(M —Ni)(P—Qi)=o.

En associant les facteurs conjugués, on a deux solu-
tions réelles. En associant les facteurs non conjugués,
on a deux solutions imaginaires conjuguées, c’est-a-dire
dans lesquelles les valeurs de x sont conjuguées et les
valeurs de y aussi.

Ces derniéres ne peuvent étre réelles qu’en étant
confondues, ce qui n’a lieu qu’autant que les valeurs
imaginaires conjuguées de A deviennent égales, et, par
suite, réelles.

Seconp trEorEME. — St l'équation en X ’a que des
racines réelles, le systéme proposé admet quatre
solutions réelles, ou quatre solutions imaginaires con-
juguées deux a deux.

Chaque racine, étant réelle, donne un couple de fac-
teurs, qui sont ou réels ou imaginaires conjugués.

Supposons d’abord qu’un couple au moins soit formé
de facteurs imaginaires conjugués. Soit

(M4+Ni)(M—=Ni)=o
I'équation obtenue en égalant & o ce couple, et
G=o

I'équation obtenue en égalant 4 o un autre couple, cette
équation étant a coefficients réels d’aprés notre hypo-
thése.

Ce systéme de deux équations se décompose en deux
autres, ‘dont l'un donne deux solutions imaginaires, et
lautre les deux solutions conjuguées.



(90)

Ces solutions ne pourraient &tre Loutes réelles que si
les deux premiéres étaient respectivement confondues
avec les deux conjuguées. Mais alors les facteurs
M == Ni devraient étre les mémes, ce qui ne peut avoir
lieu, puisqu’ils sont conjugués.

Mais deux solutions imaginaires conjuguées peuvent
devenir réelles en devenant égales, les deux autres de-
meurant imaginaires conjuguées.

De méme, les solutions imaginaires données par le
premicr 'systémc peuvent étre confondues en demeurant
imaginaires; mais alors les solutions conjuguées don-
nées par le second systéme sont confondues aussi.

Supposons en second lieu qu’aucun couple ne soit
formé de facteurs imaginaires conjugués, alors tous les
couples sont formés de facteurs réels. Deux des trois
couples sont alors représentés par des équations de la

forme
MN = o,

PQ = o,

qui donnent quatre solutions réelles.

Deux de ces solutions peuvent se confondre, les
autres demeurant distinctes, ou bien elles peuvent. se
confondre deux a deux.

Remarque I. — Si I'équation en X a une racine
triple, les trois ou quatre solutions confondues ne peu-
vent étre que réclles, sans quoi on aurait les conju-
guées, c’est-a-dive en tout plus de quatre solutions.

Remarque I1. — Le nombre des couples de facteurs
imaginaires conjugués est ou o ou 2. D’abord il ne sau-
rait étre égal a 1, sans quoi les deux couples de facteurs
réels prouveraient que toutes les solutions sont réelles,
ct le couple de facteurs imaginaires conjugués p.rouve-
rait qu’il y a au moins deux solutions imaginaires. Il ne
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saurait non plus étre égal a 3, car il faut un couple au
moins de facteurs réels, toutes les fois que les deux po-
Iynomes S et §' sont & coefficients réels. Démontrons ce
dernier fait. Les quatre solutions étant réelles ou con-
juguées deux a deux, il y a toujours un couple de fac-
teurs dont chacun admet ou deux solutions réelles ou
deux solutions conjuguées. Je dis que chaque facteur
de ce couple est toujours réel. En effet, soit un facteur
a coefficients réels inconnus a, b, c,

axr -+ by —+c.

Je dis qu’on a des valeurs réelles de a, b, c, si ce fac-
teur admet les solutions réelles (x=a,y =f) et
(z =10/, y=§'); je dis, en d’autres termes, qu’on peut
tirer des valeurs réellesde a, &, ¢ du systéme suivant

aa-+bB+c

o,

ar+bf'+c=o,

ce qui est évident.

Je dis maintenant que’on a encore des valeurs réelles
de a, b, c, si le factenr admet deux solutions imagi-
naires conjuguées. En effet, soit I'une de ces solutions
x = o+ Bi,y =y -+ ¢i. On doit avoir

a(a+Piy+b(y+208i)+c=o,
c’est-a-dire, puisqu’on cherche des valeurs réclles de a,
b, c,
(ax+by+c=o,
( aB +bd = 0.

La solution conjuguée donne le méme systéme, lequel
donne évidemment des valeurs réelles pour a, b, c.

Remarque III. — Les réciproques des deux théo-
rémes sont vraies et se démontrent par I’absurde.
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SUR LE PROBLEME DU CONCOURS GENERAL DE 1893;

Par M. Anpré CAZAMIAN,
Eléve de Mathématiques spéciales au Collége Sainte-Barbe.

On donne une conique S et un triangle conjugué
ABC.

1° Démontrer que, par un point quelconqueP, deS,
passent quatre coniques circonscrites & ABC et tou-
chant S chacune en un point autre que P.

2° Les points oll ces quatre coniques touchent S sont
situés sur une conique T circonscrite & ABC.

3° Quand P décrit S, X enveloppe une courbe T du
quatriéme ordre.

4° Dun point M de la courbe T, on peut mener a
cette courbe quatre tangentes, autres que celle qui
touche la courbe en M. Démontrer que les points de
contact sont sur une droite D ; trouver U'enveloppe de D
quand le point M décrit la courbe T.

En prenant le triangle ABC comme triangle de réfé-
P g g
rence, et

Ax2+ A y?2 - A"32 =0
pour équation de la conique conjuguée S, on trouve
que I'équation de la courbe T, enveloppe de I, est

Ayrat+ A2+ A'x?y? = o.

La courbe T est donc une quartique pour laquelle
les trois sommets A, B, C du triangle de référence sont
des points doubles d’inflexion.

En cherchant maintenant 'enveloppe de la droite D
qui contient les quatre points de contact des tangentes
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a T issues d'un point M de la courbe, on est conduit, en
suivant une marche paralléle, a I’'équation

Az? + A2+ A'z2=o,

c’est-a-dire qu’on retrouve la conique donnée S.

Nous allons expliquer ce resultat en montrant que le
probléme peut se diviser en deux parties dont I'une
n’est que la transformation de 'autre.

Si I’on se reporte a un Mémoire de Laguerre ( Nou-
velles Annales, aolit 1878), on verra que, pour Loutes
les quartiques Q ayant trois points doubles d’inflexion,
quartiques dont les équations, en les rapportant au
triangle de référence ayant les trois points doubles pour
sommels, peuvent se ramencr a la forme

:\‘),2 32+ A xr2z2+ A z.zjﬂ = o,

la cubique polaire d’'un point quelconque de la courbe
se décompose en une conique et une droite, cette
derniére renfermant les quatre points de contact des
tangentes issues du point, et 'enveloppe de cette droite,
quand le point se déplace sur la courbe, est une co-
nique conjuguée au triangle des points doubles. On re-
connaft la I’ensemble des propriétés qu'il s’agissait
d’établir dans la derniére partie de la question. Pour en
déduire celles de la premiére partie, appliquons aux
résultats ci-dessus énoncés la transformation trilinéaire
réciproque connue sous le nom de transformation par
points inverses. Au point (x, ¥, z) nous faisons corres-
pondre le point (X, Y, Z), tel que

.’L‘X:yY:zZ.
Nous tirons de la

r _ Yy _ 2

YZ ~ XZ ~ XY
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et
X Y _Z

= =

¥z @z zy

Pour avoir ’équation de la transformée, il suffira de
remplacer z, y, z par les valeurs proportionnelles YZ,
XZ, XY. On voit ainsi qu’a la quartique T

Ay2zi+ Aotz A2yt =o
correspond la courbe
AX2+A'Y2+ A"Z2 =0

c’est la conique S conjuguée au triangle de référence.
A toute droite
axr +By+ys=o0
correspond la courbe

aYZ + BXZ + XY =o,

qui est une conique circonscrite au triangle de réfé-
rence.

On voit ainsi :

1° Que, par un point quelconque P, de S, passent
quatre coniques circonscrites 8 ABC (transformées des
tangentes qu’on peut mener du point correspondant a
la quartique T) et touchant S chacune en un point
autre que P;

2° Que les points de tangence sont situés sur une co-
nique X circonscrite & ABC dont I'enveloppe, quand P
se déplace sur S, est la quartique T.

Supposons maintenant que nous effectuions une
transformation homographique de la figure donnée,
amenant les points B et C aux points circulaires a I'in-
fini du plan, I et J. Le point A, pdle de BC par rapport
a S, devient le pole de la droite de Vinfini, c’est-a-dire
le centre de la conique H transformée de S; de plus,
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cette conique étant conjuguée par rapport au triangle
OlJ, est une hyperbole équilatére. La premiére partie
du probléme, ainsi transformée, conduit i I'énoncé
suivant :

Si, par un point quelconque M d’une hyperbole
équilatére et le centre O de la courbe, on méne les
quatre cercles tangents & Uhyperbole en des points
autres que M, les guatre points de contact sont sur un
cercle passant par Q. L'enveloppe de ce cercle est une
quartique bicirculaire.

Inversement, si nous démontrons directement cette
propriété, nous pourrons considérer toute la question
comme résolue.

Remarquons d’ailleurs que, pour arriver a I’énoncé
précédent, nous avons fait subir a la propriété des
quartiques Q d’abord une transformation par points
inverses, puis une transformation homographique, mais
nous aurions pu d’abord transformer homographique-
ment de facon que deux points doubles de la quartique
devinssent les points I et J, et alors cette derniére se
serait transformée en une [lemniscate, comme il est
aisé de le voir sur son équation, puis faire une trans-
formation par points inverses qui, dans le cas ou le
triangle de référence n’a qu'un sommet a distance
finie (le point double de la lemniscate), les deux autres
étant les points cycliques, n’est pas autre chose qu'une
transformation par rayons vecteurs réciproques. Cette
derniére aurait transformé la lemniscate en une hyper-
bole équilatére H ayant pour centre le point double, et
les tangentes a la lemniscate seraient devenues des cer-
cles passant par le centre et tangents a I'hyperbole H.

Soient donc H une hyperbole équilatére, et MNOA

un cercle passant par le centre de la courbe, la touchant
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en A et la rencontrant en deux autres points M et N,
Pun de ces points, M, étant supposé fixe. Soit A’ le sy-

métrique du point A sur I'hyperbole. Je dis que
MO = MA'.

On voit d’abord que MN est une hauteur du triangle
AMA/, car les deux droites MN et AOA’ sont, d’aprés
le théoréme de Joachimsthal et la propriété des diameé-
tres conjugués de 'hyperbole équilatére, symétriques
de la tangente en A, par rapport a deux directions (un
axe et une asymptote) faisant entre elles un angle de
45°. Les cercles des neuf points des triangles ANM,
AA'M se confondent alors comme ayant trois points
communs : le point O, 'hyperbole équilatére étant cir-
conscrite 4 la fois & ces deux triangles, le pied K de la
perpendiculaire MK et le milieu du c6té commun AM.

Il résulte de la que le point N est 'orthocentre du
triangle AMA’. On a, par conséquent,

N T
AA'N = AMK,

et ce dernier est égal a 'angle ONA/, le quadrilatére
AMNO étant inscrit dans la circonférence. Le triangle
OAN/, et par suite le triangle OMA' est donc isoscéle.
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Il en sera de méme du triangle OM’A, M’ éiant le sy-
métrique de M sur 'hyperbole équilatére, ce qui prouve
que le point de contact A appartient a un cercle C pas-
sant par O et ayant pour centre le point M. Les quatre
points de contact sont sur ce cercle.

Si nous supposons maintenant que le point M parcoure
I'hyperbole équilatére, le cercle C, qui passe constam-
ment par O, et dont le centre décrit aussi I'hyperbole,
enveloppera une lemniscate, homothétique de la podaire
du centre O del'hyperbole équilatére dans le rapport a.

FORMULES RELATIVES AUX FOYERS DES CONIQUES;
Par M. A. TISSOT.

L’angle des axes étant désigné par 6§, soit

Az? +A'y2+a2Bay + 202 +2C0y+D=o

I’équation d’une conique.
Soient de plus

A le discriminant du premier membre rendn homo-
geéne;

2,2, 8,7,y et d les mineurs de A qui correspondent
respectivement & A, A’, B, C, C' et D;

S une des racines de I'équation en S de la conique;

p l'abscisse et ¢ 'ordonnée d’un foyer.

On a les formules suivantes :

p=sly=VAS=A),  g=3[y=viE=a)

Ann.de Matheémat., 3¢série, t. XIIL. (Mars 1894.) 8
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et, pour les équations des directrices,

. — N

L’une des racines de I'équation en S fournit les
foyers récls, et I'antre les foyers imaginaires. Pour le
calcul de p et de g, ct pour celui du premier membre
de I'équation de la directrice, il faut faire usage de denx
racines dilférentes, sil’on veut obtenir un foyer et une
directrice qui se correspondent. Enfin, chaque racine
donne deux foyers et deux directrices, parce que I'un

Ssinf = o.

o =

des quatre radicaux peut &tre pris soit positivement,
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