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EXERCICES.

QUESTIONS PROPOSÉES.

164-9. On donne une ellipse; on prend le triangle abc formé
par les deux tangentes ca, cb à cette courbe et par la corde de
contact ab. Sur les cotés de ce triangle comme diamètres, on
décrit des sphères; elles se coupent en deux points, réels ou
imaginaires :

i° Quel est le lieu (m) de ces points lorsqu'on déplace ab
parallèlement à la même direction ;

i° Quel est le lieu des lignes (m) lorsqu'on fait varier la di-
rection de ab ( J). (MANNUEIM.)

1650. Soient S une surface telle que les lignes de courbure
d'un système soient circulaires, (y) l'un de ces cercles et G
le sommet du cône circonscrit à S le long de (y). Démontrer
que la trajectoire du point G est normale au plan déterminé
par ce point et par la caractéristique du plan du cercle (Y)-

( CARONNET. )

1651. Deux permutations des n premiers nombres sont dites
inverses l'une de l'autre lorsqu'elles présentent les mêmes élé-
ments en ordre exactement inverse; elles sont dites symé-
triques l'une de l'autre lorsque la somme des éléments qui y
occupent la même place est constamment égale à TI + I . Dé-
montrer que la probabilité, pour qu'une permutation prise au
hasard parmi les permutations des n premiers nombres soit
telle que son inverse et sa symétrique coïncident, est donnée
par la formule

P = . . 3 . 5 . . . t '

i étant le plus grand entier impair non supérieur à n,
(DÉSIRÉ ANDRÉ.)

(') Voir LAISANT, Recueil de problèmes de Géométrie analy-
tique à deux dimensions, p. IS'J, n° 721, un énoncé plus concis de
celte même question.



Mhtë. Trouver tous les systèmes de quatre nombres positifs
a, b, c, d tels que les dix nombres

a -k- b — i, a -h c — i. a -\- d — i,

b -h c — i, b -\- d — [, c-+-^ — i.

'i — b — c — d, i — c — d — a,

'JL — d — a — b, 2 — a — b — c

soient les inverses de nombres entiers. (LEVAVASSEUR.)

1653. G étant le cercle osculateur en un point M d'une para-
bole, démontrer géométriquement que le foyer divise dans
le rapport de i à 3 la droite MD, D étant le symétrique par
rapport à la normale en M du point où le cercle G rencontre
le diamètre de la parabole relatif au point M. (E. ROUCHÉ.)

1054. On considère un triangle équilatéral ABC et une
droite (D) passant par le centre O du triangle. Par le point A
on mène une droite (A) symétrique par rapport à la direction
(D) de la droite perpendiculaire en A à AO; de même en B,
on mène la droite (A)' symétrique par rapport à la même di-
rection (D) de la perpendiculaire en B à BO ; on agit de
même en G pour construire la droite (A)".

Montrer que ces trois droites (A), (A)', (A)" se rencontrent
en un même point situé sur le cercle circonscrit au triangle
ABC. (E.-N. BARISIEN.)

QUESTIONS RÉSOLUES.

Question 1385.

On donne sur un plaît une ellipse de centre O et un
point fixe G. De ce point, on mène une transversale qui
rencontre Vellipse au point P. Le diamètre conjugué de OP
coupe la transversale au point M.

Pour quelles directions de la tranversale le segment PiM
est-il maximum ou minimum? (MANNUEIM.)
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SOLUTION

Par M. LEZ.1 dl ni- ! _ _ . _ .

La transversale y—p = \L(X— q) menée par le point
G(p,q) rencontre l'ellipse 62a?2-b a2y* = aïb1 en deux points
V, P' ayant pour coordonnées

__ \(pi — q)zh a
x=z _ _ _ _ _

_ b*(q
y _ _ _ _ _ _

K, du reste, étant égal à b2-+- a2p.2 — {q
Par suite, le diamètre O M conjugué de O F' a pour équation

il rencontre la transversale en un point M représenté par

b(q — p\j.)[— a\j.(q —

La différence des abscisses des points P et M étant —-_ et celle
/ K

des ordonnées ——_T? la longueur du segment PM sera

Pour que L devienne maximum ou minimum, il faut que la
dérivée de la quantité sous le radical, c'est-à-dire que p satis-
fasse à l'équation

(1) jxl — ( a î _ g p ) ,

dont les racines sont inverses et de signes contraire?.
A la valeur pusithe de »JL correspond le minimum de L. Le*»
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deux trar^ersales passant par le point G et ayant pour coef-
ficients angulaires les racines de l'équation (i) sont les bissec-
trices des tangentes menées à l'ellipse par le même point G.

En effet, l'équation des parallèles menées par l'origine à ces
tangentes est

(a2 — P<2)yt-Jr ipqxy -+-(62—q2) x2 = o;

or les bissectrices des angles de celles-ci ont pour coefficients
angulaires les racines de l'équation (i).

Quand le point G est sur l'ellipse, l'une des bissectrices de-
mentia normale en ce point, et l'autre, la tangente; le segment

a6 . . T ,
intercepte L = —====: est un minimum. Lorsque le

point G est à l'intérieur de l'ellipse, les tangentes sont imagi-
naires, mais leurs bissectrices sont réelles.

Ar. IL — M. Cartier a aussi résolu la question.

Question 4624.

Soit une série F (x) — ao-r- a^x H-, ..-+- anx
n-h.. . dans

laquelle les coefficients a sont positifs ; on suppose quon
ait \\manni} = K, K étant une quantité constante différente

II — oo

de o et p un nombre positif moindre que Vunité. Démon-
trer que, lorsque x tend vers i, le produit (i — x)l~P F(x)
a pour limite KT(i—p). (APPELL.)

SOLUTION

Par M. SOUDÉE.

La série n'est convergente que si x est plus petit que i; nous
supposerons donc que x tende A ers i par valeurs moindres.

On peut poser, par hypothèse, an = —- H—— > en ayant pour

limite o quand n augmente indéfiniment; et la série peut se
décomposer ainsi

r ( .r ) = «o -h K ( 1 h. . .H h . . .
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Comparons la série

r x*
v{x) = . H. . .
• v J \p 'jp

avec l'intégrale

1= r*-dn;

X "p

et remarquons d'abord que celle-ci s'exprime par la fonction F;

i = / xn n-P dn — I nt]-P}-1 e a dn = - ; - — — T T ~ *

— est une fonction de n décroissante ; car «a dérivée est
nP

-*~(n\ogx p),

et log.̂ 7 est négatif puisque x e t̂ moindre que i. Si donc on
désigne par m un entier quelconque, on aura la double iné-
galité

</ f — a"»<; _ .
mP

Si l'on donne à m toutes les \aleurs entières à partir de 1
et qu'on ajoute, comme la ««crie r^(x) est convergente, on
obtient

ƒ * xn

ou

ƒ * Xn

- - r//i < o(x).

rxx*

Le produit (i — x)l~P j ~ dn a pour limite o quand x

tend vers i: il en e t̂ de même de x(i—X)1~P.
Le produit J(r — X) 1~P OU F ( I - / ? ) / \ a ]>our

limite T(F — p). Donc

lim f(i — r ) 1 "^ cpO )] = r ( i — p )
l
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Dans l'expression de F(x) (i — X){~P, la première partie

ao(i — x)l~P a pour limite o; je dis qu'il en est de même de
la troisième. Soit e un nombre donné; on peut déterminer un
entier m tel que si n est supérieur à m, zlt est moindre que £.
Décomposons la série en deux parties : la première, composée
des m premiers termes, reste finie quand x tend vers i; son
produit par(i — x)l~P a pour limite o ; la seconde est moindre

h . . . en valeur absolue; elle est moindre
{7)1 -f-l)/' J '

que s«p(a?) à plus forte raison; et son produit par(i — x)l-t} a
une limite inférieure à zT(\ — p).

Donc, dans le produit (i— X)1~P F(X), la première et la troi-
sième partie s'annulent; il re^te

lim \(i — xy-PF(x)] = KT(i-p).

Question 399.

On mène par le point o des plans parallèles aux faces
d'un tétraèdre abcd; ces plans déterminent dans chaque
angle tri&dre des parallélépipèdes dont on désigne les
volumes par Pa , P/,, P r , P,/. On a

(

SOLUTION

Par M. E. GENTY.

Prenons le point o pour origine et soient a, j3, y et o les \ee-
tours des points a, b, c et d, a, (3 et y formant un trièdre tri-
rectangle.

Les arêtes du parallélépipède ayant pour volume Pa sont les
parallèles obi, oci et oc?4 menées par le point o aux droites ab,
ac et ad respectheinent et limitées aux points blt c{ et dh où
elles rencontrent los plans acd, ahd et <7&r respectivement.

On a donc

et nou§ déterminerons K en exprimant que le point b est dans
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le plan acd, qui a pour équation

c? i r / <N o o <N o a . o c . S 8 o
S p Y ( v a -h OLÛ -f- ÔY ) = S r a ô = L- •

6

Remplaçons dans cette équation p par l'expression de ob, et
nous aurons

ob

en désignant par D le sextuple du volume du tétraèdre abcd.
On a donc

oa.oc.S (3o

D.Tb~~
On a de même

D.oc
On a enfin

odt= K(a —o),

et le plan abc ayant pour équation

Sp V( PY "+" Ta "+• a P) — S«PY = oa.ob.oc,

on déterminera K par la condition

K S ( T. — o ) V ( ,3y -f- ya -t- ap ) = oa.o^>.oc
ou

KD— O(7.o6.oc.

On a donc

oa.ob.oc , ^.
1 =

D ^ ^
et, par suite,

__ oa.ob.oc c o > c -> c / O w x / AX

— fi Spo.Syo.Sfa — p) (a — y) (a — o),

ou enfin

oa.ob.oc cq> o >
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On aura de même

_ ob.oc.oa ç, > _ ^

oc.oa.ob

On a donc

Pa

= _ _ 2 _ 2 ~ ~ 2 I —-± r- zzTâ !"
O r t . 0 6 . O C

oa.ob.oc. S^ao.S^po.S'2^^

Calculons maintenant Pf/.
L'une des arêtes du parallélépipède correspondant est la

parallèle à da menée par le point o et limitée au point a2 où
elle perce le plan abc.

On aura donc
oa2 = K(a — ô ),

et le plan dbc ayant pour équation

ob.oc.Sotù

o/̂ . oc. Sao

oa
et, par suite,

ob.oc. Sa8 ^
o«2 = zzr ( a — o ) .

o a
On a de même

oc.oa.Sp8 0 ^

_ oa.ob. S^ô ^

oc
d'où

_ o , oa.ob.oc



( 9* )
et enfin

oa.ob.oc.

Question 482.

Le centre de la sphère circonscrite à un tétraèdre, le

centre de Vhyperboloide, passant par les quatre hauteurs,

le centre de gravité du tétraètre, sont trois points en ligne

droite. (JOACHIMSTHAL.)

SOLUTION

Par M. E. GENTY.

Nous a\ons montré que si (p t, tûl), (p2, co2) et (t>3, t*)3) sont
les coordonnées de trois droites, le centre C/t de l'hyperboloide
déterminé par ces trois droites a pour Accteur

03 — Sv i wi) Vi

Soit, j>ar exemple, un tétraèdre OABC; O est l'origine; A,
B et G ont pour vecteurs a, p et y respectivement.

Trois des hauteurs auront pour coordonnées

i , = Va3, w , =

et l'on trouve immédiatement

Or, si y A' e t̂ le \ecteur du centre de gravité C# de l'hyperbo-
loide et y s Ie vecteur du centre CA de la sphère circonscrite,
on a

a -*- p -4- Y
4
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et

., - T 2 « VÊT-*- T ^

donc on a

ce qui montre que G# est le point milieu de la droite GhGs.

Question 793.

Déterminer dans un plan deux systèmes de neuf points
conjugués

a u <r/2< . . - , a A , a 9 ,

jouissant de la propriété qu'étant pris au hasard deux
couples de points correspondants ai et b^ aj et bj, il existe
toujours un autre couple de points correspondants a^ et b^
et un seul tel, que les deux triangles a^aja^ et btbjbk
soient semblables. (LVGIKRRE.)

SOLUTION.

Par M. JUEL.

On rapporte tous les points ai, a 2 , . . . , a%, bi, b2, . . . , b<j
à un système cartésien ordinaire, et soient les coordonnées de
tous les points

( a \ a ' l ) , . . . , ( r i g o r ; ) , ( b \ b \ ) , . . . , ( b ' 9 b l ) .

Si Ton forme au mojen de ces coordonnées les combinaisons
usuelles

a\ H- ia"Xl . . . , a'9 -h ia'9, b\ -+- ib'[, .. ., b'9-h ib'!31

si on les représente par les nombre*

la condition nécessaire et suffisante pour que les triangles
k et bibjbfc soient semblables sera

Si nous construisons ensuite, dans un nouveau système car-
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tésien, les points imaginaires dont les coordonnées sont
(a! p t), . . . , (a9 (39), on est conduit, comme conséquence de la
relation (i) et de ses analogues, à trouver un groupe de neuf
points tels que chaque droite qui contient deux points du
groupe en contiendra encore un troisième, et un seul.

Mais, d'après la théorie des courbes du troisième ordre, ce
groupe doit nécessairement être celui des neuf points d'in-
flexion d'une cubique. Donc, etc.

Néanmoins, une solution purement géométrique étant à dé-
sirer, bien que difficile, je me permettrai de poser le problème
dans le TidssArift, avec renvoi aux Nouvelles Annales^ cela
va sans dire.

Question 946.

Soient (A) et (A) deux surfaces dont l'une est la trans-
formée de Vautre par rapport à un pôle O, c'est-à-dire
telles que les points correspondants se trouvent sur une
même droite passant par le point fixe O. On demande de
démontrer :

i° Que dans ce mode de transformation les surfaces
liées par la relation

f ( r, r') -= o,

où f est une fonction quelconque des distances OM = /',
()M'=/•', jouissent seules de la propriété que leurs nor-
males aux points correspondants se rencontrent en un
même point de l'espace : comme une des applications, on
peut considérer les surfaces conchoides r — /*' = dz const. ;

2° Que parmi les transformations définies par la rela-
tion générale f(r, r")— o, il n'y a que Vhomothétie et l'in-
version qui jouissent de la propriété de f aire correspondre
les ligna de courbure des surfaces transformées.

(E. HABICH.)

SOLUTION

Par M. E. GENTY.

Soient o et o' les vecteurs de deux points correspondants
des surface* (A) et (A'). On aura

p' = Ko.
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K étant une fonction scalaire de p, en sorte qu'on pourra
poser

dK = $ldp.

Si d'ailleurs v et v' sont les orienteurs des normales respec-
tives des deux surfaces, la condition de rencontre de ces deux
normales sera

(i) Spvv' = o.

Or on a

dp' = p S X dp -+- K dp ;

d'où, en projetant avec X,

SX tfp'=r
p

on a donc

(SXp — K ) d p ' — pSX dp' — K(SXp -h K)dp.

Si nous projetons maintenant a>ec v, il vient, en tenant
compte de la relation évidente

Sv dp — o,

( S Xp H- K ) S v dp' — S vp S X dp' — o.

On a donc
v ' | | (SXp-r-K)v —XSvp,

et la condition (i) devient
SpXv = o.

U en résulte qu'on peut poser

X — a p 4- b v,
d'où

dK = SX dp = aSpdp =arf(T2p),

ce qui démontre la première partie de la proposition.
Supposons maintenant que dp soit le vecteur d'une direction

principale de la surface (A.).
On aura

dp = R rfv ;
d'où

dp '= R(pSXdv-4-Krfp),

et pour que les lignes de courbure se correspondent sur les
deux surfaces, on dc\ra avoir aussi
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d'où

(i) S p rfv rfv' = o.

Or on a
, ( S X p - h K ) v — XSvp

V = ! i L ,

n
n étant le module du vecteur qui figure au numérateur, mais K
étant une fonction de T2p, on a

K' étant la dérivée de K prise par rapport à T*p; d'où

X = 2 K ' p
et, par suite,

, _ (2K'T2p + K)v — sK'pSvp _ Av-+-Bpv _ - _ - ;

donc

7i(ö?Av-f- Adv -+-dB p -hBdp)— dn(kv -f- Bp)
av =

?i2

et la condition (2) devient

( n dk — A dn) S vp ûfv = 0,
ou

n dk — A dn = o,
ou enfin

n = Gk = C(2K/T2p -f. K),

C étant une constante, ce qui montre que n doit être une
fonction de T2p.

Or on a

-4- 4K'2S2vp T2p — 4K'S2vp(s>.K'T2p H- K)
= 4K'(K'T*p -4- K)(T2p — S2vp)-f- K2,

et cette expression de n2 ne peut être une fonction de T2p
que si l'on a

K'=:o ou K'T2p-f-K = o.

La première hypothèse donne l'homothétie et la seconde
l'inversion.

On >érifie d'ailleurs très simplement que l'inversion conserve
bien les lignes de courbure.

3*
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On a, en effet, dans ce cas,

K — nFS~- > K ' = 7=7— > X = Ö 7 T >

P p T4p Tp4

d'où

' _ 'ïpSvp — vT2p
V = ^ T

V
_

ou, en remplaçant dp par RÛ(V,

(aRSvp-~T»p)(T»prfv —aSpc/v p)

ou enfin

^ v = id?,

ce qui montre bien que les lignes de courbure se correspondent
sur les surfaces (A) et (A').

On voit en même temps que, si Rt et R2 sont les rayons de
courbure principaux de la surface (A), K\ et R'2 ceux de la
surface (A'), on a

rw _ 5j R' — R2 .
1 ~~ 2R,Svp — T*p' 2 aR,Svp — T » p '

on déduit de là

ou, en divisant par Tp,

r et r' désignant les longueurs ÖA et OA' respectivement, et X
l'angle du rayon vecteur avec la normale à Tune ou l'autre des
surfaces (A) et (A!),
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Question 1478.

Par un point 0 de Vespace, on abaisse des perpendicu-
laires sur trois plans diamétraux conjugués d'une qua-
drique et on mène le plan passant par les pieds de ces trois
perpendiculaires. Ce plan et les plans analogues obtenus
en faisant varier le système des trois plans diamétraux
conjugués passent par un même point M. Trouver le lieu
du point M lorsque, le point O restant fixe, la quadrique
tourne autour d'une droite. (PELLET.)

SOLUTION

" Par M. E. GENTY.
Soient

Spcpp = i

l'équation de l'ellipsoïde ; a, (3 et y les vecteurs de trois demi-
diamètres conjugués de cette surface et o> le vecteur du
point O. Les pieds A1? Bt et Ct des perpendiculaires abaissées
de ce point sur les trois plans diamétraux, conjugués de l'ellip-
soïde auront pour vecteurs

W p V w V v a VV«[3 Vto Vaft.
' T'Vajî ;

or, a, p, vêtant trois demi-diamètres conjugués de l'ellipsoïde,
on a

Sj3©x — o, Syrfa — o;
d'où

K étant un facteur scalaire; on aura donc pour les vecteurs
des points At, Bi et Ci les nouvelles expressions

VcpaVwcpa YcpfJ Veocp[3 VçYVwcpY
~~Sa©2a ' ~Sp©^3 ? SYcp2Y

Mais, si l'on pose

ai, Pi et YI seront troi« orienteur^ rectangulaire^ et les expres-



sions vectorielles ci-dessus prendront la forme

ou

I

et, si Ton porte l'origine au point O, l'équation du plan Aj E^ Ci
sera

S Y , ? Y , V ç ' a j ç '
1i ' 1 ' 1

Suxp'a, Swc?2 pj ^ Swo2^!
^ 1 1 i

-h So2 a! o2 p! cp2 Yi = o,

ou encore

_ i

S

Or on a
Saj cpa! -f- S ^1 «ppi -f- S Yi ©Yi ='/?i2,

m2 étant un invariant'de la fonction «p.
Donc le plan (1) passe par le point fixe P ayant pour vec-

teur

4 m 2

Si l'on revient à l'origine primitive, le vecteur de ce point
sera

m 2

Au lieu de supposer que l'ellipsoïde tourne autour d'une
droite, nous pouvons supposer que la quadrique est fixe et que
le point O tourne autour de la droite.

On peut alors poser

a) = X"-H R( JJL cos6 H- v sinô),

X étant le \ecteur du centre M du cercle décrit par le
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point O, R le rayon de ce cercle, X et (x deux orienteurs rec-
tangulaires situés dans son plan.

On a alors, en appelant p le vecteur du point P,

( m 2 C P ) X R r / x . . __
p i^_ = — ^( m 2 _cp) jxcosö -4-(m2— co)v sin0],

équation vectorielle d'une ellipse ayant pour centre le point
correspondant du point M; on voit d'ailleurs que les points
correspondants aux extrémités de deux rayons rectangulaires
quelconques du cercle décrit par le point O sont les extré-
mités de deux diamètres conjugués de l'ellipse.

Question 1484.

On donne sur une droite deux systèmes de trois points a,
a'', à' et b, b', b" qui font partie de deux divisions homo-
graphiques. Sur ab comme diamètre on décrit un cycle G
dont le sens est déterminé par la condition qu'au-dessus
de la droite le point décrivant aille de a en b; les segments
a'b' et a" b" déterminent de même deux autres cycles C'
et G". Si Von trace un cycle tangent à G, G' et G", démon-
trer que les points où il coupe la droite sont les deux
points doubles des deux divisions homographiques.

(LAGUERRE.)

SOLUTION

Par M. JUEL.

On peut énoncer plus brièvement la question comme il suit.
Soient (a, 6, c, . . . ) , (aif bu ct, ...) deux groupes de points
faisant partie de deux divisions homographiques. Les cycles de
même sens construits sur aaiy bbiy ccx comme diamètres
seront tous touchés par un même cycle.

Soit e un point double des deux divisions homographiques et
appliquons une transformation par inversion, avec e pour pôle.
L'autre point double f se transformera en f ', at b en a\ b\ ...

On aura donc

f'a':f'a\ —f'b'\f'b\ =. . .= const.

et tous les cycles décrits sur ara\, b'b\y . . . comme diamètres
seront touchés par deux droites passant par ƒ'. Le théorème

4*



est donc démontré; car, dans la transformation par inversion,
les cycles se transforment en cycles.

Question 1534.

Le lieu des foyers des coniques doublement tangentes à
deux cercles donnés se compose de cinq cercles.

(ENTRETIN.)

SOLUTION

Par M, E.-N. BARISIEN.

Pour bien analyser cette question, il est nécessaire de la di-
viser en deux cas généraux.

I. Cas des cercles extérieurs l'un à l'autre ou se rencon-
trant en des points réels.

II. Cas des cercles dont l'un est intérieur à l'autre.

I. Dans ce premier cas, l'un des axes de la conique coïncide
avec la ligne des centres, l'autre axe est perpendiculaire à la
ligne des centres.

Il peut donc se présenter deux cas :
i° Les foyers sont sur la ligne des centres.
La ligne des centres fait donc partie du lieu des foyers.

i° L'axe focal est perpendiculaire à la ligne des centres.
Prenons des axes rectangulaires, l'origine étant au centre de

l'un des cercles et Taxe des x étant la ligne des centres.
Soient R le rayon du cercle ayant son centre à l'origine, r le

rayop de l'autre cercle et a la distance des centres.
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L'équation d'une conique bitangente au cercle (R), et ayant

pour un de ses axes l'axe des #, est

(i) X O 2 - 4 - J K 2 _ R 2 ) - t -O— p)* = o.

De même, l'équation d'une conique bitangente au cercle (r),
et ayant pour un de ses axes l'axe des x, est

(2) j JL[(a .-_a)s + r » _ r î ] H _ ( a . —(7)« = o .

Ces deux équations doivent être identiques, ce qui conduit
aux relations

p — q = aX,

En divisant membre à membre les deux dernières relations,
on obtient

R 2 -ha 2 —r 2

p + q = _

Par conséquent
. . . al R 2 ^ _ a 2 _ r 2
(3) p — 1

L'équation générale des coniques (î) ne contient plu? que le
paramètre X, puisque (3 ) donne p en fonction de X.

L'abscisse du centre a pour expression———• Si donc on
i + À

change dans (i) x en x -4- —=-—- > on arrive à l'équation
i - t~ À

= À ( R 2

I-+-X/

Si A et B désignent les demi-axes de la conique, on a donc

X
i-hX

• = R2 —

( r>2 \

I -+- A /

n-X
Par suite.
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Si donc X et Y sont les coordonnées d'un foyer, on a

(4)

(5) Y 1 = ^ L

On aura le lieu des foyers en éliminant p et X entre (3),
( 4 ) e t (5 ) .

On en déduit

En divisant ces deux équations membre à membre, on trouve
l'équation d'un cercle

. aKr
dont le rayon est •

II. Cas ow Z'w/i des cercles est intérieur à l'autre. — Pre-
nons des axes rectangulaires, au centre O du plus petit cercle,
de rayon r, l'axe des a?étant dirigé vers le centre G de l'autre
cercle de rayon R. Soit OG = a.

Considérons une conique bitangente à chacun des deux cer-
cles et dont l'un des axes soit incliné de l'angle a sur l'axe
des x. Les cordes de contact dans chacun des cercles sont pa-
rallèles à chacun des axes de la conique. De sorte que cette
conique a indifféremment l'une des équations

I(x2-hy2— r2)-±-(x cos a -\-y sina —/>)2 = o,

ix[(x — a)2 -+-y2 — R2] -+-(x sina — j^cosa — q)2= o.

L'identification de ces deux équations conduit aux relations

(\) X - f - fJL - f - I = O ,

(7.) p oosa +• q sina -h a\i = o,

(3) p sina = q cos a,

(4) / ? 2 -T-< / 2 — \ r - - r JJ-O 2— R2) = o.
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De (2) et (3), on tire

(4) devient donc

(5)

p = — a\i cosa,
q = — a\i sina;

R*)=o.

Fig. 2.

En résolvant (1) et (5), on trouve une équation du second
degré en X,

— (X-hi)(a2-+-r2 —
d'où

(6) 2 a2

On a ainsi deux valeurs de X, Xr et \n.
Par conséquent, la première équation dans laquelle X est la

constante (6) et où

(7) p = a(X -+- i)cosa

est l'équation générale des coniques bitangentes aux deux
cercles.

On peut remarquer incidemment que



Donc, si K est le point de rencontre des deux cordes com-
munes, on a

OK=(X-4-i)a ,

ce qui montre que le lieu du point de rencontre des deux
cordes communes se compose de deux cercles de centre O
et de rayons a(X' -+- i) et a (V- t - i ) .

Les coordonnées du centre to de la conique sont

x = a cos2a,

y — a sina cosa,

de sorte que le lieu des centres des coniques est le cercle
décrit sur OC comme diamètre.

Transportons les axes de coordonnées parallèlement à eux-
mêmes en tü. 11 faut changer

x en x -+- a cos2a,

y en y -+- a sin a cosa.

L'équation de la conique devient alors

I(x2-hy2)-sr(xcosoc -hy sin a)2

-+- X(a2 cos2a — / '2)4-(a cosa —p)2 = o.

Prenons encore pour nouveaux axes de coordonnées les
axes de la conique : il faut changer

x en x c o s a — j ,

y en x sin a H-^ cosa.

On arrive alors à l'équation

(X + i ) ^ + X^ 2 = X[r*(X -f-i)a«cos»a].

Donc, si A et B sont les demi-axes de la conique

A 2 = [r2— (X-hi)a2cos2a],
X h I

i° Si Vaxe focal passe par O,

C2— A2— B 2 =
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Soit F l'un des foyers, alors

C F ~ = UJG2 -+- w F 2

Mais
d)G = a sin a,

wF = a2 cos 2a— —
A -

Donc
— 2 »-2

GF = a2 — X - f - i

La longueur GF est donc constante. Le lieu des foyers de
l'axe passant par O se compose donc de deux cercles de

/ ~^r / ^2~~
centre G et de rayons 4 / a2— — et 4 / a2— —

2° Si l'axe focal passe par G, on a

G2 = B2 — A2 = — a2 cos2 a.

Dans ce cas,

r2

= Ow'+wF' ==a2cos*a

Le lieu des foyers de l'axe passant par G comprend donc deux

cercles de centre O et de rayons — et *

En résumé, le lieu total se compose donc :
i° De la ligne des centres;
2° Du cercle (Ci) dont le centre est situé sur la ligne des

centres des deux cercles donnés à la distance du centre du

cercle (R) égale à — 2 , et dont le rayon a pour expres-

aRr
sion ,— - ;

3° De deux cercles (G2) et (G3) ayant leur centre commun
au centre du cercle (R) et dont les rayons sont respective-
ment
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4° De deux cercles (C4) et (G5) ayant leur centre commun

au centre du cercle (r) et dont les rayons sont respective-
ment

r r

\/\"-i-1

Mais il convient de remarquer que ces cercles ne sont pas
toujours réels.

Ces cercles peuvent être imaginaires, soit comme lieu des
foyers de coniques imaginaires, soit comme lieu des foyers
imaginaires de coniques réelles.

Sans entrer dans une discusssion algébrique qui serait assez
longue, il est facile de se rendre compte géométriquement que,
quelle que soit la situation des cercles donnés, le cercle (Ci)
est toujours réel.

On peut encore remarquer que Vexcentricité de toutes les
coniques est constante.

En effet, si E désigne l'excentricité, nous avons

C 2 _
A*A* A* X*

Cas particulier où r = o. — Le cercle (Ci) se réduit
alors à

(X — «)«-+- Y» =O.

En effet, le centre du cercle (R) est alors l'un des foyers de
toutes les coniques ayant ce centre pour autre foyer et bitan-
gentes au cercle (r).

On a alors
« 2 _ R 2

X ' - h i = , A" _i-1 = 0.
a2

Le cercle (G2) a pour rayon

\f< X'-

Le rayon de (C3) est



On peut lever l'indétermination en écrivant

r2 '?. a2 r2

X"-f- i (a2-4- r2 — R2) — / ( a 2 H- /<2— R2")2^-T

_ _ ;

par suite

Le rayon de (G3) est donc R.
Le rayon de (G4.) est nul.
Le rayon de (C5) a pour va leur /a 2 —R 2 .
Ce dernier cercle n'est réel que si a > R.
Jl en résulte que le lieu du second foyer d'une conique ayant

un foyer donné et bitangente à un cercle donné est un cercle,
ce qui est évident géométriquement.

Le seul cercle correspondant à des coniques réelles est,
dans tous les cas, le cercle (G2).

Question 1541.

Trouver le lieu des points tels que les quatre normales
menées de ces points à une ellipse donnée forment un fais-
ceau harmonique. (L. MIRMAN.)

SOLUTION

Par M. E.-N. BARISIEN.

On sait que Téquation aux coefficients angulaires des quatre
normales à l'ellipse issues d'un point (a, [3) est

^ 4~ a2 p2 = o.

On peut écrire cette équation

m'* — A ni* -4- B m2 — G m -+• D = o,
en posant

a
_ ^2a2_|_^2O2_rV

b - o ^
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C l

r -

O n a d o n c , m\, />i2, m 3 r t /?/4 é t a n t les q u a t r e r a c i n e s d e ( i ) ,

(/Hj-f- mj) + (m 3 + Mit)— A,

(/Wj -r- wij j ( nif-h m>+)-\- ni\ m%-\- m^m^^ B,

///, nu ( m 3 -4- wii )-h m-$ m4 -h ( ml -4- /««> ) = C,

) — D.

Pour que les quatre normales mu m2, m3, m^ forment un
faisceau harmonique, il faut que

II faut éliminer m{, m», mz et m4 entre ces cinq relation^
pour avoir la relation qui lie entre eu\ les coefficients A, B,
C etD.

Posons, pour abréger,

ni[ -+- nu = P* //i^Ho— K,

m3 -h m v = Q, ni3 m4 — S.

Alors les cinq relations deviennent

(2) P- f -Q=A,

(4) KQ + PS = C,
( >) RS = D,

(6) PQ = -2(K- i -S) .

De (3) et (6) on déduit

(7) P Q - ^

(8) K-f-S = | .

On a aussi
4 r>

)= — =iRQ-hPS)- t - (PK--QSj.



Par conséquent

(9) PR-f-QS = ^ — C .

Multiplions membre à membre ( \) et (9), il vient

*)-+- US(P*-i-Q») = G y - C ,

et, par conséquent, en y remplaçant PQ, RS, (P-f-Q ), (R-f-S)
par leurs valeurs en fonction de A, B, G, D et réduisant, il
vient

iB* 8BD ABC
— - = _ — -f- - ;

En portant dans cette relation les valeurs de A, B, G, D en
fonction de a et [3, on arrive à l'équation

( I I ) ( «2 a2 _̂ _ £2 0 2 _ CV)3 _u. 5^ C4 a 2 ^2 a2 £2 _- 0 >

C'est une courbe ayant même point de rebroussement que la
développée de l'ellipse et située à l'intérieur de cette déve-
loppée dont l'équation est

( a'2 x'1 -f- b'1}'1 — c* )3 -h 27c'+ a'2 b- x-y'1 = o.

Dans le cas de la parabole, on aurait trouvé que le lieu a
pour équation

alors que la développée a pour équation

•>-/ '

Question 1547.

Solent AA', BB' deux diamètres conjugués d'une ellipse;
MM'K/I diamètre quelconque : les pôles des quatre droites
MA, MA', M'B, M'B'sont situés sur une hyperbole quipass&
par le centre de l'ellipse, et est tangente, en ce point, au
diamètre MM'; le centre de cette courbe est situé sur l'el-
lipse, et ses asymptotes sont parallèles aux droites AA', BB',
respectivement. (GENTY.)
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SOLUTION.

Par M. X***.

Soient a et b les demi-longueurs des deux diamètres conju-
gués, pris pour axes de coordonnées; l'équation de l'ellipse
sera

a2/2 + 62^-fl262=o.

Soient d'autre part «cosep et 6 sincp les coordonnées du
point M. On trouve très facilement pour les coordonnées des
pôles des quatre droites :

Pour le pôle MA :

x = a, y =
J sincp

Pour le pôle MA' :

b(\ -h coso)
x = — a, y — ——• *

J sincp
Pour le pôle de M'H :

^(n-sincp) j
x = -Li, y = b.

cosep

Pour le pùle de M'H' :

a(\ — s
X — _ cosep ^

Formons maintenant l'équation d'une hyperbole satisfaisant
aux conditions spécifiées dans l'énoncé. Rapportée à ses asym-
ptotes, pour axes des x' et des y', son équation sera de la
forme

x'y1 — m*= o ;

donc, comme les nouveaux axes sont parallèles aux premiers,
et que l'hyperbole doit passer par le centre de l'ellipse, si
07 = a cosÖ et y = b sinO sont les coordonnées du point de
l'ellipse qui est le centre de l'hyperbole, cette dernière, par
rapport aux axes primitifs, aura pour équation

xy — b x sin 0 — a y cos (J = o ;

et il no riMo plus qu'à exprimer que la tangente à l'origine,
qui cŝ t

bx sinO -f- a y cosO — <>,
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se confond a\ce le diamètre MM', ce qui donne

tangO = — tangcp.
Or, si nous prenons 0 == T. — cp, l'équation de l'hyperbole

devient
xy — bx s'mo -\- ay cosep = o,

et l'on vérifie aisément que les pôles des quatre droites MA,
MA', M'B. M'B' se trouvent sur cette courbe. c. Q. F. D.

Question 1586.

Démontrer que les droites joignant le sommet d'un cône
aux centres des sphères osculatrices d'une trajectoire
oblique des génératrices sont rencontrées et partagées
dans un rapport constant par les rectifiantes de la tra-
jectoire. (GESARO.)

SOLUTION

Par M. E. GENTY.

Soit p le vecteur d'un point de la courbe exprimé en fonc-
tion de Tare, le sommet du cône étant pris pour origine.

On aura les relations

(0
Sapp'= (-os*0T*p,

0 étant un angle constant.
En prenant la dérivée de l'équation (r), il vient

S pp'(i -h Spp") = Spp' cos20;
d'où

Sppff = —sin2ô
et

(? ) Sppw=O.

Ceci posé, la droite rectifiante est l'intersection du plan

avec sa position infiniment \oisine. Or, si l'on prend la dé-
rivée de l'équation (3), il vient



La rectifiante a donc pour équation

Le centre de la sphère osculatriee a lui-même pour vecteur

Pour que ce vecteur rencontre la rectifiante, il faut qu'on
puisse déterminer pour K et / des valeurs telles qu'on ait

En projetant a^c p'", on retrouve la relation (2), ce qui
montre que la rencontre a lieu.

Si Ton projette avec p*, il vient

l(i-~-Spo'r)=So?'
r:

d'où
/ —_ tangîft.

Donc le point de rencontre a pour vecteur

p = - Y tans*6,

et la proposition est démontrée.

Question 1626.
Soit une série

F ( x) = a0 H- ai x -4-. . . -h au xu -J- . . .

dans laquelle les eoefficients a sont positifs. On suppose
qu'on ait

Wn\annP = K,

K étant une constante différente de zéro et p un nombre
positif moindre que l'unité. Démontrer que, lorsque x
tend vers 1, le produit

(l —.r)i-f
a pour limite

» lvP(i—p).
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SOLUTION

Par M. E. CESARO.

Considérons deux séries divergentes, à ternies positif*,

ao -+~ a i •+• a2 •+- a3 -+• • • « « />>0 —i— />i —f- />2 —r- />a —i— - • •

et supposons que les séries

a0 -r- ar x -\- a.2x- ^r-.. ., ù() ~ bx x -h b%x1 —. ..,

soient convergentes pour ja? |< i , Soient f(x) et g(x) leurs
sommes. Si

on peut, après avoir fixé le nombre positif s, arbitrairement
petit, trouver un nombre v, tel que, pour n > v, on ait tou-
jours

K
et, par suite,

ar(n) ̂  x )
-k < £ ,

quel que soit x. Il en résulte que, pour n infini, le rapport de
f^n)(x) à gn\x) tend à devenir constant. Ce rapport tend
donc aussi vers une limite, lorsque, n croissant à l'infini,
x tend vers l'unité. Or, f(x) et g(x) devenant infinies pour
X = J, ainsi que leurs dérivées de tous les ordres, on a, en
appliquant la règle de l'Hospital.

lim ƒ(£) = lim f^ù = ,

De cette proposition connue on déduit aisément le théorème
énoncé par M. Appell. Supposons que l'on ait

lim n= k.

A cause de la divergence de la série dont le terme général
est au, cela ne peut arriver que pour p% T.

Si l'on pose
x

1
-il»

x x2 .r3 x'*
^ v ; \i> -il» 3/J . /'



,. f(or)
lim — — — lim nPan— A.

Soit, pour un instant , /( . r)— ( i — T ) P - * . de sorte que

On obtient

lim - ( r )

( )*'

Donc

A ce dernier résultat on parvient aussi, d'une manière di-
recte, en considérant la fonction

D'après les propriétés <le<* coefficients binômiau\, la somme
des n -1-1 j)rcmiers coefficients, dan5; le développement de
(, _ .r )*-/', est

p(p-*-i)(p~+- '*)...(p — /i — i)
_ 7

3 = =

i. 'i. 3 . . . n
et Ton a

hm ni-Pzrl= hm

puis, en \ertu d'un théorème connu (1 ),

— p) WrnnPa* lim w l-/ 'a j 4 — A'
/< = 30 « — OC

Donc, si Ton observe que

on peut écrire

(x ) ̂ Bulletin de Darboux, iSqo, p. n- .
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Question 1637.

Une droite quelconque rencontre un limaçon de Pascal,
dont le point de rebroussement est O, en quatre points A,
B, G, D.

i° Quelle que soit la droite, on a la relation

OA+OB + OG + OD = const.

2° Si cette droite est de plus tangente à un cercle fixe G
ayant son centre en O, on a aussi

OA.OB.OG.OD = const.

3° Cette tangente au cercle G rencontre le cercle base de
la conchoïde-limaçon en deux points P et Q.

On a la relation

OA. OB. OG. OD =~0P2. ÖQ2.

(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. J. LEMAIRE.

Prenons pour origine le point double du limaçon et pour
a\e polaire son axe de symétrie, et soient

p = a -+- b cosw

l'équation du limaçon, et

l ~~ cos(o) — a)

celle d'une droite quelconque.
De ces équations on tire

p — a
cosco = —-=—5

— p2 cos a -h ap cos a -f- bp
— - 7 E •

Écrivant que la somme des carrés de ces expressions égale i,
6*
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nous avons, après calculs,

(\) \ ^ — ^ a p z - ^ ( a 2 ~ ibp cos a—6 2 s in 2 a)p 2

( -+- labp cos a p -+- &2/>2 = o;

si p', p", p'", pIV sont les racines de cette équation, nous avons

p'-r- p"--i- p"''-}- p I V= ia = const. C.Q F. D.
De plus

si la droite (D) est tangente à un cercle fixe de centre O,
p est constant; d'où la seconde partie du théorème.

Le cercle base de la conchoïde-limaçon étant

p — b coso).

nous aurons l'équation aux rayons vecteurs des points com-
muns à ce cercle et à la droite D en faisant a = o dans (i) ;
on a ainsi

p4— b{^p cos a -h b sin2aN) p2— b2p2 — o.

Par suite

OP!O~Q2 = Ô2/>2

= OA.OB.OC.OD. C.Q. F. D.

Remarque. — On sait qu'un limaçon de Pascal est la trans-
formée par rayons vecteurs réciproques d'une conique ayant
son axe pour axe focal et son point double pour foyer; on
aurait pu déduire facilement les propriétés du limaçon que
nous venons d'établir des propriétés des coniques.

Question 1638.

On considère un cercle fixe G et un faisceau de car-
dioïdes ayant toutes même axe de symétrie et même point
de rebroussement O. La somme des inverses des rayons
vecteurs joignant le point O au point d'intersection du
cercle avec une des cardioïdes est constante.

> CE.-N. BVRISIEN.)



( 3 5 * )

SOLUTION

Par M. J. LEMAIRE.

Prenons pour origine le point de rebrousscment, et pour
axe polaire Taxe de symétrie, communs aux cardioïdes du
faisceau; soit

p = a(i H- cosw)

l'équation de l'une de ces courbes. Soit

p2— (m cos tu -h n sin w ) p -\-p = o

l'équation du cercle G. Eliminant to entre ces équations, nous
obtenons

[(a — /n)2-f- >i2Jp4-4-2[(a — m) am — an2] p3

- ipa(a — m)] p2-i- ia2mpp

Les racines de cette équation sont les rayons vecteurs des
points communs à la cardioïde et au cercle situés à distance
finie (les autres points communs sont les points cycliques du
plan, points doubles de la cardioïde).

La somme des inverses des racines de l'équation (i) est

2 a2 mp ?. m
pla2 p

Elle est indépendante de a, d'où le théorème.

Remarque. — Une cardioïde étant la transformée par in-
Arersion d'une parabole dont le foyer est le point de rebrousse-
ment de la cardioïde, la proposition ci-dessus peut se déduire
de la suivante, dont la démonstration directe n'offre d'ailleurs
pas de difficulté.

Soient un cercle fixe et un faisceau de paraboles ayant même
foyer et même axe; si A, B, G, D sont les points communs à
ces courbes, et F le foyer de la parabole, on a, quelle que soit
la parabole,

FA -H FB -+- FC -f- FD = const.

Question 1639.

On considère une cardioïde et un point fixe P dans son
plan. Un cercle quelconque ayant son centre en P ren-



( 36* )
contre ta cardioïde en huit points. La somme des lon-
gueurs des rayons vecteurs joignant ces huit points au
point de rebroussement de la cardioïde est constante.

(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. J. LEMAIRE.

La cardioïde admet les points cycliques du plan pour points
doubles; elle a avec un cercle quelconque deux points com-
muns en chacun de ces points. La somme des distances de ces
quatre points à l'origine est nulle, à cause de la définition des
points cycliques.

Les rayons vecteurs des quatre points communs, situés à
distance finie, sont les racines de l'équation (i) {voir solution
de la question 1638). Leur somme est

9,[(<7 — m) am — an2]
( a — m )--h- n2

expression indépendante de/?.
Si le rayon du cercle varie, son centre restant fixe, m et n

conservent une valeur constante. Il en est par suite de même
de l'expression ci-dessus; d'où le théorème.

Remarque. — De cette propriété, on déduit la suivante :
Si un cercle passant par deux points fixes, et de rayon va-

riable, rencontre en A, B, G, Ü une parabole de foyer F, on a,
quel que soit le rayon,

_
" c o n s t "

Question 1640.

Lieu géométrique des foyers des coniques qui touchent
deux droites fixes chacune en un point fixe.

Cas particuliers. — i° Les deux points de contact sont à
égale distance du point d'intersection des deux droites
données.

'?° *Les deux droites données sont parallèles. (JAMET.)
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SOLUTION

Par M. J. LEMAIRK.

O.r, O y les deux droites fixes;
A le point fixe donné sur Ox;
B le point fixe donné sur O y.

Soit F un foyer d'une conique tangente en A à (Xr, en B
à O j :

On sait que FO est bissectrice de BFA ou de son supplé-
ment; cette propriété permet de trouver facilement l'équation
du lieu demandé en coordonnées polaires, OA étant l'axe,
O l'origine.

Supposons que FO soit bissectrice de AFB, et désignons OA

par a, OB par b, yOx par 0, et les angles AFO et BFO par a:
nous a\ons {fig. \\

a
sina

b
Mil a

B
/

P
sin(w

bin( a -

Fig. i

y/

p
a ) '

0 — w )

?7 r \

Ces relations sont vtaies dans tous les cas de figure; elles
s'écrivent

(p — a cosw) sina = a sinto cos a,

[p — b cos(0 — (Ù)] s ina= b sin(8 — co) cosa;

d'où, en éliminant a,

(p — a cosw) b sin(B — wj = [ p — b cos(8 — OJ \]a sina),



et, par suite,
P =
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ab sin(ô —
b sin ^6 — to)— a sina> *

telle est l'équation du lieu.
Ce lieu est une cubique circulaire facile à construire : elle

admet O pour point double, et ses tangentes en ce point sont

les bissectrices àz yOx et de son supplément; elle passe éga-
lement par A et B, par la projection G de O sur AB, et sur la
perpendiculaire à AB en son milieu {fig. 2).

Fig. 2.

Son asymptote est parallèle à la médiane du triangle OAB
issue de O.

Cette courbe se présente dans plusieurs questions : elle est
en particulier le lieu des points de contact des tangentes, et
des pieds des normales issues de O aux coniques ayant pour
foyers les points A et B.

Cas où OA = OB. — L'équation de la courbe prend alors la
forme

a sin(G — aw)
P =

0 =

sin(Ô — to)— sintu

/e \ . /o \
a cos ( w ) sin ( a> )

\2 / \a /
\ "

oj 1
/

0
cos -

'2
sin ( -



Le lieu se décompose en une droite

sin ( (o J = o,
\ 2 /

bissectrice de yQ'x, et en un cercle

a cos ( - — a> )
P = =

0
cos -

2

qui est le cercle circonscrit au triangle OAB.
Ce résultat pouvait se prévoir : dans le cas en effet où

OA = OB, il est clair que la bissectrice de AOB fait partie du
lieu, qui se décompose par suite en une droite et une conique ;
cette conique est un cercle, puisque la cubique passe par les
points cycliques; ce cercle doit d'ailleurs passer par 0,
A et B.

Cas où les droites sont parallèles. — Soit G une conique
tangente à D en A, à D' en B, D' et D étant deux droites pa-
rallèles, F et F' les foyers (fig. 3). On a

AF et BF sont les rayons homologues de deux faisceaux ho-
mographiques.

Fig. 3.
D A

D'

Le lieu des foyers est dans ce cas une conique passant par
A et B. Elle a évidemment pour centre le milieu O de AB.

Les directions pour lesquelles deux rayons homologues sont
parallèles sont la direction des droites D et D' et la direction
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perpendiculaire. Par conséquent le lieu e<t une hyperbole
équilatère de centre 0, passant par A et B, et ayant pour
asymptotes la droite équidistante de D et D' et la perpendicu-
laire à cette droite menée par O.

Question 1642.

Soit une conique inscrite à un triangle ABC en A', B',
G'; a, b, c les milieux de BC, CA, AB; a, p, y les polaires
de a, b, c par rapport à la conique. Démontrer que les
trois points (a, B'C'), (p, C'A'), (y,A'B') sont en ligne
droite. Généralisation. (LEMAIRE.)

SOLUTION

Par M. R. SONDÂT.

AppelonsI, H, K les points (a, B'C'), (P, C'A'), (y, A'B').
Gomme a et A ont pour polaires a et B'G', I est le pôle
de Aa. De même H et K sont les pôles de Bb et Ce.

Pour que les points I, H, K soient en ligne droite il suffit
que les droites polaires Aa, B6,Cc soient concourantes, con-
tion qui est ici remplie.

Question 1646.

Étant donnés trois triangles ABC, AiBjCi, V2B2C2, ho-
mologiques par rapport à un axe, si l'on joint chacun des
points du tableau

A B C

A2 B2 C

à son associé mineur, on aura neuf droites concourantes
[l'associé de À est le point (B^ C2, B^Gj ), (P. SONDÂT.)

Représentons par
Par

\

Ai
V

SOLUTION
M.

B

B,

P. SONDÂT.

C
G,
0*

f axe À;r>



Ie système des trois triangles homologiques selon l'axe XJJLV,
chacun des centres Xt, [ij, vt étant celui des deux triangles
non écrits sur l'horizontale où il se trouve, et ces trois centres
étant d'ailleurs en ligne droite. Désignons les points associés
par les lettres grecques correspondantes.

On a les nouveaux systèmes

•A,
A2

a

et,

B.
Bu

par

c,
c2

suite

5

K,
I

Pi

A
A2

«i

B
B2

Pi

G
G2

Y»

H

vi

A
A,

*2

B
Bi

P2

G
Ci (axe Xjxv),

Or le système (i) donne naissance au système inverse

X A A, A2

B B, Bj

G C, C2

et, par conséquent, aux suivants

B
G
a

Bi

Ci

ai

B2

G2

a2

A
G

P

Ai A2

Ci C,

Pi P2 v

A
B

Y

Ai

Bi

Yi

A2

B2

Y«

( a x e X j j

, Pip2> Y1Y2 passent par
en éliminant les centres inutiles.

Il résulte de là que les droites
le point de rencontre Xt des droites AiA2, B ^ ^ GiG2, ou
se confond avec Xt. De même, JĴ  se confond avec JJLX et v't
avec vi; en d'autres termes, le système (1) entraîne le suivant

et on

A B
a 3

a les

G

Y

Ai a ? Y
«i Pi Yi

V! ! a2 p2 Y2

triangles homologiques

Wi
A, B, C,

P, T.
(axe XIJLV).

8*



II reste à prouver que les trois centres w. OJJ, (^coïncident.
En effet, le système

H,

(3;

A B C

A, B, C, (axe

traité comme le système (i), entraîne le suivant

H, A2 B2 G2

P Q R

«2 ? î Y-2

AJXV,

P, Q, H étant les associés de Al5 Bi, Ci dans (3). Donc w2

coïncide avec io. On prouverait de même que wl se confond
avec co.

Remarque. — En combinant trois à trois les colonnes du
tableau

( B B, B2 p fc p2
j G C, C2 T T l v2

on obtient vingt systèmes de deux triangles homologiques
(centre X) et dont les axes sont les droites

(4)
À, K

Ii H

A! I II

jxt H Ux

V! K K t

H K! to

Ii K w

i sont trois nouvellesc'est-à-dire que XiHK1} [x^jK,
droites passant par w.

Il résulte des droites (4) que dans l'hexagone

I Ij H H, K K,

les côtés opposés se coupent aux points X1? JAJ, Vi en ligne
droite, et les diagonales principales HK t, It K, IHt sont con-
courantes en a). Cet hexagone est donc à la fois de Pascal et
de Brianchon.



( 43* )

Question 1653.

G étant le cercle osculateur en un point M d'une para-
bole , démontrer géométriquement que le foyer divise dans
le rapport de i à 3 la droite MD, D étant le symétrique
par rapport à la normale en M du point où le cercle G
rencontre le diamètre de la parabole relatif au point M.

( E. ROL'CHË.)

SOLUTION

Par M. P. MICHEL.

Soit 0 le centre du cercle osculateur; je le projette en A sur
la droite MD; on sait que le foyer F est le milieu de la lon-
gueur MA. (Question 1361, solution par H. Brocard, Nou-
velles Annales, septembre 1892.)

Or
MD = 2MA;

par suite
MF = | F D .

C'est ce que Ton demandait de démontrer.

Question 1649.

On donne une ellipse; on prend le triangle ACB formé
par les deux tangentes G A, GB à cette courbe et par la
corde de contact AB. Sur les côtés de ce triangle comme
diamètres, on décrit des sphères; elles se coupent en deux
points, réels ou imaginaires :

i° Quel est le lieu (M) de ces points lorsqu'on déplace AB
parallèlement à la même direction;

i° Quel est le lieu des lignes (M) lorsqu'on fait varier la
direction de AB. (MANNHEIM.)

SOLUTION.

Par M. X***.

Le lieu des points d'où sont vus sous un angle droit les trois
côtés du triangle formé par deux points quelconques d'une el-
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lipse donnée et par le pôle de la corde qui les joint est un cas
particulier de la surface de l'onde lumineuse.

En général les deux points M, M', d'où les trois côtés d'un
triangle ABC sont vus chacun sous unangle droit, s'obtiendront
de la manière suivante : considérant la sphère circonscrite au
triangle ABC et ayant son centre O dans le plan de ce triangle,
on la coupera par une perpendiculaire au plan du même
triangle menée par le point de concours H de ses hauteurs : on
aura ainsi deux, points NetN'; ces points ne sontpas encore ceux
qui sont demandés; mais, pour les obtenir, il suffira de réduire

dans le rapport — les distances HN et HN'. Ou bien encore

on considérera l'ellipsoïde de révolution aplati, ayant pour
équateur le cercle circonscrit au triangle ABC et pour petit

axe — > et on le coupera par la perpendiculaire au plan du

triangle passant par le point de concours H de ces hauteurs.
En effet, soit décrit un demi-cercle sur le côté BG du

triangle, et soit la hauteur AHA'a prolongée jusqu'en Mt où
elle coupe ce demi-cercle, le triangle BMtG est rectangle en
Mi, et si on le fait tourner autour de son hypoténuse jusqu'à
ce que le sommet Mt vienne en M sur la perpendiculaire élevée
en H, je dis que le point M est l'un des points cherchés. Pour
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le montrer, il suffit de considérer l'expression du carré de la
distance HM,

HM2 = "Â/M*!* — HA'2.

Or, en premier lieu,

A'Mi = BA'.A'C,
et l'on a

BÂ7 = c cos B = i R cos B sin G,

A' G = b cos G = i R sin B cos C ;

par suite,

A'Mt = 4R2 sinB cosB sinC cosG.

On a, d'autre part, HA' = A'a, et

ÂÂ'."Â7a=ÎTy.Â7C;

d'ailleurs la hauteur AA' est égale à 2RsinBsinC : il vient
donc

Â^H = Â^x == iR cosB cosG

et, conséquemment,

HÏ\Ï2 = 4 R2 cosB cos G (sin B sin G — cosB cos G)
— 4 R2 cos A cosB cos G.

La symétrie de cette expression établit l'exactitude de la
proposition avancée et le point M, d'où, par construction, le
côté BG du triangle est vu sous un angle droit, est bien tel que
les deux autres côtés en sont vus également sous des angles
droits.

La puissance du point H par rapport à la sphère considérée

est mesurée par HN = AH .Ha, ou encore 1. A' a (AA' — A' a),
c'est-à-dire, en Aertu des expressions déjà employées,

8R* cos \ fo^Boo^G.
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11 en résulte que Ton a bien

Ces préliminaires étant établis, voici une solution analytique
de la question posée.

Soient a, [3 les coordonnées d'un point A, sa polaire BC a
pour équation

b2/xx -f-

celle de l'ellipse étant

b*x* -+- aï y* — a2 62 = o,

de sorte qu'il viendra, pour le couple de tangentes AB, ÂC,

( b* a2 -i- a2 P2 — a2 b? ) ( 62x* _+_ a2jK2 __ a2 £2 )

— ( 62 *x -4- a2 P J 2 ) — a2 62 — o ?

et, pour les droites parallèles issues de l'origine,

( 62 a2 -+• a2 £2 — a2 b* ) ( 62 ̂ 2 •+- a 2 j 2 ) — ( b*~ %x H- rt2?^)2 = o,

ou encore, en ordonnant et supprimant a262 , facteur commun,

-f- (a2— a*)j^ = o.
Considérant maintenant un point H, de coordonnées Ç, TJ,

j'aurai l'équation du couple de droites HB, HC, en transpor-
tant d'abord l'origine en H, ce qui donne pour les équations
de l'ellipse et de la droite BC,

/ 5 {y £ 27)2—a2^2 = o

et
b1 a \ -+- a- fa — a2 b2 = o ;

puis en éliminant, entre ces équations, préalablement rendues
X "V

homogènes par le changement de x et y en — et — > la va-
z z

riable d'homogénéité z, il viendra ainsi

<7>2a:2-+- a2y2)(bi*\ -h a2 fa — a262)2

- a27]y)(&2a.r -+- a2 [3^)
— o,
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et, après développement,

2 P2 )r,2 — 2 «2 ̂ 2 pT| _+

Il faudrait, pour rapporter les droites HB, ÎÎG aux axes de
l'ellipse, changer dans cette équation x et y en x — £ et JK — ?) ;
mais, comme il suffît de considérer des droites parallèles me-
nées par O, on peut conserver l'équation telle quelle.

Pour qualifier maintenant le point H comme point de con-
cours des hauteurs du triangle ABC, j'écris que des droites
HB, HG l'une est perpendiculaire à l'une des droites AB, ACr

et l'autre à l'autre. Cette condition de perpendicularité double
entre droites de deux couples supposés respectivement repré-
sentés parles équations

a x2 -+- i h xy -h by1 = o,
a' X' -+-1 h' xy -h b'y2 = o

s'exprime en général par l'égalité de rapports

a' — h' b'
~b = ~h~ = a '

On aura donc ici, introduisant un facteur de proportionna-
lité p,

p*) = p(6«—p«),

— a2) = p ( a 2 —

équations d'où £, 7) et l'inconnue auxiliaire p peuvent être dé-
gagées.

Ce groupe d'équations présente toutefois une ambiguïté que
la question ne comporte pas : il est clair, en effet, parla façon
même dont ces équations ont été obtenues, que leurs solutions J,
73 conviennent aussi bien au point de concours des normales à
l'ellipse en B et C qu'au point de concours des hauteurs du
triangle ABC. Mais, pour séparer la solution étrangère, il n'y
a qu'à faire entrer en ligne de compte l'équation de la hau-
teur AH
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laquelle n'est vérifiée que par les coordonnées du point
cherché.

La deuxième équation du groupe, par exemple, en élimi-
nant 7) par le moven de l'équation auxiliaire, deviendra

— [(«2 — b'2 )( b2 â  -*- a2 £2 ) -t- a2 b'2 ( a2 -+- b2 )] a0*
— b-z2${a'*— p) = o,

et elle doit a\oir une solution commune avec la première
équation du groupe. Si donc on en retranche celle-ci, multi-
pliée par a2^, la solution commune sera donnée par l'équa-
tion résultante, qui, après suppression d'un facteur commun
62a2-f- a2^2 — a-b* = o, se réduit simplement à

Reprenant à nom eau la première équation du groupe et y
substituant cette expiespion de (av — p)en£, il 'sient définiti-
vement

et l'on en conclura

,, — ( a 1 — b 2 ) a 9 — (f1 { a 1 — b 2 )

Telles sont les formules qui font connaître rationnellement
les coordonnées £ et rt du point H en fonction des coordonnées
a, p du point A.

(*) Ces valeurs, comparées respectivement à la première et à la
troisième équation du groupe primitif, font immédiatement con-
naître les expressions des coordonnées du point de concours des
normales aux extrémités de la corde BG en fonction de celles du
pôle de cette corde, c'est-à-dire

Ou bien, au contraire, on peut obtenir directement ces coordon-
nées comme celles du point diamétralement opposé à A sur le cercle
(ABC), dont l'équation est calculée plus loin, et alors les équations
écritfcs en premier heu, débarrassées de cette solution, font con-
naître £ et T,.
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Réciproquement, $ et irj étant donnés, on peut en déduire a

et (3, mais non point rationnellement. Toutefois les équations
exprimant a et (3 en £ et T; ne sont point d'un degré aussi élevé
qu'elles peuvent le paraître de prime abord. En effet, multi-
pliant par a et p respectivement les expressions de £ et TJ, et
faisant la somme, il viendra simplement

a? -f- (ST) = a2-f- £2?

équation linéaire en a et (3 comme en £ et r, et qu'il suffit d'ad-
joindre à l'équation déjà mentionnée

laquelle est linéaire en £ et 7) seulement, quadratique en a, p.
Puisque à un point H pris arbitrairement dans le plan de

l'ellipse correspondent deux triangles ABC et que chaque
triangle donne lieu à deux points M et M', d'où les côtés sont
vus sous un angle droit, il est clair que la surface cherchée est
du quatrième ordre, symétrique par rapport au plan de l'ellipse
donnée comme par rapport aux plans perpendiculaires menés
suivant ses axes, et enfin qu'elle admet comme ligne d'inter-
section avec le plan de l'ellipse : i° cette courbe elle-même;
'i° le cercle lieu des angles droits circonscrits à l'ellipse, ou
cercle orthoptique.

Quoi qu'il en soit, du reste, et pour achever la solution ana-
lytique, je forme l'équation du cercle circonscrit au triangle
ABC. Cette équation rentre dans la forme

py-h v) = o,

qui est celle des coniques admettant la corde BC en commun
avec l'ellipse donnée. Des trois conditions à introduire encore,
la première est qu'elle soit vérifiée par les coordonnées a, p du
point A, ce qui donne

Xa-h j-tp -t- v =— i.

En écrivant de plus que les termes du second degré sont
X2 -\-y** à un facteur constant près, il vient encore

\a2fi-\- \xb-i = o
et

) b2i — ;JL^2P = a-— b-.



d'où

«2-4- ft2)

et pour l'équation cherchée

P — (a»

Il suffit d'y changer a?2-hy2 en x2•+• y2 ~\-1z2 pour obtenir
l'équation de l'ellipsoïde de révolution aplati ayant pour équa-
teur le cercle (ABC),

2-+- iz^) — (a2-4- fJ2-r-a2— bz)b^0Lx

et, finalement, l'élimination de a et [J entre cette équation et
celles qui lient entre elles les coordonnées de A et de H four-
nira celle de la surface cherchée.

Pour effectuer cette élimination de a et j3, je commence par
substituer, au contraire, dans l'équation de l'ellipsoïde les ex-
pressions de x et dey en a et (3, savoir

— ( a2- — 62 ) a2 -4- a2 (

mais d'abord seulement dans les termes des degrés zéro et un :
il me vient ainsi

= (a2-4- P2 — a2— 6 2 ) [ — O 2 —
-4 - [2a 2 6 2 ( a 2 - i - 62 )_ ( a 2_

Je trouve, d'autre part,



et, par suite, en faisant la différence j'aurai l'expression de s2,
assez compliquée à première vue, mais qui se simplifie aisé-
ment si l'on réfléchit qu'elle admet nécessairement le facteur
a2_j_ p2—ai—£2# L'autre facteur peut lui-même s'écrire éga-
lement a priori, comme représentant le lieu des pôles des
normales à l'ellipse; quoi qu'il en soit, on trouvera

2 - (a2-f-82 — a2 — &2)[(a2 — b*)*z*$* — 66a2 — «sp»]
Z ~ ' (62a2 — a2^2)2

Ainsi les équations de la surface sont ramenées à la forme

* =ƒ(« , P), JK=/ i (« ,P) , 5 = / , ( a , p ) .

Mais, pour avoir une seule équation du type F (a?, y, z) — o,
je fais maintenant la somme des expressions dont la différence
a donné z2. J'obtiens, après quelques réductions,

(62a2M-a2P2)(^2-f-jK24-~2) = b'*tf -h a^2-f- «2&2(a2-+- ^ 2 ) ,

et si maintenant je retranche successivement des deux membres
les quantités a2(62 a2-}- a 2 p ) et 6?(6*a* -f- a*P2), il me
viendra

a2$2)(x2 -i-yZ-+-z'2 — b2) =a-[ {a- — b'1) (32-f- b2(a--\-b2)

c'est-à-dire, en se reportant aux expressions mêmes de x et y
cri a et p,

<*r b'ly

Or 7.x -\- $y = a- -\- b2 \ j'ai donc simplement

C'est, pour un cas particulier, l'équation de la surface de
l'onde lumineuse, qu'on pourra aisément ramener à sa forme
la plus usuelle

en prenant a'2 = a2-4- 62, 6'2 = a2, c'2 =



QUESTIONS PROPOSÉES.

16i7. Démontrer que la somme des carrés des coefficients
binômiels d'un nombre entier positif a

n'est jamais divisible par un nombre premier : p > 2a, mais
toujours divisible par tous les nombres premiers compris
entre

•>. a 9 a

et ,'X n -f- '2 1 n -4- )

où n est un nombre entier positif et < a : et que la même
somme n'est pas divisible par un même nombre premier p
compris entre

9 a 9 a
çt¥

'i n -i- S 2 IL -h

excepté, si une puissance de p (supérieure à l'unité) se trouve
dans l'intervalle de a jusqu'à xa. (G. SZILY.)

16i8. Démontrer les identités suivantes

A- = rt — i

F )>(2-7 F ) ^Ç1

" a — C~ 2d
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'ï'
A 0 * 1

k = b

V ^

Â=0

où b est un nombre entier positif < a. (G. SZILY.)

1657. On projette orthogonalement un ellipsoïde sur tous
ses plans tangents.

Déterminer :
i° L'équation de la surface qui limite la région occupée par

toutes les ellipses de contour apparent ainsi obtenues ;
i° Le nombre des points de contact de cette surface et de

l'une de ces ellipses. (MANNHEIM.)

OllESTIONS RÉSOLUES.

Question 1569 0)-

COMPLÉMENT A LA SOLUTION

Par M. H. BROCARD.

Note. — La construction des points M est précisément celle
qui détermine pour lieu géométrique de ces points la courbe (i)
désignée sous le nom de Kreuzcurve.

Il est intéressant de remarquer, à ce sujet, que cette courbe
paraît avoir été signalée pour la première fois par Terquem
(voir N. A. M., 1847, p. 3o,4, quest. 165).

(*) Nouvelles Annales, 3" série, t. XI, p. /|3* ; 1892.
10*
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Question 954.
( Fair 2* série, t. VIII, p. 432.)

Étant données une parabole et une circonférence pas-
sant par le foyer et coupant la parabole en quatre points,
trouver le lieu des milieux des tangentes communes.

(OLGA ERMANSKA.)

SOLUTION

Par M. H. BROCARD.

L'énoncé textuellement reproduit renferme une indétermi-
nation. Il est évident que, pour le compléter, il est nécessaire
de spécifier une condition relative aux circonférences, et
puisqu'elle est laissée au choix du solutionniste, il y a lieu de
prendre la plus simple.

Nous supposerons donc, par exemple, les circonférences de
rayon constant R.

L'équation de la parabole rapportée à son axe et à son
foyer étant

(1) yz= ipx -*-/>2,

celle de la circonférence sera

(2) x2-i-y2—lax—i$y = o

avec la condition

(3) «2-r-p2 = R2.

La tangente à la circonférence, parallèle à la direction m, a
pour équation

y — mx -h p — ma — R / i -+- m2 .

Elle est tangente à la parabole (i) sous la condition

(4) [/>(i-+-m»)— 2mp-4- 2 m 2 a ] 2 = 4/??2R2(i-+- m2).

Formant les expressions des coordonnées des points de
contact avec les deux courbes, on aura, pour tout point du



lieu

(5) ix.

( 6 ) 2 y ••

II restera donc à éliminer m, a, [3 entre les quatre équations
(3), (4). (5), (6), ou, ce qui revient au même, tirer a et (3 des
équations (5), (6), les substituer dans les équations (3), (4)
et éliminer m entre deux nouvelles équations.

La nécessité de se débarrasser au préalable des irration-
nelles rendra cette élimination fort laborieuse. Nous croyons
même qu'il serait impossible, en raison de cette complication,
de parvenir à l'équation du lieu sous forme explicite.

Comme autre condition simple relative aux circonférences
(2), il y aurait à supposer leurs centres sur l'axe de la para-
bole.

Les équations précédentes pourront encore nous servir
moyennant les substitutions (3 = o, R = a; mais les simplifica-
tions qui en résultent sont illusoires, et l'élimination finale est
tout aussi impraticable.

Nous croyons donc devoir nous borner à ces indications;
cependant on peut observer qu'il paraît facile d'obtenir, par
un tracé direct, quelques données sur la forme de la courbe,
notamment dans la seconde hypothèse. Elle admet alors deux
branches infinies, symétriques par rapport à Ox, asymptotes
à Oy, extérieures et tangentes à la parabole, et paraboliques
du côté des x positifs.

N. B. — M. Barisien a résolu la question en supposant que le
cercle au lieu de passer par le foyer a son centre fixe.

Question 1419.

Un triangle ABC étant donné, on mène dyun point P
aux côtés BG, G A, AB des parallèles qui rencontrent res-
pectivement AB, BG, GA en A', B', G' :

i° Pour que les trois points A', B', C' soient en ligne
droite, il faut que P se trouve sur une conique déterminée.

7.0 A un point P de cette conique correspondent deux
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droites A'B'G' : quel est le lieu de leur point de rencontre
quand le point P parcourt la conique?

Cas particulier du triangle ABC e'quilatéral.
(POUJADE.)

SOLUTION

Par M. E.-N. BARISIEN.

I° Prenons le côté CA pour axe des x, le côté GB pour axe
des y. Soit 6 l'angle ABC et posons GA — a, GB = b. Si a et p
sont les coordonnées du point P,les équations des droites AB,
PA', PB', PC' sont respectivement

bx -4- ay = ab,
x — a = o,

b(x — a)

de sorte que les coordonnées des points A', B', G' sont

A'
x = a.

b(a— a) B' G'
y = a

• bat.

La condition pour que ces trois points A', B', G' soient en
ligne droite est exprimée par le déterminant

b(a — a)

= o,

lequel développé devient

— ab)—

(r) $ — ab(a$ -h ba) = o.

Le lieu de P est donc alors la conique circonscrite à ABC
et dont le centre coïncide avec le centre de gravité du trian-
gle. Les tangentes à la conique aux sommets du triangle sont
parallèles au\ côtés opposés.
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2° Les parallèles menées de P aux côtés BC, CA, AB, ren-

contrent aussi les côtés GA, AB, BG respectivement en A',
B", G". En exprimant que les points A", B", G" sont en ligne
droite, on retrouve l'équation (i). Il en résulte qu'à chaque
point P correspondent deux droites A'B'C' et A"B"C.

L'équation de la droite A'B'G' est

JL Y -
CC"' + CB~ ~" F'

Or

œ = 9 C B = ? i

Donc l'équation de A'B'G' est

(2) &px-t-(Y — P)(ap-h6a):=o.

Celle de A"B"C" est de même

(3) flaY+(X-a)(ap + 6a) = o.

Pour avoir le lieu du point de rencontre des droites A'B'G'
et A"B"C", il faut éliminer a et (3 entre (i) ,(a) et (3).

En résolvant (2) et (3) par rapport à X et à Y, on trouve

/;g*(qft-h6a) a$*(a$-h ba)
~ ( p f t ) * ô p ' ~ ( {3 b ) * '

Mais (1) peut s'écrire

(a[3-f-6a)2— abz$ = ab(a$-±-b>x)\

de sorte que X et Y se réduisent à

a b
Par conséquent

En portant ces valeurs de a et fi dans (1), nous avons, après
avoir fait disparaître les radicaux,

J [(aY -r-bX)(aY

Le lieu des points de rencontre de A'B'G' et A"B"C' est
donc une quartique passant par les points A, B, G, qui sont
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des points de rebroussement : la tangente de rebroussement,
en chacun de ces points, est la médiane du triangle y aboutis-
sant.

Cas du triangle équilatéral. — Alors a = b, 0 = 6o°. Le
lieu du point P devient alors

C'est le cercle circonscrit au triangle ABC.
Le lieu du point de rencontre des droites A'B'G' et A"B"C"

devient

(6) [(X H- Y;*-h XY — a{ X-+- Y)J* = 4XY(X -+- Y — a)*.

C'est l'hypocycloïde à trois rebroussements, engendrée par un

point d'un cercle de ravon —— roulant à l'intérieur du cercle
3/3

, a
de rayon — •

y/3

Questions 1411-1431.

Démontrer que Vexpression

n LW-+- i / ' \n •+-->) ' J

tond vers » lorsque n augmente indéfiniment.

(GES\RO.)

SOLUTION

Par M. FRANÇOIS BORLETTI, de Milan.

Si x et y désignent les coordonnées rectangulaires et si Ton
pose

Taire comprise entre la courbe (i), I'a\e positifs et les ordon-
nées, qui répondent aux abscisses x — n -h i el x = -x, sera

rrf,r=

Si p çst un n o m b r e posi t i f , l ' o r d o n n é e y de la c o u r b e ( i )
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prend des valeurs toujours plus petites, lorsque l'abscisse x
augmente; par conséquent, la somme des rectangles ayant
pour base commune l'unité et pour hauteur la dernière
ordonnée de chaque rectangle que nous considérons sera

(p -

en ajoutant aux deux membres, on aura

On obtiendra encore que la somme des rectangles, ayant
pour hauteur la première ordonnée, sera

Par conséquent, on a

_J + L__.J_. 1
i -+- I)P { n -\- 'i)t> ' ' ' J

P — 1

Donc, si nous multiplions par /i/'-1, nous obtiendrons

en désignant par S la suite donnée.
Si dans cette expression on fait n = x, on aura

S =T

ce qu'il fallait démontrer.
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Question 1517.

On donne une parabole et une autre conique, et Von
mène les quatre, tangentes communes qui touchent la co-
nique en Y, A', A", A'". Par le foyer F de la parabole, on
mène un cercle touchant la conique en A et la rencontrant
en Be/C, etc. Démontrer que les quatre droites BC, B' G',...
concourent en un même point. (WEILL.)

SOLUTION

Par M. E.-N. BARISIEW

La question esi beaucoup plus générale que ne J'indique l'é-
noncé.

Nous allons démontrer que :

fctant données une parabole et une conique, une tan-
gente quelconque rencontre la conique aux points A et k\.
Par ces deur points et par le foyer F de la parabole on
fait passer un cercle. La seconde sécante d'intersection de
ce cercle et de la conique passe par un point fixe.

Soient

( i ) y-— ipx

l'équation de la parabole et

( i ) A x- -+- -x B xy + G / 2 + '2 D x -h -i E y -+- F — o

celle de la conique.

Une tangente à la parabole de coefficient angulaire m a
pour équation

p ) y — mx -+- -¥— -
•2 m

L'équation générale d'une conique passant par le point d'in-
terjection de la tangente (3) avec la conique (i) e^t

/ À( Y.r2 •+• > B r / - r Cy2 + 2 D « + '2Ey H- F)

J — (u.r -h v y — i)( y — mx — -— ) — o .



dans laquelle le facteur {ux-\-vy — 1) représente le premier
membre de l'équation de la seconde sécante d'intersection.

Exprimons que la conique (4) est un cercle, nous avons les
deux conditions

(5) mv — u =
(6) P + m«

Exprimons aussi que la conique (4) passe par le foyer F, il
vient

(7) X ( \ / ) 2 + 4D/? + 4F)m— p(up — 2 ) ( m s - h i ) = o.

Les équations (ó), (6) et (7) sont du premier degré en M, v
et A. On en déduit

( 8 ) i =

Gp'-m
(o) M = —>
XJ' ni(Cp*

(10)
m(Cpl -h 4 l)/J> -+- 4 F)-+- 2 B/?2

Par suite, l'é juation de la seconde sécante d'intersection

u x -+- v y — 1 = 0
devient

ipx[m(X — G)— 9.B] -+- ipy\iV>m -+- A — GJ

Or, cette équation ne contenant que m au premier degré, il
en résulte que la seconde sécante d'intersection passe par le
point donné par les équations des deux droites rectangulaires

— y(A — G)— Bp = o.

C'est aussi par ce point fixe que passent les sécantes BC,
B'G', . . . de l'énoncé, lesquelles correspondent aux tangentes
de la parabole qui sont en même temps tangentes à la conique
donnée.

Remarque. — Lorsque la parabole donnée varie en conser-
vant le même axe et le même sommet, on trouve pour le lieu
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du point fixe une conique : ce dont il est facile de s'assurer,
en éliminant/? entre les équations (12) et ( i3) .

Question 1525.

On donne les deux demi-diamètres conjugués O A, OB
d'une ellipse. Du point B on abaisse une perpendiculaire
sur OA et l'on porte sur cette droite les segments BG et BD
égaux à O A. La circonférence GOD rencontre aux points
P, Q la parallèle menée du point B à OA.

On sait que OP, OQ donnent les directions des axes de
l'ellipse; on demande de démontrer que les projections de
OP et de OQ sur OG {ou sur OD) sont égales aux demi-
axes de Vellipse. (MANNIIEIM.)

SOLUTION

Par M. E.-N. BARISIEN.

Soit cp l'angle d'anomalie excentrique au point B, l'ellipse
étant rapportée à son centre et à ses axes. Supposons le point P
sur le grand axe de l'ellipse, et le point Q sur le petit axe. On
sait que

(1) op = ^ i _ , O Q = - A - ,

OB = «2cos2cp-4-&2sin2cp,

lÏG2 = UÂ 2 = a2 sin* o + ^ COS2 ?>

On sait aussi que le lieu des excentricités G et D se compose
des deux cercles de rayons respectifs (a — b) et (a -~- b). Ainsi

QC = a — ù, OD — a-t-b.

Je dis maintenant que les droites OG et OD sont également
inclinées sur le grand axe de l'angle excentrique o.

En effet, si % désigne l'angle de la normale en B avec OP,
on a

D'où

a
t a n g a = ^

b cos o

i/«2sin-o ~\- b'1

s i n cp

coscp

! C O S * C2

b coscp

OA
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Projetons le triangle DOB sur OP, il vient

OD cos OOP = a coso -H BD cosa = a coso -+- OA cosa.

Donc, d'après (^),

(a -\- b) cos DOP = a coscp -+- b coso.

On a bien, par conséquent,

1)01' = ©.

On trouverait de même

COP = ©.

Si nous projetons P et Q et P' et Q' sur OC, on a

0 P ' = O P cos 9,

0 Q ' = OQsincp.

Donc, d'après la relation (i),

0 P ; = a ,

Si P et Q se projettent sur OD en P" et Q", on a évidem-
ment

puisque la droite OP est bissectrice de l'angle COD.
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