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EXERCICES.

QUESTIONS PROPOSEES.

1649. On donne une ellipse; on prend le triangle abc formé
par les deux tangentes ca, cb a cette courbe et par la corde de
contact ab. Sur les cdtés de ce triangle comme diamétres, on
décerit des sphéres; elles se coupent en deux points, réels ou
imaginaires :

1° Quel est le lieu (m) de ces points lorsqu’on déplace ab
parallélement a la méme direction;

2° Quel est le lieu des lignes (m) lorsqu’on fait varier la di-
rection de ab (1). (MANNHEIM.)

1630. Soient S une surface telle que les lignes de courbure
d’un systéme soient circulaires, (y) I'un de ces cercles et G
le sommet du cone circonscrit a S le long de (y). Démontrer
que la trajectoire du point G est normale au plan déterminé
par ce point et par la caractéristique du plan du cercle (y).

( CARONNET.)

1651. Deux permutations des n premiers nombres sont dites
inverses 'une de 'autre lorsqu’elles présentent les mémes élé-
ments en ordre exactement inverse; elles sont dites symé-
trigues 'une de 'autre lorsque la somme des éléments quiy
occupent la méme place est constamment égale & n + 1. Dé-
montrer que la probabilité, pour qu’une permutation prise au
hasard parmi les permutations des n premiers nombres soit
telle que son inverse et sa symétrique coincident, est donnée
par la formule

P= 1357

¢ étant le plus grand entier impair non supérieur a n.
(DESIRE ANDRE.)

(1) Voir LaisaNT, Recueil de problémes de Géométrie analy-
tique a deux dimensions, p. 184, n° 721, un énoncé plus concis de
cette méme question.
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1652. Trouver tous les systémes de quatre nombres positifs
a, b, ¢, d tels que les dix nombres

a+b—1. a+c—1. a+d—1,
b+c—1, b+d—1, c+d—1.
2—b—c—d, 2—c—d—a.

2—d—a—b, »—a—b—c

soient les inverses de nombres entiers. (LEVAVASSEUR.)

1653. C étantle cercle osculateur en un point M d’une para-
bole, démontrer géométriquement que le foyer divise dans
le rapport de 1 a 3 la droite MD, D étant le symétrique par
rapport a la normale en M du point ou le cercle C rencontre
le diamétre de la parabole relatif au point M. (E. RoucHE.)

165%4. On considére un triangle équilatéral ABC et une
droite (D) passant par le centre O du triangle. Par le point A
on méne une droite (A) symétrique par rapport a la direction
(D) de la droite perpendiculaire en A @ AO; de méme en B,
on méne la droite (A)" symétrique par rapport a la méme di-
rection (D) de la perpendiculaire en B a4 BO; on agit de
méme en G pour construire la droite (A)".

Montrer que ces trois droites (A), (A), (A)" se rencontrent
en un méme point situé sur le cercle circonscrit au triangle
ABC. (E.-N. BARISIEN.)

OUESTIONS RESOLUES.

Question 1385.

On donne sur un plan une ellipse de centre O et un
point fixe G. De ce point, on méne une transversale qui
rencontre l’ellipse au point P. Le diamétre conjugué de OP
coupe la transversale auw point M.

Pour quelles directions de la tranversale le segment PM
est-rl maximum ouw minimum. (MANNHEIM.)



(3%)

SOLUTION
Par M. Lkz.
La transversale y —p = u(xr —¢q) menée par le point

G(p, q) rencontre l'ellipse 6222+ a2y = a?b? en deux points
P, P" ayant pour coordonnées

_ atplpp—q)*+abyK
- 02+ azp2

br(g—pwEabuy/K
b2+ a2 2

Y=

K, du reste, ¢tant égal & 62+ a2p2—(g — pp)t.
Par suite, le diamétre OM conjugué de OP a pour équation

y __ blappp—q)+ VK],

@ alb(q—pp)+apVK]’

il rencontre la transversale en un point M représenté par

_ app—lbg—pw+ap/K]
(b2 + a2p2)y/K
___b(‘?-l’li)[—a}i(t]——py)+b\/l_{].
(024 a2 p2) /K

Y

La différence des abscisses des points P et M étant F et celle
by

—, la longueur du segment PM scra
K

1 ——ab\/ e
o b arpr—(q —pp)

Pour que L devienne maximum ou minimum, il faut que la
dérivée de la quantité sous le radical, c’est-a-dire que w satis-
fasse a I'équation

., a
des ordonnées

1 2 (a2 — D2 4 g2 — p2 .I.{__l_—_o’
(1) p2—( q p)pq

dont les racines sont inverses ¢t de signes contraires.
A la valeur positive de p correspond e minimum de L. Les
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deux transversales passant par le point C et ayant pour coef-
ficients angulaires les racines de ’équation (1) sont les bissec-
trices des tangentes menées a I'ellipse par le méme point C.
En effet, équation des paralléles menées par l'origine & ces
tangentes est

(a*— pt)y2—+ 2pqzy +(b2—q?) 2*= o:

or les bissectrices des angles de celles-ci ont pour coefficients
angulaires les racines de I’équation (1).

Quand Ie point G est sur lellipse, 'une des bissectrices de-
vient la normale en ce point, et I'autre, la tangente; le segment
a? b2
Vargis b
point G est a l'intérieur de ellipse, les tangentes sont imagi-

naires, mais leurs bissectrices sont réelles.

intercepté L = est un minimum. Lorsque le

N. B. — M. Cartier a aussi résolu la question.

Question 1624.

Soit une série ¥V(x)=ay+ayx +...+ apaxt+... dans
laquelle les coefficients a sont positifs; on suppose qu'on
ait lima,n =K, K étant une quantité constante différente

n=o
de o et p un nombre positif moindre que l'unité. Démon-
trer que, lorsque x tend vers 1, le produit (1 — x)!-p F(z)
a pour limite KT (1— p). (APPELL.)

SOLUTION

Par M. SoUDEE.

La série n'est convergente que si z est plus petit que 1; nous
supposerons donc que z tende vers 1 par valeurs moindres.
K €n
w5 T 5p’ €0 ayantpour
limite o quand n augmente indéfiniment; et la série peut se
décomposer ainsi

On peut poser, par hypothése, a, =

xT T“, xrn

F(o)=a¢+ I\<



() r a2
= - +.
! 1P PYd
avec l'intégrale
xh
I = — dn;
oo ne

et remarquons d’abord que celle-ci s'exprime par la fonction T';
car

- ® 1 .
I= [ xtn-rdn = / n'i-p-t e—"mg;dn = —
<0 «0 (]Og _l)
x
rn

'—Z—p cst une fonction de n décroissante; car <a dérivée est
7

J'Il l
—_—e—— o
e (nlogxr p),

et logz est négatil puisque z est moindre que 1. Si donc on
désigne par m un entier quelconque, on aura la double iné-

m+1
arm+1 xrh xm
- - < —dn< " —.
(m 1P ' ne mr

Si Pon donne & m toutes les valeurs entiéres & partir de 1
et qu'on qjoutc, comme la séric ¢(x) est convergente, on

galité

obtient

ne

?('T)_'T<f z" dn < ¢(r)
1
ou

lxn
glr)—x<< I~/ o dn < ol(z).
/o

1
. zn -
Le produit (l—m)‘—l’f np dn a pour limite o quand z
0
tend vers 1: il en est de méme de z (1 —z)!-P.

RN
Le produit I(r—ax)'=2 ou TI'(1- p)< ! F) a pour

limite ['(r — p). Donc
Im[(i—x ) -ro(x)]=Ta—p).

r=1
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Dans l'expression de F(z) (1 — x)!—r, la premiére partie
ay(1— x)t=r a pour limite o; je dis qu’il en est de méme de
la troisiéme. Soit € un nombre donné; on peut déterminer un
entier m tel que si n est supérieur a m. ¢, est moindre que e.
Décomposons la série en deux parties: la premiére, composée
des m premiers termes, reste finie quand z tend vers 1; son
produit par (1— x)!1—P a pour limite o; la seconde est moindre

xl}l+l
que ¢ [.._.__ +] en valeur absolue; elle est moindre
(m )P
que =9 (x) a plus forte raison; et son produit par (1 —x)!=» a
une limite inférieure a eT'(1 — p).

Done, dans le produit (1— x)!-# F (), la premiére et la troi-

si¢éme partie <’annulent; il reste

lim [(1— 2)1=7 F(2)] = KT (1 — p).
r—t

Question 399.

On méne par le point o des plans paralléles aux faces
d'un tétraédre abed; ces plans déterminent dans chaque
angle triédre des parallélépipédes dont on désigne les
volumes par Pg, Py, Pe, Py. On a

()= Gy = (5= (5"

( MANNHEIM.)
SOLUTION

Par M. E. GENTY.

Prenons le point o pour origine et soient 2, §, v et 8 les vee-
teurs des points a, b, ¢ et d, a, f et ¢ formant un triédre tri-
rectangle.

Les arétes du parallélépipéde ayant pour volume P, sont les
paralléles 0y, oe; et od; menées par le point o aux droites ab,
ac et ad respectivement et limitées aux points by, ¢; et d;, on
elles rencontrent les plans acd, abd et abe respectivement,

On a done

oby=Kix - 8).

et nous déterminerons K en exprimant que le point & est dans
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le plan acd, qui a pour équation
SoV (a4 ad ¥y = S yad = 2%:0C-38%,
ob

Remplagons dans cette équation p par 'expression de nb, et
nous aurons
oa.oc.S B3
Fr——
ob

KD =

cn désignant par D e sextuple du volume du tétraédre abed.
On a donc

oa.oc.SB3
Ob] = M*t;-ﬁ - ﬁ)
D.ob
On a de méme
ocy = f)g;oc._slo (2-~v)
D.oc

On 2 enfin
ody=K(x—38),

et le plan abc ayant pour équation
So V(By + yx —+ aB) = Safy = oa.ob.oc,
on déterminera K par la condition

KS(z ——3)\’(?-(+~(1+a§):(;2z.bb.?;5

ou
KD = oa.ob.oc.
On a donc
od, = Oa.t;)b_.gf (“""8)v

et, par suite,

P,— Sob,.o0c,.0d,

 0a.0b.0C ¢ gn o o .
= 0———63——5{30.570.5(1—-@(91__ ) (2 —3),
ou enfin
— — —
P, = 220000 g3 s,



(8)
On aura de méme
—y

o[) oc.oa

-
P = 2 ‘;;‘,i’fs 23,5 B3,

On a donc

e s
oa) (vl (e
() () (%)

) Di’“z( ’ 1 i 1 - T >
oa.ob.oc \ 0a.$283.8243  0b.S2y3.5%2a3  oc. 823,82 (33

Dt od .
oa.ob.oc. $*ad.$133. 823

Calculons maintenant Py.

L'une des arétes du parallélépipéde correspondant est la
parallele & da mende par le point o et limitée au point a, ou
clle perce le plan abe,

On aura donc
oay=K(a—23),

ct le plan dbc ayant pour équation

SoV(By + 3+ 38) — S Bys = 220053,
oa
on aura
KD — 0b.oc.Sad
' oa
cl, par suite, ~
0b.oc.Sad o
0ay= ——=——(2—0).
oa
On a de méme
oby= 0(' oa. S@b(p_:).
ob
oa.ob.Sv3 R
0cy, = —,“1—(‘( _'J),
oc
d’oll
P, —= Soa,.o0b,.oc, = ﬂﬂ)ﬂ‘ Sa3.SB3.8ys,

: ST [iE
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)t
P(I

oa.obioc. $?23.5 33,5243
/O__Q).I_,_ §§>2+ o\,
(Pa PI), —P;

Question 482.

Le centre de la sphére circonscrite & un tétraédre, le
centre de U’hyperboloide, passant par les quatre hauteurs,
le centre de gravité du tétraétre, sont trois points en ligne
drotte. (JoACHIMSTHALL.)

et enfin

i

SOLUTION
Par M. E. GENTY.

Nous avons montré que si (91, w;), (¢2, we) et (v3, w3) sont
les coordonnées de trois droites, le centre Cy, de 'hyperboloide
déterminé par ces trois droites a pour vecteur

(S50, — Spawy) ¢+ (Sew3--So30,) 0y —(Svyw;— Sew,) ¢,
- 25 V19293

Y

Soit, par exemple, un tétracdre OABG; O est I'origine; A,
B et C ont pour vecteurs a, f et v respectivement.
Trois des hauteurs auront pour coordonnées
or=Viy, o= VaViy;
¢y = Vya, wy— VB Vya;
¢ = Va3, w;=VyVaB;
el ’on trouve immédiatement
VBySa(B+)+ VyaSE(y +—2)+- Va3 Sy(a+ )
= 2S a8y
Or, si v, estlevecteur du centre de gravité G, del'hyperbo-

lowde et y, le vecteur du centre G, de Ia sphére circonscrite,
on a

a8 +y
t=
—
[ [T22+Sa(8 + 7)) VBY [
i+ [T2B+SB(y+2)]Vya +[T2y - Sy(a—B)]Vaf |
§5a3y
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et
L T2aV@y 4 T28Vya+ T2y Vai
T 2823y ’
donc on a
Y=Y«
Ye= —

ce qui montre que Gy est le point milieu de la droite G, Cs.

Question 793.

Déterminer dans un plan deux systémes de neuf points
conjugués
dy, dan ..., g, dg,

bn [)2; oy va b9-

Jouissant de la propriété quétant pris au hasard deux
couples de points correspondants a; et b;, a, et b,, il existe
toujours un autre couple de points correspondants a; et by
et un seul tel, que les deuxr triangles a;ajar et b;b;by
sotent semblables. (LAGUERRE.)
SOLUTION.
Par M. JurL.

On rapporte tous les points ay, @s, ..., @y, b1, 05, ..., by
a un systéme cartésien ordinaire. et soient les coordonnées de
tous les points

(aval), ..., (agay), (b1b]), ..., (by0Y).

Sil'on forme au moyen de ces coordonnées les combinaisons
usuelles

’ N ’ s~ ’ Ny N4 ’ Ny
a) +iay, ..., ayg+iag, by-+1ib], ..., by+ b},

<i on les représente par les nombres

¢
e eees o, eeey By

la condition nécessaire et suffisante pour que les triangles
a;a,ay et b;b, by soient semblables sera

XX T A
™ 31'— BJ Br — 8,

Si nous construisens ensuite, dans un nouveau systéme car-
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tésien, les points imaginaires dont les coordonnées sont
(2:181), .., (29B9), on est conduit, comme conséquence de la
relation (1) et de ses analogucs, 3 trouver un groupe de neufl
points tels que chaque droite qui contient deux points du
groupe en contiendra encore un troisiéme, et un seul.

Mais, d’aprés la théorie des courbes du troisiéme ordre, ce
groupe doit nécessairement étre celui des neuf points d’in-
flexion d’une cubique. Done, etc.

Néanmoins, une solution purement géométrique étant a dé-
sirer, bien que difficile, je me permettrai de poser le probléme
dans le Tidsskrift, avec renvoi aux Nouvelles Annales, ccla
va sans dire.

Question 946.

Soient (A) et (A') deuxr surfaces dont l’une est la trans-
Sformée de Uautre par rapport a un péle O, c’est-a-dire
telles que les points correspondants se trouvent sur une
méme droite passant par le point fixe O. On demande de
démontrer :

1° Que dans ce mode de transformation les surfaces
lices par la relation

Sur, r'Yy=o,

ot f est une fonction quelconque des distances OM = r,
OM'=r', jouissent seules de la propricté que leurs nor-
males auxr points correspondants se rencontrent en un
méme point de ’espace : comme une des applications, on
peul considérer les surfaces conchoides r— 1’ == const.;

2° Que parmi les transformations définies par la rela-
tion générale f(r,r")=o0, il n’y a que ’homothétie et I’in-
version qui jouissent de la propriété de faire correspondre
les lignes de courbure des surfaces transformées.

(E. Hasicn.)

SOLUTION
Par M. E. GENTY.

Soient o et ' les vecteurs de deux points correspondants
des surfaces (A) et (A'). On aura

P': K?



(1)

K étant une fonction scalaire de o, en sorte qu’on pourra
poser

Si d’ailleurs v et v' sont les orienteurs des normales respec-
tives des deux surfaccs, la condition de rencontre de ces deux
normales sera
() Spw' =o.

Or on a

do'=pShdo+ Kdp;

d’on, en projetant avec A,

Shdp'=(Skhe +~K)Shdp;
on a donc

(Shz ~K)do'—2S)do'=K(Srp + K)dp.

Si nous projetons maintenant avec v, il vient, en tenant
compte de la relation évidente

Svdp = o,
(Sho +K)Svdy' —Svp Shdp' = o.

On a done
v'|1[(Shg — K)v —ASvg,

ct la condition (1) devient
Sohv = o.

Il en résulte qu’on peut poser

A=ap—+bv,
d’on

dK = Shds = aSadp = ad(T?p),

ce qui démontre la premicre partie de la proposition.

Supposons maintenant que dp soit le vecteur d’une direction
principale de la surface (A).

On aura

dy = Rdyv;
d'ou
3= R(pSAdv+Kdv),

et pour que les lignes de courbure se correspondent sur les
deun surfaces, on devra avoir aussi

. ds' || dv';
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d'ou
(2) Spdvdy=o.

Or on a
v — (SXo+K)v—2ASvp
= ’
n

n étant le module du vecteur qui figure au numérateur, mais K
étant une fonction de T2p, on a

dK =2K'Sp dp,
K’ étant la dérivée de K prise par rapport a T2p; d’on

A =2K'p
et, par suite,

v — (2K'T2p + K)v—2K'pSvp _Av+Bp,

n n

done
n(dAv+ Adv+dBp—+ Bds)—dn(Av+Bp)

n?

dv' =

et la condition (2) devient

(ndA — A dn)Svpdv=o,
ou
ndA —Adn=o,
ou enfin
n = CA = C(2K'T2p + K),

C étant une constante, ce qui montre que n doit étre une
fonction de T2p.
Or on a

n?=4K?2T¢o + {KK'T?p + K?
+ 4K"282vp T2p — {K'S2vp (2 K'T?2p + K)
= 4K (K'T2p + K)(T2p — S?vp)+ K2,

et cette expression de n? ne peut étre une fonction de T2p
que si l'on a

K=o ou K'T2p + K =o.

La premiére hypothése donne ’homothétie et la seconde
I'inversion.
On ~érifie d’ailleurs trés simplement que 'inversion conserve
bien les lignes de courbure.
3t
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Un a, en effet, dans ce cas,

= JUSR = 2P
K-—T,P, K'= Top? A= Tov o
d’ou
, dvT2p —2pSpdy
dp :R———T;P——‘ ’
. 2pSvp—vT2p
= T y
dv — T20(20Spdv+2dpSvo—avSodo —dvT2p)—2Sodp(22Svp—vT2p)
= ™, ,

ou, en remplagant dp par Rdy,

dv

+_ (2RSvp —T2p)(T2pdv—28pdvp)
= " ,
ou enfin

2RSv> — T2p

dv’ = R

dy',
ce qui montre bien que les lignes de courbure se correspondent
sur les surfaces (A) et (A').

On voit en méme temps que, si R, et R, sont les rayons de
courbure principaux de la surface (A), R} et R} ceux de la
surface (A'), on a

o Ry r__ -R2 .
Ry = 2R, Svp — T2p’ Ry= 2R, Svp — T2’

on déduit de la

ILENTERE S FPY LI
R, R, T‘(\R,+Ro>_45v9’

ou, en divisant par Tp,

r<l+—l—>+r’ Lot = 4 cosA
R "R, <R’. ﬁi)” oSt

r et r' désignant les longueurs OA et OA’ respectivement, et A
I'angle du rayon vecteur avec lanormale a I'une ou I'autre des
surfages (A) et (A').
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Question 1478.

Par un point O de Uespace, on abaisse des perpendicu-
laires sur trois plans diamétraux conjugués d’une qua-
drigue et on méne le plan passant par les pieds de ces trois
perpendiculaires. Ce plan et les plans analogues obtenus
en faisant varier le systéme des trois plans diamétraux
conjugués passent par un méme point M. Trouver le lieu
du point M lorsque, le point O restant fizxe, la quadrique

tourne autour d’une droite. (PELLET.)
SOLUTION
- Par M. E. GENTY.
Soient
Spep =1

I'équation de Pellipsoide ; a, B et y les vecteurs de trois demi-
diamétres conjugués de cette surface et w le vecteur du
point O. Les pieds Ay, By et C; des perpendiculaires abaissées
de ce point sur les trois plans diamétraux conjugués de 'ellip-
soide auront pour vecteurs

VVBY Vo VBy VVyaVewVya VVaB Ve VaB
T:Vpy T:Vyax T:Val

or, , B, v étant trois demi-diamétres conjugués de I'ellipsoide,

on a
SBox—= o Sywa — o:
d’ N [ ) T
ou

VBy = Koa,

K étant un facteur scalaire; on aura donc pour les vecteurs
des points Ay, B; et C; les nouvelles expressions

VozVwox  VoB Vwel  Voy Vwey
TSagta | SfeTs T Syely

Mais, si 'on pose

1
2

1 1
2y — 203 — 2. —
ra=a, o'f=P, ely=qyi

@y, By et vy seront trois orienteurs rectangulaires et les expres-
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sions vectorielles ci-dessus prendront la forme

1 1 1 1
th a1Vwcp a V28, Vwe?B, Ve2y; Voop?y,
b

Saypx SBioBi Sy1971
ou
1
Swo?a; L Sw? By 1 o Swp 11
Sargm © 0 T SBEE T 0T Sugn a2
et, sil'on porte l'origine au point O, 'équation du plan A, B, C,
sera

Se

1 1 1 1 i 1
Sajou; Vo2 802y,  SByo3, Voly ¢2ay  Syjov; Vola o3,
? 4 g + 7 P

Swyp?a, Swo? B, - Swo? vy
1 1
S 1 2 2 —
+Sefn oo’y =o,

Ou encore

_1 1
2 2 v o 1
() sp Smeme e Shiekie T Snen - ),
]
Swe?a, Swy? 8, Swe?y,
Orona
Sal‘?"l'*‘spl‘?pi'*‘S‘{i?'{lz.m‘ly

my étant un invariant de la fonction ¢.
Donc le plan (1) passe par le point fixe P ayant pour vec-

teur
w
—_— .
tmy
Si I'on revient a 'origine primitive, le vecteur de ce point
sera
(my—o)w
my

Au lieu de supposer que l'ellipsoide tourne autour d'une
droite, nous pouvons supposer que la quadrique est fixe et que
le point O tourne autour de la droite.

On peut alors poser

w = N4 R(pcos + vsinf),

A étant le vecteur du centre M du cercle décrit par le
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point O, R le rayon de ce cercle, A et u deux orienteurs rec-
tangulaires situés dans son plan.
On a alors, en appelant p le vecteur du point P,

(ms—o)d R .
— = ;l—z[(m,—qa) pcos0 +(my— ©)vsinb],

équation vectorielle d’une ellipse ayant pour centre le point
correspondant du point M; on voit d’ailleurs que les points
correspondants aux extrémités de deux rayons rectangulaires
quelconques du cercle décrit par le point O sont les extré-
mités de deux diamétres conjugués de Dellipse.

Question 1484.

On donne sur une droite deux systémes de trois points a,
a,a" et b, b, b" qui font partie de deux divisions homo-
graphiques. Sur ab comme diamétre on décrit un cycle G
dont le sens est déterminé par la condition qu’au-dessus
de la droite le point décrivant aille de a en b; les segments
a'b' et a"b" déterminent de méme deux autres cycles C'
et C". Si l’on trace un cycle tangent a G, C' et C", démon-
trer que les points on il coupe la droite sont les deux
points doubles des deux divisions homographigues.

(LAGUERRE.)

SOLUTION
Par M. JuEeL.

On peut énoncer plus briévement la question comme il suit.
Soient (a,b,c¢,...), (@, by, ¢y, ...) deux groupes de points
faisant partie de deux divisions homographiques. Les cycles de
méme sens construits sur aai, bbby, cc; comme diamétres
seront tous touchés par un méme cycle.

Soit e un point double des deux divisions homographiques et
appliquons une transformation par inversion, avec e pour péle.
L’autre point double f se transformeraen f', a1 b en a} b ...

On aura donc

flar:fla’l:_f'b':f'b’ =...== const.

et tous les cycles décrits sur a’'a}, b'd}, ... comme diamétres
seront touchés par deux droites passant par f'. Le théoréme

4«
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est donc démontré; car, dans la transformation par inversion,
les cycles se transforment en cycles.

Question 1534.

Le lieu des foyers des coniques doublement tangentes &
deux cercles donnés se compose de cing cercles.
(ENTRETIN.)
SOLUTION

Par M. E.-N. BARISIEN.

Pour bien analyser cette question, il est nécessaire de la di-
viser en deux cas généraux.

1. Cas des cercles extérieurs l’un a l’autre ou se rencon-
trant en des points réels.
1. Casdes cercles dont l’un est intérieur a l’autre.

I. Dans ce premier cas, 'un des axes de la conique coincide
avec la ligne des centres, lautre axe est perpendiculaire a la
ligne des centres.

Il peut donc se présenter deux cas :

1° Les foyers sont sur la ligne des centres.

La ligne des centres fait donc partie du lieu des foyers.

2° L’axe focal est perpendiculaire & la ligne des centres.

Prenons des axes rectangulaires, origine étant au centre de
I'un des cercles et 'axe des & étant la ligne des centres.

Soient R le rayon du cercle ayant son centre a I'origine, r le
rayon de l'autre cercle et @ la distance des centres.
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L’équation d'une conique bitangente au cercle (R), et ayant
pour un de ses axes 'axe des z, est

(1 Ma?+y?— R?)+(z —p)*=o.

De méme, I'équation d'une conique bitangente au cercle (r),
et ayant pour un de ses axes 'axe des z, est

(2) w[(z —a)+y2—r]l+(z—q)2=o.

Ces deux équations doivent étre identiques, ce qui conduit
aux relations
A=,
p—gq=ak
pr—q?=A(R2+ a2— r2).

En divisant membre 4 membre les deux derniéres relations,
on obtient
. _R4ar—r?
pPrq=——p—
Par conséquent

ak R2 -+ a?—r?
(3) p=+

2 2a

L'équation générale des coniques (1) ne contient plus que le
paramétre A, puisque (3) donne p en fonction de .

. Si done on

L’abscisse du centre a pour expression L
1

+ A

» on arrive a équation

change dans (1) x en x + P
1

\

ﬁo+m+xp=x(m—_§7>
\ 1 \

Si A et B désignent les demi-axes de la conique, on a done
) Pt
R2— -£- .
I+ A ( 1+ A )’

B2— R2— &

A2 —=

Par suite,

I+ A
C2=B?— A?2— ;(Hz_ P >
1+ A
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Si donc X et Y sont les coordonnées d'un foyer, on a

P
4 X = ’
(4) T
(5) Yie R2 p?

1+)\—(1+)\)2'

On aura le lieu des foyers en éliminant p et A entre (3),
(4) et (5).
On en déduit

X2+Y’= Rz ]
1+ A
X_%_ R2 — r?

2 2a(1+ 1)
En divisant ces deux équations membre 4 membre, on trouve
I’équation d’un cercle

X2+ Y2~—<X—§

) 2aR?

R2— pr2 0,

Rr
dont le rayon est R

II. Cas on I’un des cercles est intérieur @ U'autre. — Pre-
nons des axes rectangulaires, au centre O du plus petit cercle,
de rayon r, I'axe des z étant dirigé vers le centre G de l'autre
cercle de rayon R. Soit OC = a.

Considérons une conique bitangente a chacun des deux cer-
cles et dont I'un des axes soit incliné de I'angle a sur l'axe
des z. Les cordes de contact dans chacun des cercles sont pa-
ralléles & chacun des axes de la conique. De sorte que cette
conique a indifféremment 'une des équations

M@+ y2—rt)+(x cosa +y sina — p)2=o,
pl[(x —a)r+ y2— R + (@ sina — y cosa — g )2 =o.

I'identification de ces deux équations conduit aux relations

(1 A+ p+1=o,
(2) peosx +gsinza+ap =o,
(3) psinz = q cosa,

(1) P qi—Ario— u(a®— R2)=o.
b
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De (2) et (3), on tire

P4 qt= atpe,

P =—apcosa,
g =—apsina;
(4) devient donc
(5) a?u?— hrt+ u(a2— R2)=o.
Fig. 2.
Y

En résolvant (1) et (5), on trouve une équation du second
degréen A,
at(A +1)2—(A+1)(at+r2—R2)+ r2=o;
d’olr

a4+ r:—R2+ V(a2+ ri—R2)2— fa?r?
2a? '

(6) A4+1=

On a ainsi deux valeurs de A, A" et A".
Par conséquent, la premiére équation dans laquelle X est la
constante (6) et ou

7) p=a(r+1)cosa

est I’équation générale des coniques bitangentes aux deux
cercles.
On peut remarquer incidemment que

prq2=a?(k +1)2.
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Donc, si K est le point de rencontre des deux cordes com-
munes, on a

OK=(A+1)a,

ce qui montre que le lieu du point de rencontre des deux
cordes communes se compose de deux cercles de centre O
et de rayons a(N +1) et a(N +1).

Les coordonnées du centre w de la conique sont

x = a cos?a,

Y = asinacosa,

de sorte que le liew des centres des coniques est le cercle
décrit sur OC comme diamétre.

Transportons les axes de coordonnées parallélement a eux-
mémes en w. Il faut changer

x en z -+ acos?a,

¥ en y -+ asinacosa.
L’équation de la conique devient alors

W22+ y?)+ (2 cosa + ¥ sina)?
+ A(a?cos?a — r2)+(acosa—p)?=o.

Prenons encore pour nouveaux axes de coordonnées les
axes de la conique: il faut changer

x en xcosa—ysina,

Yy en xsina-+ ycosa.
On arrive alors a I'équation
(A +1)22+ Ay2=A[r2(A +1)a?cos?a].

Donc, si A et B sont les demi-axes de la conique

A=

o [r2— (X +1)a?cos?al,

B2=/r2— (X +1)a? cos?a.

1° Si l'axe focal passe par O,

r

s G2=A?— B2=qa?cos%a —
A1
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Soit F I'un des foyers, alors

—e 2 2
CF =wC +~wF.
Mais
wC =asina,
2 72
wF = a?cos?2a — .
!
Donc
——2 P2
F =a?2— ——.
L+ 1

La longueur CF est donc constante. Le lieu des foyers de
I'axe passant par O se compose donc de deux cercles de

r? r2
centre G et de rayons{ / a?— et a?t— ——-
)\/ )\II
+1 +1

2° Si laxe focal passe par C, on a

r2

- — a? cos?a.
A1

Dans ce cas,

JU—Y

— 9 — 9 . 2
OF =0w +wlF =a?cos?2a + (2=

A=+

Le lieu des foyers de 'axe passant par C comprend donc deux

r r
cercles de centre O et de rayons ——

et ——-
Vi1 V1
En résumé, le lieu total se compose donc :
1° De la ligne des centres;
2° Du cercle (C;) dont le centre est situé sur la ligne des
centres des deux cercles donnés a la distance du centre du

2
cercle (R) égale a RaR , et dont le rayon a pour expres-

RE— r2
aRr
R2— 2’
3° De deux cercles (Cy) et (Cy) ayant leur centre commun
au centre du cercle (R) et dont les rayons sont respective-
ment

sion




(24" )
4° De deux cercles (G;) et (C;5) ayant leur centre commun

au centre du cercle (7) et dont les rayons sont respective-
ment

r r
Vit Ve

Mais il convient de remarquer que ces cercles ne sont pas
toujours réels.

Ces cercles peuvent étre imaginaires, soit comme lieu des
foyers de coniques imaginaires, soit comme lieu des foyers
imaginaires de coniques réelles.

Sans entrer dans une discusssion algébrique qui serait assez
longue, il est facile de se rendre compte géométriquement que,
quelle que soit la situation des cercles donnés, le cercle (C;)
est toujours réel.

On peut encore remarquer que I’excentricite de toutes les

coniques est constante.
En effet, si E désigne I'excentricité, nous avons

B2 = Q — A___Z—‘BZ —_ I
Az Az X
Cas particulier ou r=o0. — Le cercle (C;) se réduit

alors a
(X —a)+Y2=o0.

En effet, le centre du cercle (R) est alors 'un des foyers de
toutes les coniques ayant ce centre pour autre foyer et bitan-
gentes au cercle (7).

On a alors
a?— R?

r —
N+1= —

’ V+1=o.

Le cercle (G;) a pour rayon

r
2 -_—
a X =a.
-+ 1

Le rayon de (C;) est

r2

a?— —— =
. \ PRREEE!

210
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On peut lever 'indétermination en écrivant

o)

r? 2a2r?
M1 (a4 12— R2)— /(a2 + rP—R2)2— {a?r?
(a4 r2— R2)+ \/(a'l—}— r2— R — fa?r?
2 T

par suite

\

. 72 Y
lim (557 ) = (= R,

Le ravon de (C3) est donc R.

Le rayon de (G,) est nul.

Le rayon de (C;) a pour valeur y/a?— R2.

Ce dernier cercle n’est réel que si @ > R.

Il en résulte que le lieu du second foyer d’une conique ayant
un foyer donné et bitangente a un cercle donné est un cercle,
ce qui est évident géométriquement.

Le seul cercle correspondant & des conigques réelles est,
dans tous les cas, le cercle (Cy).

Question 1541.

Trouver le lieu des points tels que les quatre normales
menées de ces points & une ellipse donnce forment un fais-
ceau harmonique. (L. MirMaxN.)

SOLUTION
Par M. E.-N. BARISIEN.

On sait que I'équation aux coefficients angulaires des quatre
normales a 'ellipse issues d'un point (e, §) est

b2armé— 2 b2af m3
) { (a2 D2P2—ch)ym2—2a’afm + a282=o.

On peut écrire cctte équation

mt—An3+Bm?>—Cm + D =o,
en posant

B =
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el
- 2P al
= by’
a2§2

W bra?

On a done, my, my. my et m, étant les quatre racines de (1),

(my+ my)+(my—+ m,)=A,

(my-~ my) (mg—+ m,)+ myms—+ mam, = B,
myma(mg -+ )+ mymy~+(my+ mse) = C,
(mymg)(mzmy)= D.

Pour que les quatre normales m,, msy, ms, m, forment un
faisceau harmonique, il faut que

(my—+mg) (mz—+ )= 2mymy—+ 2mzm,.

Il faut éliminer my. m., m; et m, entre ces cinq relations
pour avoir la relation qui lie entre eux les coefficients A, B,
CetD.

Posons, pour abréger,

my—+ my= P, myme= R,

my—+ m, = Q, mam, = S.

Alors les cinq relations deviennent

(2) P+ Q=A.
3) PQ+ S+ R =B,
(4) RO + PS = C,
(N RS =D,
(6) PQ = 2(R + 8).
De (3) et (6) on déduit

B
(9 PQ = 27,

B
8 +S=—.
(8) R+S 3

On a aussi

. \B .
P+ Q)(R=38)= — =(RQ+P3)+(PR—QS).
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Par conséquent

(9) PR+0S = 2P ¢,

)

Multiplions membre & membre ( {) et (g), il vient
PQ(R?+ 52)— RS(P2+ Q)= C (33_ - >

et, par conséquent, en y remplagant PQ, RS, (P + Q), (R + 8)
par leurs valeurs en fonction de A, B, C, D ct réduisant, il
vient

2B 8BD  ABC

10 — 4 = — A2D — (2.
(10) 27 3 3
En portant dans cette relation les valeurs de A, B, C, D en
fonction de a et B, on arrive a I'équation

(11) (@2a?—+ b2B2—ch)3 - 5 icta?2a2f2=o.

C’est une courbe ayant méme point de rebroussement que la
développée de Dellipse et située a I'intérieur de cette déve-
loppée dont I'équation est

(a2r?-- 0232 — c* P4 97t @2 b2 riy2 = o.

Dans le cas de la parabole, on aurait trouvé que le licu a
pour équation
ir—p)?

42 =
- 2P

alors que la développée a pour ¢quation

o 8(ur—pi
T

Question 1547.

Soient AN, BB' deux diamétres copjugués d’une ellipse ;
MM’ un diameétre quelconque : les pdles des quatre droites
MA, MA’, M'B, M'B’sont situés sur une hyperbole qui passe
par le centre de Uellipse, et est tangente, en ce point, au
diameétre MM'; le centre de cetie courbe est situé sur l'el-
lipse, et ses asymplotes sont paralléles auxr droites AA', BB/,
respectivement, . (GENTY.)
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SOLUTION.
Par M. X***.

Soient a et b les demi-longueurs des deux diamétres conju-
gués, pris pour axes de coordonnées; I'équation de Dellipse
sera

ayr+ b2z — a?h2=o.

Soient d’autre part a@cose et bsing les coordonnées du
point M. On trouve trés facilement pour les coordonnées des
poles des quatre droites :

Pour le pole MA :

_ _ b(1—cosy)
r=a y_T.

Pour le pole MA' :

_ b1+ coso)

r=—a, :
sing
Pour le pole de M'B :
a1+ sing)
_—— = 0b.

u cosg y=
Pour le pole de M'B’ :

x:_a(l—smt‘o) y=—b.

COSCA’)

Formons maintenant I'équation d’unc hyperbole satisfaisant
aux conditions spécifices dans 'énoncé. Rapportée a ses asym-
ptotes, pour axes des ' et des y', son équation sera de la
forme

'y —m?=o;

done, comme les nouveaux axes sont paralléles aux premiers,
et que Phyperbole doit passer par le centre de Dellipse, si
z =acosh et y = b sinf) sont les coordonnées du point de
Iellipse qui est le centre de T'hyperbole, cette derniére, par
rapport aux axes primitifs, aura pour équation

xy — bxsinl — ay cos)) = o;
et il ne reste plus qu’a exprimer que la tangente a l'origine,

qui est
) .
b sind 4+ ay cosh = o,
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s¢ confond avec le diamétre MM', ce qui donne
tang 0 = — tange.

Or, si nous prenons 0 == — ¢, I'équation de 'hyperbole
devient
2y —bxsing + ay cose = o,

et 'on vérifie aisément que les poles des quatre droites MA,
MA’, M'B. M'B’ se trouvent sur cette courbe. C.Q.F.D.

Question 1586.

Démontrer que les droites joignant le sommet d’un céne
aux centres des sphéres osculatrices d’une trajectoire
oblique des génératrices sont rencontrées et partagées
dans un rapport constant par les rectifiantes de la tra-
jectoire. (CEsaro.)

SOLUTION

Par M. E. GenTY.

Soit » le vecteur d'un point de la courbe exprimé en fonc-
tion de I'arc, le sommet du cone étant pris pour origine.

On aura les relations

250 — 0520 T25
S2g0" = cos26 T2p,
szI:I, SQ'Q”ZO,

(1)

0 étant un angle constant.
En prenant la dérivée de I'équation (1), il vient

Spp'(1+ Spp") = Spp' cos?b;

d’ou

Spp” = —sin2b
et
(2) Spp"=o.

Ceci posé, la droite rectifiante est U'intersection du plan

(3) S(m—p)s"=o,

avec sa position infiniment voisine. Or, si Pon prend la dé-
rivée de I'équation (3), il vient

S(m— 21" =o0.
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La rectifiante a donc pour équation
B = P - KVPIIPIN.

Le centre de la sphére osculatrice a lui-méme pour vecteur
‘[ = 0 -

Pour que ce vecteur rencontre la rectifiante, il faut qu'on
puisse déterminer pour K et / des valeurs telles qu’on ait

Voe
I v
](P"-— g7 ) =0+ KVoph
N [N
En projetant avcc p”, on retrouve la relation (2), ce qui
montre quc la rencontre a lieu.
Si I'on projette avec p”, il vient

",

I(1+Spp")=1Sg

O,

d’ou
! =—tang20,

Donc le point de rencontre a pour vecteur
p =— v tang?6,

et la proposition est démontrée.

Question 4626.
Soit une série

Fr)y=ay+ayr—+...+auart—...

dans laquelle les coefficienis a sont positifs. On suppose
qu'on ait
lima,nr =K,

n—=ae
K étant une constante différente de séro et p un nombre
posgtif moindre que ’unité. Démontrer que, lorsque x
tendvers 1, le produit

(t—r)t-r fla)
a pour limite
' KT (1—p). CAPPELL)
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SOLUTION
Par M. E. Cesaro.

Considérons deux séries divergentes, a termes positifs,
Ao+ A+ A+ az+.... by+ by bs— Dy ..
et supposons que les séries
Ay a\ T+ a2 +..., by+~byxr—+byx>—...,

soient convergentes ponr |z|< 1. Soient f(z) et g(x) leurs
sommes. Si

. a

lim SN = k.

n—o bll
on peut, aprés avoir fixé le nombre positif ¢, arbitrairement
petit, trouver un nombre v, tel que, pour n > v, on ait tou-
jours

an
— — A<z,
. b/z { '
et, par suite,
) ()
f—(——( ——/.‘( <z,
g'”(.T,)

quel que soit «. Il en résulte que, pour n infini, le rapport de
SfW(x) a g (r) tend a devenir constant. Ce rapport tend
donc aussi vers une limite, lorsque, n croissant a linfini,
x tend vers I'unité. Or, f(x) et g(z) devenant infinies pour
a =1, ainsi que leurs dérivées de tous les ordres, on a, en
appliquant la régle de I'Hospital,

. T . ' (z)
lim I(_) = lim f—”(—) = A
r=1 8() .x':lg“ ()
De cette proposition connue on déduit aisément le théoréme
énoncé par M. Appell. Supposons que I'on ait
lim nra,=k.
n=w
A causc de la divergence de la série dont le terme général
cst a,, cela ne peut arriver que pour p =1,
Si 'on pose
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lim S(@) = limnpra,=A.
2=18(Z)  r==

on d

Soit, pour un instant, f(x)=(1 —z)P-!, de sorte que

—=p)O—p)...(n—p)

an,= .
" 1.2.3...n

On obtient

lim &(r) . n!n-r

=1
z~1(‘——3‘)”" nl:nl(l—p)(z—p)...(n—p)

=T —p)
Donc

4, PACY. glry
llm([——(l‘)" If(z)ahm (@ )rfnim_—r._ld‘(l—p).

A ce dernier résultat on parvient aussi, d’'unc maniére di-
recte, en considérant la fonction

(t—=2)=P J(2)= o+ U1 T + W2+

D’aprés les propriétés des coefficients bindmiaux, la somme
des n -1 premiers cocfficients, dans le développement de
(r—a)=r, est

Xy

_rlp+(p+2)...(p—n—n
1.2.3...1n ?

ct 'on a

lim ni-ra, = lim pa+p)o+p)...(n—i+p) _ 1

n=wo " n==8 nlpet - [‘(1))’

puis, en vertu d'un théoré¢me connu (1),

lim(aya,+ a2 14+...— a,%)

n =aw

= I‘(p)I‘(l—p) limnra,limnt=ra,=~kT(1 -p).

n==x n=ow
Donc, si I'on observe que
U+ U T U+ .o Uy= g2y = QyApy—+ Ay oo o Uy Xy,
on peut éerive
liml(l——.r)l Pfx)=uy+ -+ 4. =kT(1—p).
1=

(') Bulletin de Darboux. 18qu, p. 117,
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Question 1637.

Unre droite quelconque rencontre un limacon de Pascal,
dont le point de rebroussement est O, en quatre points A,
B, C, D.

1° Quelle que soit la droite, on a la relation

OA + OB + OC + OD = const.

2° S¢ cette droite est de plus tangente a un cercle fixe C
ayant son centre en O, on a ausst

OA.OB.OC.OD = const.

3° Cette tangente au cercle C rencontre le cercle base de
la conchoide-limacon en deux points P et Q.
On a la relation

0A.0B.0C.0D = OP.0Q..
(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION
Par M. J. LEMAIRE.

Prenons pour origine le point double du himacon et pour
axe polaire son axe de symétrie, et soient

p=a-+ bcosw
I'équation du limagon, et

(D) p=——F

! cos(w —a)

celle d’une droite quelconque.
De ces équations on tire

CoOSw = ’

—p2cosa+ apcose +bp

sinw = -
bpsina

Ecrivant que la somme des carrés de ces expressions égale 1,
6*
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nous avons, aprés calculs,
oh— ol 2. . 9 g .
(1) 5 pt—2apd+(a?—2bp cosx— b2sin%a) p?
{ “2abp cosap+ b2p=o;

H ’ " n . . .
SLp,py o, 9"' sont les racines de cette e€quation, nous avons

’ O” N ALV . .
p -~ o+ p 4 p'"=2a = const. ¢.Q F.D.
De plus
NN/ et 9
et = b2pe,

si la droite (D) est tangente & un cercle fixe de centre O,
p est constant; d’olt la seconde partie du théoréme.
Le cercle base de la conchoide-limacon étant

p = bcosw,

nous aurons ’équation aux rayons vecteurs des points com—
muns a ce cercle et a la droite D en faisant a = o dans (1);
on a ainsi

p*— b (2pcosa + bsin2a) p?— bH2p? —o.

Par suite
O_Pl 6Q2 = b‘-’}ﬂ
= 0A.0B.0OC.OD. C.Q.F.D.

Remarque. — On sait qu’un limacon de Pascal estla trans-
formée par rayons vecteurs réciproques d’une conique ayant
son axe pour axc focal et son point double pour foyer; on
aurait pu déduire facilement les propriétés du limagon que
nous venons d'établir des propriétés des coniques.

Question 1638.

On considére un cercle fize C et un faisceau de car-
dioides ayant toutes méme axe de symétrie et méme point
de rebroussement O. La somme des inverses des rayons
vecteurs joignant le point O au point d’intersection du
cercle avec une des cardioides est constante.

> (E.-N. BARISIEN.)
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SOLUTION
Par M. J. LEMAIRE.

Prenons pour origine le point de rebroussement, et pour
axe polaire I'axe de symétrie, communs aux cardioides du
faisceau; soit

p=a(1+ cosw)
I'équation de I'une de ces courbes. Soit
2 31 —
pr—(mcosw 4+ nsinw)s +p =o

I'équation du cercle C. Eliminant w entre ces équations, nous
obtenons

[(a—m)2+ n2|pt+a[(a— m)am —an?] p3
+[a?m2+2pa(a—m)] o2+ 2a2mpo + pa?=o.

Les racines de cette équation sont les rayons vecteurs des
points communs a la cardioide et au cercle situés a distance
finie (les autres points communs sont les points cycliques du
plan, points doubles de la cardioide).

La somme des inverses des racines de 'équation (1) est

2a?mp om
22T on — 2.
prat P
Elle est indépendante de a, d’ou le théoréme.

Remarque. — Une cardioide étant la transformée par in-
version d’une parabole dont le foyer estle point de rebrousse-
ment de la cardioide, la proposition ci-dessus peut se déduire
de la suivante, dont la démonstration directe n’offre d’ailleurs
pas de difficulté.

Soient un cercle fixe et un faisceau de paraboles ayant méme
foyer et méme axe; si A, B, G, D sont les points communs a
ces courbes, et F le foyer de la parabole, on a, quelle que soit

la parabole,
FA + FB + FC —+ FD = const.

Question 4639.

On considére une cardioide et un point fire P dans son
plan. Un cercle quelconque ayant son centre en P ren-
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contre la cardioide en huit points. La somme des lon-
gueurs des rayons vecteurs joignant ces huit points au

point de rebroussement de la cardioide est constante.
(E.-N. BARISIEN.)

SOLUTION

Par M. J. LEMAIRE.

La cardioide admet les points cycliques du plan pour points
doubles; clle a avec un cercle quelconque deux points com-
muns en chacun de ces points. La somme des distances de ces
quatre points & P'origine est nulle, a cause de la définition des
points cycliques. '

Les rayons vecteurs des quatre points communs, situés a
distance finie, sont les racines de I’équation (1) (voir solution
de la question 1638). Leur somme est

2[(a — m)am — an?|
(@ — m)2—+ n?

expression indépendante de p.

Si le rayon du cercle varie, son centre restant fixe, m et n
conservent une valeur constante. Il en est par suite de méme
de I'expression ci-dessus; d’ou le théoréme.

Remarque. — De cette propriété, on déduit la suivante :

Si un cercle passant par deux points fixes, et de rayon va-
riable, rencontre en A, B, C,; D une parabole de foyer F, on a,
quel que soit le rayon,

]
—_ =

F,\ - ﬁ —= const.

11
FC 7 ¥D

Question 1640.

Liew géométrique des foyers des coniques qui touchent
deux drottes fixes chacune en un point fixe.

Cas particuliers. — 1° Les deuz points de contact sont a
égale distance du point d’intersection des deux droites
données.

2° *Les deux droites données sont paralléles. (JAMET.)
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SOLUTION
Par M. J. LEMAIRY.
Soient
Ox, Oy les deux droites fixes;
A le point fixe donné sur Ox;
B le point fixe donné sur O y.

Soit F un foyer d’une conique tangente en A 4 Ox, en B3
aOy:

On sait que FO est bissectrice de BFA ou de son supplé-
ment; cette propriété permet de trouver facilement 'équation
du lieu demandé en coordonnées polaires, OA étant l'axe,
O Porigine.

Supposons que FO soit bissectrice de AFB, ct désignons OA

PN N N
par a, OB par b, y Oz par, et les angles AFO et BFO par «:
nous avons ( fig. 1)

a _ P
—_— == 5
sina sin(w + a)
b °

sina sin(2 -0 — )

Ces relations sont vraies dans tous les cas de figure; elles
s’écrivent
(p—acosw)sing = asinw cosx,
[p—bcos(8—w)]sina= bsin(f —w)cosx;
d’ou, en éliminant «,

(p—acosw)bsin(f—w)=[p—bcos(f —w]asinw,

-
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et, par suite,
absin( —a20)

= bsin( —w)—asinw °

P

telle est I'équation du lieu.
Ce lieu est une cubique circulaire facile a construire : elle
admet O pour point double, et ses tangentes en ce point sont

. . N
les bisscctrices de y O et de son supplément; elle passe éga-
lement par A et B, par la projection C de O sur AB, et surla
perpendiculaire 8 AB en son milieu (fig. 2).

Fig. a.

Son asymptote est paralléle a la médiane du triangle OAB
issue de O.

Cette courbe se présente dans plusieurs questions : elle est
en particulier le lieu des points de contact des tangentes, ct
des pieds des normales issues de O aux coniques ayant pour
foyers les points A et B.

Cas ot OA = OB. — L’équation de la courbe prend alors la

forme
__asin(f —2w)
p= sin(f — w)—sinw

(G=+)n(G-+)
acos{-—w}) sin|{ - —w
2 2

D= .
h

y 0 . (0 )
. cos — sin{ - — w
2 2

ou
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Le lieu se décompose en une droite

(3-)
sin{ - —w)=o,
2

. N
bissectrice de O, et en un cercle

‘0 )
acos(- —w
G-

p= “T_"
CoSs —
2

qui est le cercle circonscrit au triangle OAB.
Ce résultat pouvait se prévoir : dans le cas en effet ol

PN .
OA = OB, il est clair que la bissectrice de AOB fait partie du
lieu, qui se décompose par suite en une droite et une conique;
cette conique est un cercle, puisque la cubique passe par les

points cycliques; ce cercle doit d’ailleurs passer par O,
A et B.

Cas o les droites sont paralléles. — Soit G une conique
tangente @ D en A, 4 D' en B, D' et D étant deux droites pa-
ralléles, F et F' les foyers ( fig. 3). On a

N
FAD = FBD),
AF et BF sont les rayons homologues de deux faisceaux ho-
mographiques.
Fig. 3.
D A

D’ B

Le lieu des foyers est dans ce cas une conique passant par
A et B. Elle a évidemment pour centre le milieu O de AB.

Les directions pour lesquelles deux rayons homologues sont
paralléles sont la direction des droites D et D’ et la direction
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perpendiculaire. Par conséquent le lieu est une hyperbole
équilatére de centre O, passant par A et B, et ayant pour
asymptotes la droite équidistante de D et D' et la perpendicu-
laire a cette droite menée par O.

Question 1642.

Soit une co;u‘que inscrite a un triangle ABC en A') B'.
C'; a, b, ¢ les milieur de BC, CA, AB; a, B, y les polaires
de a, b, ¢ par rapport @& la conique. Démontrer que les
trois points (a,B'C’), (B,C'A"), (y,A'B") sont en ligne
droite. Généralisation. (LEMAIRE.)

SOLUTION
Par M. R. SonNparT.

Appelons I, H, K les points («, B'C"), (8, C’A"), (v, A’B’).
Comme a et A ont pour polaires a et B'C’, I est le pole
de Aa. De méme H et K sont les pdles de Bb et Ge.

Pour que les points I, H, K soient en ligne droite il suffit
que les droites polaires Aa, Bb, Cc soient concourantes, con-
tion qui est ici remplie.

Question 1646.

Etant donnés trois triangles ABC, A;B;C;y, \,B,C,, ho-
mologiques par rapport a un aze, sil’on joint chacun des

points du tableau
A B C

A, B, G,

@ son associé mineur, on aura neuf droites concourantes
| U’associé de A est le point (B, C,, B,Cy), (P. So~pAT.)

SOLUTION
Par M. P. Soapar.
Représentons par
1A B G
RS "\l Bl (an

! A, B, G

(n

faxe huw



(417)
le systéme des trois triangles homologiques selon I'axe Apv,
chacun des centres Ay, @y, v4 étant celui des deux triangles
non écrits sur 'horizontale ou il se trouve, et ces trois centres
étant d’ailleurs en ligne droite. Désignons les points associes
par les lettres grecques correspondantes.
On a les nouveaux systémes

K Ay By G ‘ K,|A B C H ‘ A B C
Hi Ag Bg CQ ’ I Ag B-z Cg 5 ll ;\1 Bl Cl (axe )\!J.‘I),
Ml oa B v w |y BT vil % B2 T2
et, par suite
' P I a B v

oy pl Y1 )~:.L‘l.

1
|
\
v ‘“2 B2 12

Or le systéme (1) donne naissance au systéme inverse

A A A A
w | B By Ba gy
v G G G

et, par conséquent, aux suivants

B Bl ]))2 ' . A A( k\z { A A| Ag
e e el C C Cl, .|B B Byl (axehmv),
Ma a oy pl3 B B I VY YTt Y2

en éliminant les centres inutiles.

Il résulte de 1a que les droites ajay, B4 B, v1v2 passent par
le point de rencontre Ay des droites AjA,, ByB,, C;Cy, ou A}
se confond avec A;. De méme, p} se confond avec p; et v}
avec vy; en d’autres termes, le systéme (1) entraine le suivant

Mla B oy
(2) B o® Br i | v,
Y1 f 2] 32 Y2

et on a les triangles homologiques

I'A, B, C,

I'A; B, C, |
) wy I
a4y ?l 1

P2 B (2

tA B C
o |
|« 8 «

(axe huv),

8*



( 42%)
Il reste a prouver que les trois centres w, w;, wy coincident,
En eflet, le systéme

H|A B C
(3} w A, B Cl (axe )\p.‘l),
wola B ¥

traité comme le systéme (1), entraine le suivant

Hy | A, B, G

wy, | P Q R | hpy,

Vi 2] ﬂﬁz Y2

P, Q, R étant les associés de Ay, By, G, dans (3). Donc v,
coincide avec w. On prouverait de méme que w; se confond
avec w,

Remarque. — En combinant trois a trois les colonnes du
tableau

(B B, By B & fn

'C G G vy 11 72

on obtient vingt systémes de deux triangles homologiques
(centre 1) et dont les axes sont les droites

N Hy K Y T M H K, o
(4) A K, w O Hy m I K w
Vi I‘ H K21 K Kl Y I lll w

c’est-a-dire que MHK;, w I, K, v{TH; sont trois nouvelles
droites passant par .
Il résulte des droites (§) que dans 'hexagone

I 1, HH K K

les cOtés opposés se coupent aux points Ay, w4, v4 en ligne
droite, et les diagonales principales HKy, I1 K, IH; sont con-
courantes en w. Cet hexagone est donc a la fois de Pascal et
de Brianchon.



( 43%)

Question 1653.

C étant le cercle osculateur en un point M d’une para-
bole, démontrer géométriquement que le foyer divise dans
le rapport de 1 & 3 la droite MD, D étant le symétrique
par rapport & la normale en M du point ou le cercle G
rencontre le diamétre de la parabole relatif au point M.

(E. RoucHE.)
SOLUTION

Par M. P. MICHEL.

Soit O le centre du cercle osculateur; je le projette en A sur
la droite MD; on sait que le foyer F est le milieu de la lon-
gueur MA. (Question 1361, solution par H. Brocard, Nou-
velles Annales, septembre 18g2.)

Or

MD — 2MA ;
par suite
MF = { FD.

C'est ce que 'on demandait de démontrer.

Question 1649.

On donne une ellipse; on prend le triangle ACB formé
par les deux tangentes CA, CB a cette courbe et par la
corde de contact AB. Sur les cétés de ce triangle comme
diamétres, on décrit des sphéres; elles se coupent en deux
points, réels ou imaginaires :

1° Quel est le lieu (M) de ces points lorsqu’on déplace AB
parallélement & la méme direction;

2° Quel est le lieu des lignes (M) lorsqu’on fait varier la
direction de AB. (MANNHEIM.)

SOLUTION.
Par M. X***

Le lieu des points d’ot sont vus sous un angle droit les trois
cotés du triangle formé par deux points quelconques d’une el-
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lipse donnée et par le pdle de la corde qui les joint est un cas
particulier de la surface de I'onde lumineuse.

En général les deux points M, M', d’oti les trois cotés d’un
triangle ABC sont vus chacun sous unangle droit, s’obtiendront
de la maniére suivante : considérant la sphére circonscrite au
triangle ABC et ayant son centre O dansle plan de ce triangle,
on la coupera par une perpendiculaire au plan du méme
triangle menée par le point de concours H de ses hauteurs : on
aura ainsi deux points NetN'; ces pointsne sontpas encore ceux
qui sont demandés; mais, pour les obtenir, il suffira de réduire

dans le rapport % les distances HN et HN'. Ou bien encore
2

on considérera l'ellipsoide de révolution aplati, ayant pour
équateur le cercle circonscrit au triangle ABC et pour petit

R Lo
axe 7:, et on le coupera par la perpendiculaire au plan du
2
triangle passant par le point de concours H de ces hauteurs.
En effet, soit décrit un demi-cercle sur le coté BG du
triangle, et soit la hauteur AHA'« prolongée jusqu’en M; ol
elle coupe ce demi-cercle, le triangle BM, C est rectangle en
M;, et si on le fait tourner autour de son hypoténuse jusqu'a
ce que le sommet My vienne en M sur la perpendiculaire élevée
en H, je dis que le point M est I'un des points cherchés. Pour

1]
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le montrer, il suffit de considérer I'expression du carré de la
distance m,
HM =AM, —HA'".

Or, en premier lieu,

A'M, =BA.ATC,
etl’on a
BA’ = ccosB = 2R cosBsinC,
A C=10bcosC=2RsinBcosC;
par suite,

A'M, = jR2sinB cosB sinC cosC.

On a, d’autre part, HA' = A'a, et

"A’a=BAA'C;

l

d’ailleurs la hauteur AX’ est égale 3 2R sinBsinC : il vient
donc
AH=A2=2RcosBcosC

et, conséquemment,

H_I\i2 = 4R2cosB cosC (sinB sin C — cosB cosC)
= {R2cosA cosBcosC.

La symétrie de cette expression établit I'exactitude de la
proposition avancée et le point M, d’ot, par construction, le
coté BC du triangle est vu sous un angle droit, est bien tel que
les deux autres cOtés en sont vus également sous des angles
droits.

La puissance du point H par rapport a la sphére considérée
est mesurée par HN' = AH.Ha, ou encore 2.A'a (AX'—7%'a),
c’est-a-dire, en vertu des expressions déja employées,

8R2cos\ cosBeosC.
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1l en résulte que 'on a bien
HN = HM./2.

Ces préliminaires étant établis, voici une solution analytique
de la question posée.
Soient «, B les coordonnées d’un point A, sa polaire BC a

pour équation
b2azx + a?By — a¥b? = o,

celle de I'ellipse étant
b2z +aty? — ab? =o,

de sorte qu’il viendra, pour le couple de tangentes AB, AC,
(b2a% + a‘zgz_ a2b?) (b2 + az_y‘z_azb‘z)
— (brax + a28y?) —a2b2=o,
et, pour les droites paralléles issues de l'origine,
(b2a24- a'3.3‘!— a?b?) (b2x? + a“y“)—-(b'-’zz‘—‘.—a”ﬁy)’: o,
ou encore, en ordonnant et supprimant @262, facteur commun,
(b2—pB) 2+ 2282y + (a2—a?) y2=o.

Considérant maintenant un point H, de coordonnées £, 7,
jaurai I'équation du couple de droites AHB, HC, en transpor-
tant d’abord lorigine en H, ce qui donne pour les équations
de Vellipse et de la droite BC,

Vx4 a’yr+ 202 r +9a2ny + D22+ a2 — a2l =o

et
braxr + a?By + bral + a8y —ab? =o;

puis en éliminant, entre ces équations, préalablement rendues
. r
homogénes par le changement de z et y en S et 2, 1a va-
3
riable d’homogénéité z, il viendra ainsi
(b2z+ aty?) (024 + a?Br, — a?b2)?
— (b2 +ain—a?b)(Dx+ atny)(b2axr +a2By)

+ (2 a2 — @20 (b2axr+ a3y ) =o,
»
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et, aprés développement,
[(82a2 + a2f2) 72— 2a2b2 By, + b4 (a2 — a?)]z?
—a2[(b2a2+a?B2) by — a2 H2(BE + ay, — af))] 2y
+[(b2a2 4 a2f2) 22— 2a2b2 2t + at (b2 — B2)] 2 = o.

1l faudrait, pour rapporter les droites HB, HC aux axes de
Iellipse, changer dans cette équationz et yenx —E et y — 7
mais, comme il suffit de considérer des droites paralléles me-
nées par O, on peut conserver I'équation telle quelle,

Pour qualifier maintenant le point H comme point de con-
cours des hauteurs du triangle ABC, j’écris que des droites
HB, HC I'une est perpendiculaire a 'une des droites AB, AG,
et Pautre a Pautre. Gette condition de perpendicularité double
entre droites de deux couples supposés respectivement repré-
sentés par les équations

axr +2hxy + by? =o,
arr+aollxy+byr=o0

s’exprime en général par I'égalité de rapports

@ _ =k _V
T h T a
On aura donc ici, introduisant un facteur de proportionna-
lité p,
5 (b%{ﬁ—t— u‘zgz)si —za?lﬂa’;' +a* (b — pz) _ P(bz_ ‘32),
(b2a2 4+ a2P2)bn — a2b2(3E + ar, —aB)= pafi,
(b2a2+a?f2)n2—2a202f87, + b*(a?— 2?) = p(a?—a?),

équations d’ou £, 7 et inconnue auxiliaire p peuvent étre dé-
gagées. .

Ce groupe d’équations présente toutefois une ambiguité que
la question ne comporte pas : il est clair, en effet, par la fagon
méme dont ces équations ont été obtenues, que leurs solutions§,
7 conviennent aussi bien au point de concours des normales a
Pellipse en B et C qu'au point de concours des hauteurs du
triangle ABC. Mais, pour séparer la solution étrangeére, il n’y
a qu'a faire entrer en ligne de compte I'équation dela hau-
teur AH

atB(t — %) = bra(r — ),
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laquelle n’est vérifiée que par les coordonnées du point
cherché.
La deuxiéme équation du groupe, par exemple, en élimi-
nant 7 par le moyen de I'équation auxiliaire, deviendra

(bra2— a2B2)a2BE?
— [(a2— b2)(b2a2—+- a282) + a2 b2( a2+ b2)] 2B}
— 02223 (a*—p) = o,

et elle doit avoir une solution commune avec la premiére
équation du groupe. Si donc on en retranche celle-ci, multi-
pliée par a28, la solution commune sera donnée par I'équa-
tion résultante, qui, aprés suppression d’un facteur commun
b2a? 4 a2f32 — a2b? = o, se réduit simplement a

(a?—b2)ak = a*- .

i

Reprenant a nouveau la premic¢re équation du groupe ety
substituant cette expiression de (a*—p) enf, il vient définiti-

vement
(-0 32— D2 (a2+ bY)

»
2 -
> H2ot - a,—"BZ ’

et I'on en couclura

— (2= D)2 — @’ (ar— b ,
o= e o (1

braii arp?

Telles sont les formules qui font connaitre rationnellement
les coordonnées £ et 7, du point H en fonction des coordonnées
a, B du point A.

(') Ces valecurs, comparees respectivement a la premiére el a la
troisiéme équation du groupe primitif, font immeédiatement con-
naitre les expressions des coordonnées du point de concours des
normales aux extrémités de la corde BC en fonction de cclles du
pole de cette cerde, c’est-a-dire

(@ —07) (&* —}T) g l@— )@ —a)

b'a‘—.—a’ﬁ’ h b'::’—}-a:g?_ .

E' —_a N =

Ou bien, au contraire, on peut obtenir directement ces coordon-
nées comme celles du point diamétralement opposé a A sur le cercle
(ABC), dont I'équation est calculée plus loin, et alors les équations
écrites en premier leu, débarrassées de cette solution, font con-
naitre £ et .
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Réciproquement, § et y étant donnés, on peut en déduire
et B, mais non point rationnellement. Toutefois les équations
exprimant a et § en £ et v ne sont point d’un degré aussi élevé
qu’elles peuvent le paraitre de prime abord. En effet, multi-
pliant par « et B respectivement les expressions de § et 7, et
faisant la somme, il viendra simplement

at + Bn = a2+ b2,

équation linéaire en a et 8 comme en § et 7 et qu’il suffit d’ad-
joindre a I'équation déja mentionnée

a2B(§ —a) =b2a(r, — B),

laquelle est linéaire en§ et 7 seulement, quadratique en «, B.

Puisque a un point H pris arbitrairement dans le plan de
I'ellipse correspondent deux triangles ABC et quc chaque
triangle donne lieu a deux points M et M/, d’ou les cdtés sont
vus sous un angle droit, il est clair que la surface cherchée est
du quatri¢me ordre, symétrique par rapport au plan del’ellipse
donnée comme par rapport aux plans perpendiculaires menés
suivant ses axes, et enfin qu’elle admet comme ligne d’inter-
section avec le plan de Tellipse : 1° cette courbe elle-méme;
2° le cercle lieu des angles droits circonscrits a l'ellipse, ou
cercle orthoptique.

Quoi qu'il en soit, du reste, et pour achever la solution ana-
lytique, je forme I'équation Cu cercle circonscrit au triangle
ABC. Cette équation rentre dans la forme

(D222 + a2y?— a?b?)
+(b2ax+a2By —a2b?)(Ax + py +v) =o,

qui est celle des coniques admettant la corde BC en commun
avec l'ellipse donnée, Des trois conditions a introduire encore,
la premiére est qu’elle soit vérifiée par les coordonnées «, § du
point A, ce qui donne

I+ pB+v=—1.

En écrivant de plus que les termes du second degré sont
2 + y? a un facteur constant prés, il vient encore

ra?f -+ ubla=o0
et
1bra— na?d = a?— b2,
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d'ou
3 = (a>—b2) b%a
T Thvar o at B ’
_ (@—b)ap
p==— bvaz + atf2

arb?(a?—+ B?)
T Thvar - @b ’

et pour I'équation cherchée

(6202 + a2B2) (22 + y2) — (22+ L2+ a2 — b2) b2ax
— (a4 B2— a?+ b?) a2 By + (a?— b2)(b2a? — a2f?) = o.

I suffit d’y changer 22+ y2 en 22+ y2~+ 232 pour obtenir
I'équation de Pellipsoide de révolution aplati ayant pour équa-
teur le cercle (ABQC),

(D202 + a?B2) (22 + 2+ 232) — (a2 + B2+ a2— D2)D2ax
— (a2 pz__ a2+ b2)a2@},+(a‘z_ [)2)((,2052_“2@2) = o,

et, finalement, I'élimination de « et § entre cette équation et
celles qui lient entre elles les coordonnées de A et de H four-
nira celle de la surface cherchée.

Pour effectuer cette élimination de « et 3, je commence par
substituer, au contraire, dans I’équation de I'ellipsoide les ex-
pressions de x et de y ena et 8, savoir

(a2 —02) 32+ 12 (a2 b?)
r=a b2+ ar 32

— (@2 =022+ @ (a2 + b?)
y=8 bra? + a2 ’

b

mais d’abord seulement dans les termes des degrés zéro et un :
il me vient ainsi

(D224 a2 B2)2 (22 + y2+2.352)
= (a2+ B'l—a?-— b‘l)[—(a2- b2) 22 B?—i—(a?—!—b‘l)(l)‘a?—-:—a‘ﬁ’-')]
—\—[2(121)'2((1?—5— b'z)—(a'-’—b?)(bﬁoﬂ—a‘l'ﬁzﬂ(b‘-’a?—i— aﬂﬁ‘l).

Je trouve, d’autre part,

b2+ a2 B2)2 (22 + y2)=(a2+ 02 )(a?+ B2 —2a2—252) 22 32
“+ (a2 02)2(bra2+ aif2),
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et, par suite, en faisant la différence j’aurai I'expression de z2,
assez compliquée a premiére vue, mais qui se simplifie aisé-
ment si I'on réfléchit qu’elle admet nécessairement le facteur
a?+ 2 — a?— b2, L’autre facteur peut lui-méme s’écrire éga-
lement a priori, comme représentant le lieu des poles des
normales & Pellipse; quoi qu’il en soit, on trouvera

. (22 4+ Bz_ a‘-’—-bi’)[(az—b2)‘-’a‘~’32~—b“a?—— aGB2]
(a2 — a2B2)2 :

2 =

¥4

Ainsi les équations de la surface sont ramences a la forme

x:f(a, p)? yzfl(“7 p)v "~=f2(13 p)

Mais, pouravoir une seule équation du type F(z, y, 5) =o,
je fais maintenant la secmme des expressions dont la différence
a donné z2. Jobtiens, aprés quelques réductions,

(an‘—’—;—a‘-’ﬁ?)(.z“-’—{—_y?—\—-z'l) = Da2 4+ ahgz+a252(a2+ 02,
et si maintenant je retranche successivement des deux membres
les quantités a?(b2a2+ a282) ct b2(b2a2+ a282), il me
viendra

(D22 — a2 B2) (@2 —y2+ 22— a?) = D [—(a2—02) @+ a2 (a2 +0?)],

(22— a2ﬁ2)(x2 _-__yz_:_sz_bz):a-z[ (a2 —b2) B2+ [)2([,,2_,_[)2”7
c’est-a-dire, en se reportant aux expressions mémes de z et y
en a et B,

ar b2y

- 6 — -
IS B X e -

PRV s S
Or ax + By = a*+ b2; j’ai donc simplement

aax? b2y?

a,2+72+52_[)2 $2+y2T52—d2

_(ai_{_b’l):o‘

C’est, pour un cas particulier, I'équation de 'la surface de
I'onde lumineuse, qu’on pourra aisément ramener a sa forme
la plus usuelle

a'?xr? b2 y2 c'2 32

-+ . ~ _ -
22+ yr+ 32— b2 224 yri- gi— ¢

=0
224y 52— a’? ?

en prenant a? = a?—+ [)2, b2 = a?, c'? = b2,
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QUESTIONS PROPOSEES.

1647. Démontrer que la somme des carrés des coefficients
bindmiels d’un nombre entier positif a

k=a

2 (2)

k=0

w'est jamais divisible par un nombre premier : p > 2a, mais
toujours divisible par tous les nombres premiers compris
entre
2a 20
et

—_— 2
AN 2 27 1)

oit n cst un nombre entier positif et < a: et que la méme
somme n’est pas divisible par un méme nombre premicr p
compris entre

20 20a

c —_—
2n + 3 21—+ 2

excepté, si une puissance de p (supéricure a I'unité) se trouve
dans l'intervalle de @ jusqu’a 2a. (C. Sziny.)

1648. Démontrer les identités suivantes

k=a k=m

C S (7Y

ou _
a
/I?:E<;>'
 k=u h=a—1
_ AN (a—l‘
Z(ﬂ, =? /. Ck )
9. (*= =0
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» BT )

<b>2
k=b
k 2b

k= - 2a
5. Mttt = B () (k)
a) b k=-b
<Ic k
k=0
ol b est un nombre entier positif < a. (C. SziLy.)

16537. On projette orthogonalement un ellipsoide sur tous
ses plans tangents.

Déterminer :

1° L’équation de la surface qui limite la région occupée par
toutes les ellipses de contour apparent ainsi obtenues;

2° Le nombre des points de contact de cette surface et de
I'une de ces ellipses. (MANNHEIM.)

QUESTIONS RESOLUES.

Question 1569 (!).

COMPLEMENT A LA SOLUTION
Par M. H. BROCARD.

Note. — La construction des points M est précisément celle
qui détermine pour lieu géométrique de ces points la courbe (1)
désignée sous le nom de Kreuzcurve.

Il est intéressant de remarquer, a ce sujet, que cette courbe
parait avoir été signalée pour la premiére fois par Terquem
(voir N. A. M., 1847, p. 394, quest. 163).

(') Nouvelles Annales, 3° série, t. XI, p. 43*; 1892.
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Question 954.
(F'our 2* série, t. VIIL, p. 432))

Etant données une parabole et une circonférence pas-
sant par le foyer et coupant la parabole en quatre points,
trouver le lieu des milieux des tangentes communes.

(OLGA ERMANSKA.)
SOLUTION
Par M. H. BROCARD.

L’énoncé textuellement reproduit renferme une indétermi-
nation. Il est évident que, pour le compléter, il est nécessaire
de spécifier une condition relative aux circonférences, et
puisqu’elle est laissée au choix du solutionniste, il y a lieu de
prendre la plus simple.

Nous supposerons donc, par exemple, les circonférences de
rayon constant R.

L’équation de la parabole rapportée a son axe et a son
foyer étant

(1) yr=2pz - p?
celle de la circonférence sera

(2) 22+ yt—o2ax — 2By =o
avec la condition

(3) a? @2 = R2,

La tangente a la circonférence, paralléle a la direction m, a
pour équation

y=mzr+f—ma—Ry1+m?.
Elle est tangente a la parabole (1) sous la condition
(4) [pO-+m2)—amB+ 2m2al2= {m2R2(1 + m?).

Formant les expressions des coordonnées des points de
contact avec les deux courbes, on aura, pour tout point du



lieu
(5) 2x=a__ML+_P__£,
1+ m? 2m? 2
R P
(6) 2y =P+ —/—/—/——— + —-
r=8 \/x—f—m2 m

I1 restera donc a éliminer m, a, § entre les quatre équations
(3), (4): (5), (6), ou, ce quirevient au méme, tirer a et § des
équations (5), (6), les substituer dans les équations (3), (4)
et éliminer m entre deux nouvelles équations.

La nécessité de se débarrasser au préalable des irration-
nelles rendra cette élimination fort laborieuse. Nous croyons
méme qu'il serait impossible, en raison de cette complication,
de parvenir a 'équation du lieu sous forme explicite.

Comme autre condition simple relative aux circonférences
(2), il y aurait a supposer leurs centres sur I'axe de la para-
bole.

Les équations précédentes pourront encore nous servir
moyennant les substitutions § = o, R = «; mais les simplifica-
tions qui en résultent sont illusoires, et I'élimination finale est
tout aussi impraticable.

Nous croyons donc devoir nous borner a ces indications;
cependant on peut observer qu’il parait facile d’obtenir, par
un tracé direct, quelques données sur la forme de la courbe,
notamment dans la seconde hypothése. Elle admet alors deux
branches infinies, symétriques par rapport a Oz, asymptotes
a Oy, extérieures et tangentes a la parabole, et paraboliques
du coté des x positifs.

N. B. — M. Barisien a résolu la question en supposant que le
cercle au lieu de passer par le foyer a son centre fixe.

Question 1449.

Un triangle ABC étant donné, on méne d’un point P
aux cétés BC, CA, AB des paralléles qui rencontrent res-
pectivement AB, BC, CA en A', B', C':

1° Pour que les trois points A', B, G’ soient en ligne
drotte, il faut que P se trouve sur une conique déterminée.

2° A un point P de cette conique correspondent deur
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droites A'B'C' : quel est le lieu de leur point de rencontre
quand le point P parcourt la conique?
Cas particulier du triangle ABC equilatéral.
(PouiAbpE.)
SOLUTION
Par M. E.-N. BARISIEN.
1° Prenons le coté CA pour axe des z, le c6té CB pour axe
des . Soit 6 'angle ABC et posons CA=a, CB=15.Siaet §

sont les coordonnées du point P, les équations des droites AB,
PA’, PB’, PC’ sont respectivement

br+ ay = ab,

r—a=o,

y—gf=o
b(x—a)+aly—B)=o,

de sorte que les coordonnées des points A, B’, C' sont

z = a. af+ba
, , S xr = o, Nr=—75—>
A _bla—a), B ly=8; C o
Y= a ’ Y= ¥ =o.
La condition pour que ces trois points A’, B’, C' soient en
ligne droite est exprimée par le déterminant

b(a—a)
a
o B 1 | =o,
la@—;—ba o .

lequel développé devient

(aB+da)(aB+~ba—ab)—abaB=o0

ou
(1) af2+ 6202+ abaB —ab(aB + ba) =o.

Le lieu de P est donc alors la conique circonscrite 8 ABG
et dont le centre coincide avec le centre de gravité du trian-
gle. Les tangentes a la conique aux sommets du triangle sont
paralléles aux cotés opposés.
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2° Les paralléles menées de P aux cotés BC, CA, AB, ren-
contrent aussi les cotés CGA, AB, BC respectivement en A",
B”, C". En exprimant que les points A", B”, C" sont en ligne
droite, on retrouve I'équation (1). Il en résulte qu’'a chaque
point P correspondent deux droites A'B'C' et A"B"C".
L’équation de la droite A’B'C' est

X Y _
[S[VRN Ta
Or
cc:‘ij—"“, CB' = 8.

Donc P'équation de A'B’'C’ est

(2) bBX+(Y—B)(up+ba)=o.
Celle de A"B" C” est de méme

(3) arY +(X—a)(af+ ba)=o.

Pour avoir l¢ lieu du point de rencontre des droites A'B'C’
ct A"B"C’, il faut éliminer « et § entre (1),(2) et (3).
En résolvant (2) et (3) parrapport a X et a Y, on trouve

_ aPaB +ba)
T (aB+bay—abaf’

bat(aB + ba)

= (aB+bay—abaf’ Y

Mais (1) peut s’écrire
(aB+ba)—abaf =ab(af + ba);

de sorte que X et Y se réduisent a

Par conséquent
a=yaX, B=ybY.

En portant ces valeurs de « et § dans (1), nous avons, aprés
avoir fait disparaitre les radicaux,

| [(aY +bX)(aY +bX —ab)+ abXY]?

(4) | =4abXY(aY +bX —ab).

Le lieu des points de rencontre de A'B'C’ et A"B"C" est
donc une quartique passant par les points A, B, C, qui sont
i
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des points de rebroussement : la tangente de rebroussement,

en chacun de ces points, est la médiane du triangle y aboutis-
<ant.

Cas du triangle équilatéral. — Alors a = &, 6 = 60°. Le
licu du point P devient alors

) 22+ 2+ aff = a (a + B).

C’est le cercle circonscrit au triangle ABC.

Le lieu du point de rencontre des droites A'B'C’ et A"B"C”
devient

(6) [(X+Yp+XY—a(X+Y)2=4XY(X+Y —a)
C’est’hypocycloide a trois rebroussements, engendrée par un
point d’un cercle de rayvon % roulant & lintéricur du cercle
de rayon 2.
3

Questions 1444-1431.

Démontrer que Uexpression

N G) = ()]

» lorsque n augmente indéfiniment.

tend vers

(CGesiro.)
SOLUTION
Par M. Frangois BorLETTI, de Milan.

Si x et y désignent les coordonnées rectangulaires et sil'on
pose

m y==

zr’

l'aire comprise entre la courbe (1), 'axe positif z et les ordon-
nées, qui répondent aux abscisses # = n+1 el 2 = =, scra

* 1
S 4= e

Si p ¢st un nombre positif, I'ordonnée y de la courbe (1)
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prend des valeurs toujours plus petites, lorsque l'abscisse z
augmente; par conséquent, la somme des rectangles ayant
pour base commune l'unité et pour hauteur la derniére
ordonnée de chaque rectangle que nous considérons sera

1 1 1
mwap T mxsy TS Iy (e

. 1
en ajoutant ———— aux deux membres, on aura
(n—+1)P
1 1 1
- —+ m o
(n4+1)P  (n—+2)  (n~+3)
I 1

~ (n+1)l‘+ (p—1)(n+1)p—1’

On obtiendra encore que la somme des rectangles, ayant
pour hauteur la premiére ordonnée, scra

1 I I

(n+0)p " (n+2)p > (p—1)(n 4—1)0—1'

P’ar conséquent, on a

I 1 t
(n-+~1)p—1 <=y [(n—!——l)l’ T (nga) A_J
1 L P
> (n—}—])["‘l (Il—i——l)l’

Donc, si nous multiplions par n7-1, nous obtiendrons

n_\r-! (o N n_\Ptp—t
<EI—|) <([)——l)s\(ﬁj—‘1) +<n+T> P

en désignant par S la suite donnée.
Si dans cette expression on fait 7 ==, on aura

cc qu'il fallait démontrer.
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Question 1517.

On donne une parabole et une autre conique, et ’on
meéne les quatre tangentes communes qui touchent la co-
nique en \, A', A", A". Par le foyer I de la parabole, on
méne un cercle touchant la conique en A et la rencontrant
enBetC,etc. Démontrer que les quatre droites BC, B'C/, ...
concourent en un méme point. (WEILL.)

SOLLTION
Par M. E.-N. Banrisiex.
La question est beaucoup plus générale que ne indique T'é-
noncé.
Nous allons démontrer que :

Etant données une parabole et une conique, une tan-
gente quelconque rencontre la conique aux points A et A,.
Par ces deur points et par le foyer F de la parabole on
fait passer un cercle. La seconde sécante d’intersection de
ce cercle et de la conique passe par un point fize.

Soient
(1) yi=apx
Péquation de la parabole et
(2) A+ 2Bxy +Cy2+2Dr+2Ey+F=o0

celle de la conique.

Unc tangente a la parabole de coefficient angulaire m a
pour équation

. 14
(% y =—max+ L-.
2m
L'équation générale d'une conique passant par le point d'in-
tersection de la tangente (3) avec la conique (2) est

‘ MA22+HBry — Cyr+2Dz + 2By + F)
(9 ?
b

\

\
\

—(ur—+vy —nly—mr— i = o.
B } 2/11,)
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dans laquelle le facteur (ux + vy —1) représente le premier
membre de ’équation de la seconde sécante d’intersection.
Exprimons que la conique (4) est un cercle, nous avons les
deux conditions

(5) my —u = 2B},
(6) v+ mu=A(A—C).

Exprimons aussi que la conique (4) passe par le foyer F, il
vient

(7) MAP +4Dp+ 4Fym — p(up —2)(m2+1)=o.

Les équations (5), (6) et (7) sont du premier degré en u, ¢
et A, On en déduit

ap(m?2+1)

8 A =—

(8) A C]ﬂm+‘).B/f2—'r—4l)p/n+./4Fm’
_ —op[m(NA—C)—2B]

(9) "= m(Cp2o= 4D p+ 4F)+ 2B p?’

(10) o — —oap(2Bm+ A —Q)

m(Cpr+iDp+iF)+aBp?
Par suite, I’é juation de la seconde sécante d’intersection
1

Uz 4oy —1=o0
devient

- apr[m(A—C)y—aoB]l+2py[2Bm+A—C]
(e +m(Cp>+ iDp -+ 4F)+2Bp2=o.

Or, cette équation ne contenant que /m au premier degré, il
en résulte que la seconde sécante d’intersection passe par le
point donné par les équations des deux droites rectangulaires

Cpr+4Dp—+ {F
(12) (A—~C)zr-i,—28‘y—|——,Z f;Llezo,
(13) 2Br —y(A~C)—Bp=o.

C’est aussi par ce point fixe que passent les sécantes BC,
B'C/, ... de I'énoncé, lesquelles correspondent aux tangentes
de la parabole qui sont en méme temps tangentes a la conique
donnée.

Remarque. — Lorsque la parabole donnée varie en conser-
vant le méme axe et le méme sommet, on trouve pour le lieu

.

12
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du point fixe une conique : ce dont il est facile de s'assurer,
en éliminant p entre les équations (12) et (13).

Question 1525.

On donne les deuxr demi-diamétres conjugués OA, OB
d’une ellipse. Du point B on abaisse une perpendiculaire
sur OA et l’on porte sur cette droite les segments BC et BD
égaur a OA. La circonférence COD rencontre aux points
P, Q la paralléle menée du point B ¢ OA.

On sait que OP, OQ donnent les directions des axres de
Uellipse; on demande de démontrer que les projections de
OP et de OQ sur OC (ou sur OD) sont égales auxr demi-
axes de l'ellipse. (MANNHEIM.)

SOLUTION
Par M. E.-N. BARISIEN.

Soit o l'angle d’anomalic excentrique au point B, Iellipse
¢tant rapportée a son centre ct a ses axes. Supposons le point P

sur le grand axe de lellipse, et le point Q sur le petit axe. On
sait que

a b
(l) opP = ’ OQ = = ’
cuso sino
— )
OB = a%cos?9 + b2sin2y,
— ——2 .
BC = 0OA = a*sin?o + b2cos?o.

On sait aussi que le lieu des excentricités G et D se compose
des deux cercles de rayons respectifs (¢ — b) et (@ + b). Ainsi

OC=a—20, oD =a + b.
Je dis maintenant que les droites OC et OD sont également
inclinées sur le grand axe de 'angle excentrique «.

En effet, si 2 désigne 'angle de la normale en B avec OP,
on a

L asins .
anga = L.
° b coso
D’ou
S b coso
(2) cosa = ' - = :

\ a’sin2o - H” ()05‘2? OA
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Projetons le triangle DOB sur OP, il vient

/\
OD cosDOP = a coso + BD cosz = a coso + OA cosa.
Donc, d’aprés (%),
PO
(a+b)cosDOP = a cosp + bcoso.

On a bien, par conséquent,
Hob = o.
On trouverait de méme _
Cob = o
Si nous projetqns PetQetP et Q surOC,ona

OP' = OP coso,
0Q'=0Qsinag.

Donc, d'aprés la relation (1),

OP'=a,
0Q'=1b.
Si P et Q se projettent sur OD en P” et Q’, on a évidem-

~
ment
OP" = OP' = a,

0Q"=0Q'=a,

puisque la droite OP est bissectrice de 'angle COD.
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