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SUR LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE ;
Par M. GERARD.

On sait (voirle Traité de Géométrie de MM. Rouché
¢t de Comberousse, Note 2 de la 6° édition) que la
somme des angles d’un triangle rectiligne est ou bien
¢gale a deux angles droits pour tous les triangles,
ou bien moindre que deux angles droits pour tous les
triangles. Nous prendrons pour point de départ la se-
conde hypothése; par conséquent, la somme des angles
d’un polygone de n cotés sera supposée moindre que
an — 4 angles droits.

Levve [ — Etant données deux demi-droites AX,
ax (fig. 1) faisant avec Aa, la premiére, un angle

Fig. 1.
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droit ou obtus, la deuxiéme, un angle droit; si l'on
prend sur AX, @ partir du point A, un segment va-
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riable AB, que l'on projette en ab sur ax. les trois
z]ualztités
AB Bb—Aa

Bo, ab’ AB

augln(’ntent en méme temps que AB.

En effet, soit AC > AB, et abaissons Cc perpendicu-
laire sur ax.

1° Cc >Bb. — Car élevons au milicn f de bc une
perpendiculaire qui rencontre BC en un point F, et
plions le quadrilatére BF fb autour de I/ Ie point B
vient coincider avee un point G de Cc; il faut prouver
que le point G est situé entre C et ¢, ou que angle fFG
est moindre que fFC. Or fIFG = fI'A, et, dans le
quadrilatére AF fa, qui a deux angles droits @, f et un
angle A droit ou obtus, il faut bien que I'angle F soit
aigu, puisque la somme des angles d’un quadrilatére
est supposée moindre que quatre angles droits. Ainsi
langle f'FA, étant aigu, est moindre que son supplément

f1I°C. C. Q. F. D.
ACG AB
20 e En cffet, supposons, par exemple,
be o,
ab — 3’
et soit

ad = de = eb = bf = fec;

parles points d, e, f, menons des perpendiculaires 2 ax,
qui rencontrent AX en D, E, I'. Tout revient 4 démon-
trer que les segments AD, DE, ... vont en croissant
a mesure qu'on s’éloigne du point Aj; par exemple,
I'C > FB.

Or, dans le quadrilatére BCcb, qui a déja deux an-
gles droits, 'angle C doit ¢ire moindre que le supplé-
ment de 'angle 6BC, ¢’est-a-dire moindre que 5BA ou



FGC. Par conséquent

FC > FG = FB.
Ainsi
B—C éﬁ, d’ou A~C > a. C. F. Q. D.
AB 7 ab AB 7 ab
3e (—:c—;Cé—‘—z > B—l)—zﬁé—?- — En effet, supposons, par
exemple,
BC 2
AB 3’
et soit

AD:DE:EB:BF:FC;

menons Dd, Ee, ... perpendiculaires sur ax. Tout
revient a démontrer que la différence entre deux per-
pendiculaires consécutives va en croissant, 4 mesure
qu’on s’éloigne du point A ; par exemple, que

Ff—Bb< Cc—Ff.

Or, comme BF = FC, si I'on abaisse BM et CN perpen-
diculaires sur Ff, les triangles BEM, CI'N sont égaux ;
donc
FM=FN ou Ff—Mf=Nf—F/;
comme
Mf<Bb et N/ < Ce (1°),

on en déduit
Ff—Bb< Ce—F/.

Ainsi
Le—Bb _ BC oy Ce—Aa _ AC ‘
Bb—Aa ~ AB’ dov 2 Z T AR “QeFD

On traiterait sans peine le cas ou BC et AB n’ont pas
de communc mesure.

Cas particulier. — Les conclusions précédentes sub-
sistent quand les points A et a se confondent. Donc, si
I'on prend sur 'un des cotés d’un angle, a partir du

»
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sommet, un segment variable AB (fig. 2), que 'on pro-

A Bb ;.
jette en Ab sur Vautre coté, les rapports 23’ AR di-

Fig. 2.

minuent en méme temps que AB. De méme, en proje-
tant le point B en &' sur la perpendiculaire & Ax au

'

. . Ab
point A, on voit que le rapport AB augmente a mesure

que AB diminue. Donc, si I'on fait tendre AB vers zéro,

Bb
le rappm‘ \ (]ul va c¢n ddécroissant et qul reste supe—

Ab e
ricur au rappor[ croissant *m) tend vers une limite

différente de zéro.

Lesmue L. — Revenons a la fig. 1, et abaissons Ab'
. . . . Ab ,. .
rerpendiculaire sur Bb, je dis que =~ diminue lorsque
pery ' J jie o q

ab augmente, le point A restant fixe, c’est-a-dire que,

en abaissant Ac' perpendiculaire sur Ce, on a

A AY

ac ab

En cffet, supposons Ltoujours

be 2

— = et ad =de = cb = bf = fe

ab 3 f =7,
puis abaissons Ad’, A¢/, ... perpendiculaires sur Dd,
Ee, ...; tout revient 2 démontrer que la différence entre
deux perpendiculaires va en diminuant, A mesure u’on
s’¢loigne du point A, par exemple,

Abd'— Ne'< Ae'— Ad'.
Ann.de Mathémat., 3¢série, t. XIL. (Février 1893.) 6
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Or, en appelant m ct n les points de rencontre de A e
avec Dd et Bb, il est clair que me'= né', et par consé-

qucnt

!

Ab—Ae<n=em<Ae—Ad. C.Q. F.D.

Ceci posé, supposons que les droites AX et ax
(fig. 1) soient toutes deux perpendiculaires a Aa, et

. . AB .
faisons tendre AB vers zéro, le rapport —» qui va con-
ab

stamment en décroissant, tend vers une limite & la-
quelle il reste constamment supérieur; soit f(aA)
cette limite qui ne dépend que de aA.

’

s Adb .
D’autre part, le rapport —- augmente a mesure que
ab

_r < g s . AB
ab diminuc, tout en restant inférieur a v donc

Ab
e < f(a ).

Jen conclus d’abord f(aA)>1; ensuite, de méme
g . Ab

que, dans le quadrilatére trivectangle Ad'ba, — ot

moindre que f(aA), de méme, dans le quadrilatére

. AB . .
trivectangle ABba, — est moindre que f(b5B). Ainsi

(1) f(\a)<~(\;§<f(blil.

Reste a déterminer la forme de la fonction f. Pour
cela, je vais montrer qu’elle satisfait & I'équation fonc-
tionnelle
(2) S(x+y)+ flr — yr=2/(x) f(y)

quelles que soient les deux longueurs x et j .
Sur Pun des cotés d'un angle droit uAv ( fig.3),
prenons trois longueurs

' \B=z—y. A== \D =2 +y;
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sur la perpendiculaire 4 AD au point D, prenons un
point arbitraire d, abaissons da perpendiculaire sur A,

Fig. 3.

et soient &, ¢ les points de rencontre de ad avec les per-
pendiculaires @ AD aux points B et C; enfin abaissons
bm et dn perpendiculaires sur Cc.

1 Comme BC = CD, le lemme I nous apprend que
be est moindre que ed, par conséquent, mc moindre
que cn; douc

Or

2Cec < Cm~+ Cn.
Dd Bb
Cn > Cm >f();

donc
Dd+Bb>2Cc f(y),

d’on, en divisant par Aa et faisant tendre Dd vers
zéro,
S(@+y)+ f(xr—y)z2/(2) f(¥)

0 cd .
2° Posons ,—~ =, le lemme Inous apprend aussi que
bc LS
n .
St moindre que p, done
Cn 4+ pCm
Ge> —Ro Bl
1+ @

Or prenons sur le prolongement de ad un point quel-
conque e, que nous projetons en. E sur AD; prenons,
sur le prolongement de AE, une longueur EH =y ;
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enfin projetons le point ¢ en /i sur la perpendiculaire &
AH au point H; nous aurons

Bb
Cm < Cn < Ilh
d’ou
Dd+ uBb < (1+ p.)Cc —
ou

Dd Bb Cc Ee
Aa+P'A <@-+p )AaHh

d’ou, en faisant tendre Ee vers zéro, le point E restant
fixe, ety en remarquant (ue p tend vers 1, car

CD + Ce+ Dd Ee
) cp’

cd
'SESTD

on Lrouve
S(@+y)+[fle—y)s2/(z) f[(y)
Donc enfin
Sle+y)+ fle—y)=2f(z) f(y) c o F o

Ceci posé, soit a une ligne quelconque, comme
f(a)>1, on peut trouver un nombre positif «, tel
que

S(la)= é(e’l—f- e—) = cha;
ensuite, en calculant successivement f(2a), f(3a), ...
par la formule (2), on trouve

f(na)=chna;
d’ott 'on déduit
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quelle que soit la longueur x. Si donc on désigne par &
la longueur :_;“’ que Bolyai appelle 'unité naturelle

de longueur, on aura
x
(3) S(#)=chz-

Cherchons maintenant la relation qui existe entre les
trois cotés d'un triangle ABC rectangle en A ( fig. 4).
D’un point B’ pris sur le prolongement de I’hypoténuse,
abaissons B' A’ perpendiculaire sur AC; faisons glisser le

triangle A’B'C le long de AC jusqu’en AB,C,, puis le
long de BC jusqu’en A, BC,. Puis, par le milieu E de
CC,, menons a BC une perpendiculaire EF, qui sera
aussi perpendiculaire 4 B,C, en un point G tel que
EF = EG. De méme, la perpendiculaire HI a la droite
AC, menée par le milieu de CC., est aussi perpendicu-
laire 4 A,C;, en un point J, tel que HI= HJ. Enfin
menons B, D, perpendiculaire 4 BC et B'D perpendicu-
laire sur AB; nous avons vu que, si ’on fait tendre BB’
vers zéro, on a
B'D . 1_3_121 .

lim By = lim BB, °
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TH EF
de méme, i © ic tendent vers la méme limite; donc

lim —LL =l FG

ce, — "Meey

d’ou, en divisant membre & membre et en remarquant

que CC, =~ BB et CC, — AA’,

. B'D. BB, . B/D,
1 = —_—
) fim Lo lim g5~ =lim 5
Or, en appliquant les formules (1) et (3) au quadrila-
tére trirectangle AA'B'D, on a
A'B"
B AR <o

. . . B'D
donc, si 'on fait tendre BB’ vers zéro, ax tend vers

ch Ak ; de méme, en considérant le quadrilatére FGB,D,,
on voit que BiDiend vers oh 25
E R ¢! 3

Reste —ll;-, comme AB,= A,B, en appelaut M le

point de rencontre de A, B avec AC, on voit que

BB, > A.M, donc

BB, A, M ch JA,

IR TRy
d’autre part, en prenant sur le prolongement de BA une
longucur AN = BB,, et en abaissant NP perpendicu-
laire sur IJ, on a aussi

BB, AN P\

T = ap <

mais, comme BN — BA.,, le point N tombe dans I’angle
BC. A, ctle point P, entre T et J; done IP << 1J, et I'on
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a, a fortiori,

BIEJ;, <chg/§ < ch PI+I'1:+AN'

Les relations précédentes montrent que B_]}%_, tend

vers ch ‘5/\—?; et alors I’équation (4) donne

5 LAB L AG _ | BC
(5) ch = ch —= = ch — C. Q. F. D.

Considérons maintenant un triangle quelconque ABC
(fig.5); supposons I’angle A aigu et menonsla hau-

FFig. 5.

\
/ l &
bl ! N
A D B

e

teur CD. En appliquant la formule (35) aux triangles
rectangles BCD, ACD, on a

B( CD A\B——AD
ch i ch —/l—- ch — 7
A%, G0 éﬂ
l—/‘— = D—A—(‘l A

d’ow1, en se¢ servant des notations et des formules

1 . shx

shar = - (ex — e—%), thze = ——,
2 cha
ch(zr = y)=chrchy £ shzshy,

on déduit

o, AD
B, AB A(J_kh._/\_lj LAC TR
AT kTR TR TAC

th —

&
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De méme, en abaissant la hauteur BE, on a

thAF
hBC_hAB AC_ AB | AC
K HE T TR lhAl_;’
3
donc

AD AE
h-'/‘"‘ _ h——k—
TAC T A’
th i h7\'

c'est-a-dire que la valeur commune de ces deux rap-
ports ne dépend pas des longueurs AB ou AC, mais scu-
lement de 'angle A @ ¢’est cette valeur qu'on appelle le
cosinus de 'angle A, de sorte que

BC AB AC AB | AC

(hT::ch T ch/——sh - sh - i co sA.

En supposant 'angle A obtus, on arriverait a la
méme formule, 4 condition de définir l¢ cosinus d’un
angle obtus comme égal au cosinus du supplément de
cet angle précédé du signe —.

Ainsi les cotés a, b, ¢ ct les angles A, B, C d’un
triangle sont lids par les relations

ch - —ch 4 ch - —sh é sh® cosA,

k 3 3
eh? —ehCch®  sh € sh%eosB
)/(-'——C 7\'C Z_—-SlelzCOS y

c b a , b .
Z ch 2 7 ch i sh A sh%cosb.

il



