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THEOREMES DE MECANIQUE;
Par M. E. CARVALLO,

Examinateur d’admission a 'Ecole Polytechnique.

1. Le succés d’un tout petit article, que j’ai publié
dans ce Recueil (') Sur une généralisation du théoréme
des projections, m’encourage a indiquer quelques autres
théorémes, dont la nature semble a priori trés diffé-
rente, mais qui ont réellement, entie eux et avec celui
que je rappelle, une parenté trés étroite. Ils peuvent
¢tre, comme lui, représentés symboliquement par la
régle de multiplication des polynomes algébriques.
Quelques-uns d’entre eux prennent aujourd’hui de
I'importance par le fait de I'introduction de la Méca-
nique dans le programme d’admission a I'Ecole Poly-
technique.

2. Tueéorkme 1. — Soient un systéme de [ points A,
Aq, ..., Ay, et un systéme de m points By, By, ..., B,
On joint un point Ay du premier systéme a un point By,
du second, et I’on imagine la force représentée par le
segment AyBy,. Si l’on consideére le systéme des lm forces
obtenues en joignant ainsi chaque point du premier
systeme a chaque point du second, ce systeme de forces
admet une résultante unique, représentée par lm fois
la droite qui va du barycentre A du premier systeme
de points au barycentre B du second.

Ce théoréme peut é&tre représenté symboliquement

(') 3¢ série, L. X, aoat 18g1.
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par la formule d’Algébre

S[AaBu] = [(A1-+ Ag+...- Ay) (By+ By+...+ By)]
= Im| AB].

C’est la méme qui nous a servi a représenter le théo-
réme des projections rappelé au début. Seule la signi-
fication des symboles est changée; [AB] représente la
force qui va du point A au point B; (Aj+As+...+A)),
par exemple, représente le barycentre A avec la masse [
(ou tout autre systéme de points ayant méme barycentre
ct méme masse totale). Le signe = signifie que les deux
systémes de forces, représentés par les deux membres
et supposés appliqués a un corps solide, sont équiva-
lents.

3. Le théoréme peut étre généralisé en appliquant
un poids i chaque point. Le lecteur devinera la généra-
lisation sur la formule. Une régle bien connue résulte
du théoréme général, dans le cas ou 'un des systémes
de points se réduit a un scul point donné B.

Le théoréme de Leibnitz est une conséquence de cette
régle. On Pobticnt en faisant coincider ce point unigue
donné B avec le barycentre A de lautre systéme de
points donnés. Le systéme des forces obtenues est alors
en équilibre. On obtient des énoncés spéciaux intéres-
sants, en considérant les cas singuliers ou la inasse
totale de I'un des systémes, ou de chacun d’eux a la
fois, est nulle. Je laisse de coté ces énoncés et aussi les
démonstrations, car mon but est d’étre bref, pour ne
pas dispcr‘ser Iattention du lecteur, mais la concentrer
sur le point fondamental qui est le rapprochement des
enonces.

4. Tutorive II. — On donne un systéme de points
Ay, Ay, ..., de masses my, my, ... et un systéme de vec-
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teurs 1, 1oy ooo. A l'un quelcon(/de des points donnés Ay,
on applique une force représentée p ar l'un quelconque
des vecteurs donnés 1, multiplié par la masse my du
point Aj. Le systéeme des forces ainsi obtenues, en com-
binant tous les points donnés avec tous les vecteurs
donnés, a une résultante unique. Celle-ci est appliguée
au barycentre A des points donnés. Elle est représen-
tée par la résultante 1 des vecteurs donnés multiplice
par la masse totale m des points donnés.

Ce théoréme est représenté, comme le précédent, par
la formule

Emy M) =[(miAy+ maAs+...) (L1 + L +...)] = m[AI].

Le lecteur devinera la signification des symboles.

5. Dans le cas particulier ou 'on donne un seul vee-
teur 1, le théoréme fournit la régle bien connue pour la
composition des forces paralléles. Cette régle apparait
ici comme un cas limite de celle qui conduit au théo-
réme de Leibnitz (3). Il suflit d’imaginer que le point
unique B du n° 3 s’éloigne a ’'infini dans la direction du
vecteur I,

Si 'on suppose que non sculement les points de 'un
des systémes, mais aussi cecux de 'autre, s’éloignent a
Pinfini, on obtient, an lien du théoréme II, le sui-
vant :

6. Tutorkue III. — On donne deux systémes de
vecteurs Iy, Ly, ... et 3y, 32, .... On prend un vecteur 1,
du premier systéme et un vecteur J, du second, puis le
couple [13,] qui a pour moment aire du parallélo-
gramme construit sur ces dewx vecteurs, et dont le plan
est paralléle a celui de ce parallélogramme. Si l'on
considére le systéme des couples ainsi formés, en cam-
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binant tous les vecteurs du premier systéme avec tous
ceux du second, ce systéme de couples, supposé appliqué
& un corps solide, peut étre remplacé par le couple [1J]
obtenu au moyen des résultantes 1 et J des deux sys-
témes de vecteurs donnés.

Voiia un théoréme qui, par son énoncé, semble bien
éloigné des théorémes I et II. Il n’en est cependant
qu’'un cas limite. Il est représenté, comme cux, parla
formule

L] = [+ L+..)Ji+=d+..)] =[1].

Inutile d’insister sur la signification des symboles, ni
sur les cas spéciaux qui peuvent se présenter dans I'ap-
plication des théorémes 1I et III.

7. On peut former de la méme maniére les énoncés
de théorémes ou figurent trois, puls quatre systémes de
g s | )
points ou vecteurs donnés. Je citerai seulement les der-
nicrs de ces séries.

Tutorive IV, — On donne un systéme de I, m, n
et p points Ay, Ao, ..., A;5 By, By, otu B Gy, Gy oy
Cn; Dy, Dy, ..., Dp. Sillon considére tous les tétraédres
qu'on peut former en prenant les quatre sommets res-
pectwement dans chacun des quatre systémes, leur
somme algebrique est égale au tétraédre [ ABCD], qui
a pour sommets les barycentres des quatre systémes,
multiplié par le produit lmnp.

Tutorkve V. — On donne trois systéemes de vecteurs
L, I, ...; 3, sy ooy Kyy Ks, ... 8ilon consideére
tous les téuraédres qu'on peut construire en prenan
pour les trois arétes successives du sommet, respective-
ment trots vecteurs pris dans chacun des systémes, la
somme algebrique de tous ces tétraedres est égale au
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tétraédre [IIK] formé avec les résultantes des trois
5) stémes de vecteurs donnés.

Ces théorémes sont encore représentés par la régle
de multiplication des polynoémes, savoir
S[Ay By, Cy Dy
=] (Ai+Ay+...+A)(B;+By+...+~B,)

X (Cy+Co+...++ Cp) (Dy+Dy+...+ D)
= Imnp[ABCD],

E[I),Jp, K,]
= (G Ty ) (Jye Jg ) (Ky -+ Ky . )] = [IDK].
Je n’insiste pas sur la signification des symboles. On la
devine, et J’ai hate de revenir a des théorémes connus,
ce (ui paraitra sans doute plus intéressant.

8. Tutorkwe VI. — On considére deux systémes
de forces py, pay ... €t qy, qs, ..., appliqués & un corps
solide. Si l’on construit tous les tétraédres possibles, en
prenant pour premiére aréte une force du premier sys-
téme et pour aréte opposée une force du second, la
somme algébriqgue de ces tétraédres est cONSTANTE,
quel que soit le sy stéme qu’on choisisse parmi ceux qui
sont équivalents au systeme des forces p, et quel que
soit le systéme qu’on choisisse parmi ceux qui sont équi-
valents au sy stéme des forces q.

Ce théoréme est, comme tous les précédents, repré-
senté par la formule de multiplication des polyndomes
algébriques

Eipqul =Up1+pr~e) (g1 +q2+-.0)]

=[p1+pi+. )1+ g+ )] =Z[prgpl

Dans cette formule, [ ¢y ] représente la valeur algé-
brique du tétraédre, dont la premiére aréte est p; et
dont Daréte opposée est gu; (py—+ pa—+...) représente
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non pas la somme des valeurs numériques de ces forces,
mais la notion géométrique plus complexe de’ensemble
de ces forces. Le théoréme montre que, comme en Al-
gébre, on peut remplacer (p,+ p2~+...) par toute
somme égale, ce qui signifie ici par tout systéme de
Jorces équivalent au premier.

9. Le théoréme de Mobius en est un cas particulier.
On V'obtient en prenant le systéme des forces ¢ con-
fondu avec celui des forces p. Pour avoir ensuite le
théoréme de Chasles, il suffit de réduire a deux le sys-
teme des forces p. Dans le cas particulier ou le systéme
des forces cst en équilibre ou réductible a une force
unique, ou sculement a un couple (ce qui est un cas
limite d’'une force unique), la constante du théoréme
de Mobius est nulle.

10. On pourra former, comme on I'a fait, avec des
systémes renfermant sculement des points ou vecteurs,
des théorémes on figurent a la fois des systémes de
points ou veeteurs, et aussi des systémes de forces ou de
couples. On peut s’élever dans une voie illimitée, en
prenant un nombre aussi grand qu'on voudra de sys-
témes.

11. D’un autre c¢6té, nous avons sculement intro-
duit des systemes de points et de forces et leurs cas
limites vecteurs et couples. On peut aussi introduire
des systemes de plans. A cet égard, chacun des théo-
rémes que nous avons signalés admet un théoréme cor-
rélatit ou les points sont remplacés par des plans et
inversement. Ce théoréme corrélatif peut, il est vrai,
coincider avec un théorcme déja érudié. C'est aiusi que
le théoveme VI a, pour corrélatif, lui-méme. Mais il
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reste encore 1a une source abondante de théorémes nou-
veaux.

12. Et maintenant, cher lecteur, entreprendrez-vous
de chercher une démonstration spéciale pour chacun de
tous ces théorémes, dont I’abondance décourage méme
de fixer les énoncés? Vous estimerez plutot que, malgré
leur apparente diversité, tous ces théorémes, y compris
celui des projections, découlent d’'un méme principe.
Ce principe est celui que j’ai pris pour base dans mon
exposition de la méthode de Grassmann (*).

Le présent article a pour but de montrer deux choses,
d’abord que cette méthode a son origine dans la Sta-
lique, qu’ensuite elle résume a son tour la Statique
tout entiére en un instrument condensé et puissant,
d’'un maniement souvent aussi facile que celui de I’Al-
gébre élémentaire, dont elle suit les régles. Dans ces
régles sont renfermés tous les théorémes connus de Sta-
tique ¢t une infinité d’autres; il devient inutile de les
savoir et méme de les énoncer. La connaissance du
calcul algébrique les remplace.

Jai montré, d’autre part, le parti qu’on peut tirver de
la méthode de Grassmann pour la théorie des détermi-
nants (2). Mais, si je I'ai fait, c¢’est pour faire voir le
lien qui existe entre elles. La vérité est que la méthode
de Grassmann supprime la théorie des déterminants, en
s¢ substituant a elle.

Voila pour la Mécanique et I’Algébre. Quant a la
Géométrie, elle I'embrasse tout enti¢re dans son algo-
rithme, a la fois synthétique et analytique, qui se préte
aussi bien & la Géométrie de position qu’a la Géométric

(') Nouvelles Annales, 3¢ séric, t. XI; 18¢2.
(*) Nouvelles Annales, 3¢ série, t. X: mai et aout 18q1.
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métrique. M. I, Caspary I'a démontré dans ces impor-
tants Mémoires ('), et je 'ai seulement indiqué dans
mon article trop court sur la méthode de Grassmann.
Je me propose, pour le faire voir plus complétement, de
traiter bientdt quelques exemples puisés dans les ma-
tieres du cours de Mathématiques spéciales.



