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NOUVELLES ANNALES
DE

MATHÉMATIQUES.
NOTE SUR LE PROBLÈME DE MÉCANIQUE

DONNÉ A L'AGRÉGATION EN 1892.
EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. DE SAINT-GERMAIN A M. ROUCHÉ.

Je vais encore indiquer cette année, pour quelques
lecteurs des Nouvelles Annales, une solution du pro-
blème de Mécanique proposé au concours d'agrégation
des Sciences mathématiques : on y arrive par une voie
toute naturelle, sans artifice, et il est surprenant que la
question ait arrêté nombre de candidats. J'en résume
renoncé :

On considère un point M, qui se meut sur une sur-
face polie S sous l'action d'une force P, toujours dirigée
tangentielleinent à S, dérivant d'un potentiel et dont la
grandeur en chaque point dépend uniquement de la
valeur u du potentiel en ce point; on suppose en outre
que M puisse décrire une infinité de courbes d'égal po-
tentiel pourvu qu'on lui imprime des vitesses initiales
convenables. Cela posé, on demande :

i° De montrer que le ds2 de la surface S peut se
mettre sous la forme

(0 *ü i£l
¥(u)

les lignes v= const. étant des lignes géodésiques ortho-
gonales aux ligues U d'égal potentiel. -



2° Eli supposant les lignes U fermées, déterminer la
forme des fonctions F et o de telle sorte que !VI décrive
toujours une trajectoire fermée quelles que soient les
conditions initiales où on le place, au moins en se tenant
entre des limites convenables; indiquer la grandeur de
la force correspondante P.

3° Au nombre des surfaces satisfaisant aux conditions
précédentes, se trouve la surface de révolution S< sur
laquelle on a

_ m* du- m'*u dv2

~ 4

m désignant une longueur donnée, v l'azimut de l'élé-
ment ds : indiquer la forme de Ja méridienne} déter-
miner le mouvement de M sous l'action de la force P
définie piéc édeniineut, en supposant qu'à l'instant ini-
lial le mobile soit sur le parallèle correspondant à
ii = 2m2 avec une vitesse tangente à ce parallèle. Pres-
sion exercée sur S,.

Nous allons traiter successivement les diverses parties
de cet énoncé.

1. Prenons pour lignes coordonnées sur S les lignes TJ
et leurs trajectoires orthogonales V déterminées chacune
par un paramètre w, d$'2 sera de la forme

rf.v2= E du'1-h Gdwî.

Voyons d'à boni ce qui résulte, pour la forme des
fonctions E, G, de l'existence d'un potentiel sur S (il
n'y a pas lieu de s'occuper de ce qui se passe hors de la
surface). Soient, eu un point quelconque, P, , P2 les
composantes de P suivant les tangentes aux lignes U, V
qui se coupent en ce point : le travail correspondant à
un déplacement élémentaire sera



( 7 )
il doit d'ailleurs se réduire à du \ donc P2 est nul ; Pest
dirigée normalement à U du côté où u augmente ; sa
grandeur, égale à P,, vérifie l'équation

(3) P/Ë=i;

P étant, par hypothèse, fonction de u seul, il en est de
même pour E.

Cherchons maintenant ce qui résulte de l'hypothèse
que M peut décrire une quelconque des lignes U; le
mouvement le plus général de M est déterminé par les
équations de Lagrange, lesquelles, en faisant la masse
du mobile égale à l'unité et ayant égard à ce que E est
indépendant de w, prennent la forme

- du' i dE ,_ T dG ,.
dt 2 du >. du

n dw' dG , , i OG „
dt du 'i dw

Ces équations doivent être compatibles quand on
fait ii égal à une constante, c'est-à-dire M'égal à zéro;
on doit avoir à la fois

(5) G^+'f,^o.
dt i dw

L'équation (4) devant avoir lieu pendant tout le mou-
vement, nous égalerons à zéro sa dérivée prise par rap-
port à t en regardant u comme constant, w, w1 comme
fonctions de t\ si, entre l'équation ainsi obtenue et (5) ;

on élimine w1 et -y-, il vient
dt

—
du dw

T ôG dG _ d / r ^G\
w du dw dw \ G du /
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d'où une intégrale première de la forme (f )

une nouvelle intégration donne

logG = f(u)+Mw), G = g(u)gx{w).

Mais on peut substituer à w la variable v définie par
l'équation

les lignes coordonnées V restant les mêmes ; et, de ce qui
précède, il résulte que, sur S, le ds2 peut se mettre sous
la forme proposée (i). Si l'on y introduit une varia-
ble u{ telle que du\ soit égal à -=-—* ds2 prendra la
forme du\ -f- p. dv-^ qui caractérise la propriété des lignes

(') On trouverait directement l'équation (6) en éliminant w'J

entre (.">) et l'équation des forces vives d'après laquelle le carré de
la \itesse sur U,G(vfJ, doit être simplement fonction de u; il en
résulte ((ue la condition (f>) est nécessaire pour que AI se meuve
sur U; mais on peut douter qu'elle soit suffisante. Le remplacement
d'une équation du mouvement par l'intégrale des forces vives peut
faire croire à la possibilité de mouvements impossibles. Ainsi, le
mouvement d'un point abandonné à lui-même est déterminé, en
coordonnées polaires, par les équations

/ x dr'

La seconde, (£) , as^ocLe à l'intégrale de* forces vives,

/•'3-•-/•» 6'2= tu

laisserait croire que le mouvement peut être circulaire et uniforme,
r et 0' restant constants. On sait qu'il n'en est rien et l'on n'aurait
pa* été conduit à or paradoxe «i | ' o n avait considéré les équations
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t. d'être géodésiques; on voit de plus que S

est applicable sur une surface de révolution.
L'équation (5) ou son équivalente

du o(u)

montre que, dans le mouvement considéré, v\ ainsi que
la vitesse, ont des valeurs constantes, déterminées en
fonction de u\ on connaît donc la vitesse initiale qu'il faut
imprimer à M pour lui faire décrire une ligne U donnée;
cette vitesse sera naturellement tangente à U. On peut
remarquer que le coefficient de dv2 dans ds~ doit varier
en sens inverse de M.

2. Envisageons d'abord une conséquence de l'hypo-
thèse que les lignes U sont fermées. Sur l'une quel-
conque U< d'entre elles, où u = u^ ds se réduit à

•; la coordonnée ,̂ qui détermine les lignes V, est
)

egale au produit d'une constante k par l'arc st compté
sur U, entre un point tixe et le point d'intersection
de U< avec chacune des lignes V; la ligne fermée U|
avant une longueur /, si l'on augmente .?, d'un multiple
de / et v d'un multiple de /r/, on retombe sur la même
ligne V. On peut dire que la position d'un point sur S
est fonction de v\ cette fonction a pour période A/, ou
encore ITZ, en prenant k égal à ~; ce choix simplifiera

un peu les résultats suivants et il est permis à cause de
l'indétermination de la fonction <p(^).

D'autre part, cherchons le mouvement le plus géné-
ral du point M sous l'action de la force P, égale, d'a-
près l'équation (3), a y/F(«) : il peut être déterminé
par l'intégrale des forces vives



(
et par celle des équations de Lagrange où entre le terme

de la forme -—^ soit
Ov

d_
dt

d'où l'on tire

(8)

Si, entre les équations (7) et (8), j'élimine dt qui
entre implicitement dans a' et v\ j'obtiens une équation
dilïérentielle de la trajectoire :

Pour que celle équation définisse une ligne fermée,
// doit nécessairement rester compris entre deux limites,
'j, jï cl. (juand il va de l'une A l'an lie, la quantité con-
stante (o dont i> augmente doit être commensurable
avec r.. Or, tandis que, d'après l'équation (8), v' ne
s'annule jamais, u' s'annule quand u passe par un

maximum [J ou un minimum a; alors -j- est aussi nul

et l'on a
>a h

Entre ces équations et (9) éliminons —et --!-; en tirant

^/vde récjualion résultante et intégrant par rapport à M,
de a jusqu'à fi, on obtient

'K \/Fi
a 1 )



Dans la quinzième des Notes (*) dont il a enrichi le
Cours de Mécanique de DespeyrouSj M. Darboux con-
sidère précisément l'intégrale (*o) et cherche quelles
doivent être les formes des fonctions F et <p pour que co
soit commensurable avec TT, période de v, quels que
soient a, [3, c'est-à-dire quelles que soient Jes conditions
initiales du mouvement; je n'ai qu'à reproduire briève-
ment 1'analvse de réminent géomètre.

Suivant une remarque faite par M. Bertrand dans
une question analogue, pour être toujours commensu-
rable avec T, co doit être constant : sinon, il serait
fonction, en général continue, de a, [3 et passerait par
une infinité de valeurs incommensurables avec TC quand
a et ^ varieraient. Pour mieux voir les conséquences,

changeons de variable sous le signe / en posant

a = a — A, J3 — a -+-/*, u = a -+- h x

et développons l'intégrale en série suivant les puissances
croissantes de //. On a vu (n° 1) que la trajectoire peut
coïncider avec une quelconque des lignes U; dans ce cas,

( ') Cette Note figurait au programme spécial du Concours pour
i>Sv)2. Plusieurs candidats ont pensé que, S étant applicable sur une
surface de révolution S, on était ramené à la recherche des surfaces
de révolution sur lesquelles un point, sollicité par une force conve-
nable correspondant à P, décrit toujours une trajectoire fermée,
c'est-à-dire au problème même que M. Darboux a résolu, et ils ont
reproduit intégralement son remarquable Mémoire, ou du moins ses
résultats principaux. Un peu d'attention eût montré que la substi-
tution de S à S ne fait que compliquer notre problème, auquel se
rapporte seulement une partie du .Mémoire. Mais il y a plus : de ce
que deux surfaces sont applicables l'une sur l'autre dans le sens
ordinaire du mot, on ne peut pas conclure qu'à une courbe fermée
sur l'une correspond une courbe fermée sur l'autre : ainsi un héli-
coide est applicable sur une infinité de surfaces de révolution dont
les parallèles correspondent aux hélices tracées sur l'hélicoïde :
or les parallèles sont des lignes fermées, les hélices ne le sont pas.



h est nul-, on peut donc prendre h aussi petit que Ton
veut et, quand il ne dépasse pas une certaine limite, la
série est convergente. Son premier terme w0, indépen-
dant de /*, doit être égal à UIT:, p. étant commensurable,
tandis que les coefficients des diverses puissances de h
seront nuls, et cela quel que soit a. Le déterminant qui

entre sous Je signe / devient

T i <p ( a ) -4- // x o ' ( a ) H o"( « ) - h . . .

D — /* — T i o ( a )— ho'(a)-\ 9 f f ( ö t ) — • • •

A2

i i cp(a)-f- /io'(a)-t- — o"(«)-h. . .

il se simplifie beaucoup si, des éléments de la troisième
colonne, on retranche ceux de la première multipliés

par ho'(a)-\- - 'f'ff(a) et ceux de la seconde multipliés

par o(a)~\ vr/(a)-i~ — '^IV(a), et l'on trouve immé-

diatement

h* h»
- r (.r — .ri)o'"(a)-+- — (1 — x'+ ) o I V (

Cela posé, il est aisé de voir que l'on a

/ { clr r.sfZ
\J F ( a ) f ( a ) J_ x s/1 — x* \J F ( a ) o" ( a )

pour que ce terme reste constant et égal à jrr:, on doit
avoir

[JL2 o " ( C l )

et cette identité déterminera la fonction F quand on
connaîtra la forme de J. Pour cela, reprenons l'exprès-



pression de to, remplaçons-y D et F (a -f- hx) par leurs
valeurs et écrivons ç, ç', y", . . . au lieu de y (a),
vf(a), ®f/(a) • nous trouverons successivement

i / l X o" ~*~ 2 cp" ~+~ " ' \ dx

I \ i hx ?w h* I~^T2 ?" / / r ^ ï 2
* / _ , \ 3 ç' 12 o" • " /

dx
(0 = [*

Nous devons, on l'a vu, annuler en particulier le
coefficient de h2\ il en résulte, en désignant maintenant
par u l'argument de la fonction <p et de ses dérivées,

o o ( l t ) . < t { l i ) ^ 7 v 3
 A *

Pour achever la détermination de ç», il faut distinguer
deux cas, selon que A est nul ou différent de zéro*,
dans le premier, ®f/(u) est une constante 2C; intégrant,
puis se reportant à ridentilé (i i), on a des résultats de
la forme

(12) ? ( l O=

Si, au contraire, A n'est pas nul, on peut écrire

d'où, en intégrant et résolvant par rapport à a/7,

intégrant de nouveau, puis invoquant l'identilé (i i), il



vient

? ( « ) =

Nous avons obtenu les formules (12) ou (i3) en an-
nulant le coefficient de h2 dans le développement de to,
sans nous occuper des termes suivants, qui doivent
aussi être nuls*, elles expriment des conditions néces-
saires pour que w reste égal à [Ait, mais nous ne savons
pas si elles sont suffisantes. Pour nous en assurer, cal-
culons, h l'aide de l'équation (10), la valeur que prend o>
quand on donne à F et o les formes ( ia) ou (i3) ( ' ) ,
les dernières, par exemple. Je change de variable en
posant

u - le — aj, a •+- h — ai , {i -+- À" — fit ;

le déterminant qui figure sous le signe ƒ devient

a,— h 1

L 1

C H

c -G'
Q

) ( j i j —

et Ton a, par une intégration bien facile,

( ') Pareil calcul ne se trouve pas dans le Mémoire de M. Dar-
bou\ parce que les formule", ( P ) OU ( I 3 ) l'amènent à considérer les
raoincmcnls produite sur une sphère par des forces de forme con-
nues auxquelles, suivant une remarque antérieure de M. Paul Serret,
correspondent toujours des trajectoires fermées
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Avec les formules (12), la vérification se ferait par le

même procédé, mais avec plus de facilité, et la question
est résolue. Dans les deux cas, P, égal à y/F(w), est
connu.

3. On reconnaît d'abord que les fonctions F(u) et
'f (M) qui figurent dans l'expression (2) de ds2 sont don-
nées par les formules (i3) en y faisant

m2 m4 r '2

Sur S< les lignes U sont les parallèles, les lignes V
les méridiennes. Pour étudier l'une de ces dernières,
identifions l'expression ( 2) de ds2 avec la forme

d<s2-\-r2 dv* ;

d<i représente un élément d'arc de méridienne dont la
distance à l'axe OZ de la surface est /*. On a d'abord

m2\/(i m2 (m2—u) du

ml+u' C1 > ( / / I * - » - Z / ) * / M '

puis, /* et z pouvant être considérés comme des coordon-
nées rectangulaires dans le plan de la méridienne,

m
2 s/ y m1— u

dz -,Jd?1— dr1 = —-j—, rr- du,

dz J
c/f ~ m2 — u

La valeur de z vn fonction de u s'obtient par une
quadrature très simple :

m f /- mw6m2—ou . m J $ -±-d > m*—u 1
Z — h / ( ) -r- JO£ -— •===. •

?V3 L /H»+M (v/i-r-/3/)v
/^2-+-wJ

Pour que r et dz soient réels, u doit rester compris
entre zéro et 1m2 \ pour u = o, /' est nul et nous ferons



z = o; la méridienne part de l'origine, normalement
à OZ; a croissant jusqu'à 2 m2, z va sans cesse en erois-

sant îusou a ; ///, environ 0 ,00m,
%) L 2 v / 3

/• croît jusqu a la valeur — » pour u~r?r, auquel cor-

respond le parallèle de rayon maximum BB', puis il dé-

croît jusqu'à my7', pour u = 2m2 et Ton a un point

d'arrêt À où la tangente est perpendiculaire sur OZ. En
se plaçant au point de vue analytique, on pourrait faire
revenir u de 2m2 à o, dz changeant de signe5 on aurait
un arc symétrique de OÀ par rapport à AA^ mais, au

point de vue mécanique, on n'a à considérer que l'arc
O \ et la surface qu'il engendre (c'est seulement dans la
région engendrée par B/V que le point M pourrait dé-
crire un parallèle).

La force P, toujours dirigée tangentieliement à la
' • î - 1 1 r\ A / 1 * 2 ( m1 -{- U V2 i/ll

méridienne dans le sens OA, est eçale a 7—— •
Le mouvement qu'elle imprime au point M peut être
déterminé par les intégrales des forces vives et des
aires, qui correspondent aux équations (7) et (8)*, mais,
à l'instant initial, on a supposé // = 2m2, u'= o; nous
ferons, pour le même instant, ^ = 0, ^ = X, A étant
donné; les constantes qui figurent dans les intégrales
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(7) et (8) se déterminent i m média le ment et nous écri-
rons celles-ci sous Ja forme

m8 du? m> u dv1 2 .
-— = 2 M — 4 m2 H- - À2m2,uf dt* (/n2H- M)* <fc* 4 9

;* ^ 9

L'équation de la trajectoire, obtenue en éliminant dt
peut s'écrire

à l'instant initial, le second facteur sous le radical est

égal à 3 —ŷ—̂  ; s'il est négatif, u ne pourra décroître à

partir de 2??i2 sans rendre dv imaginaire; mais, sur S|,
u ne saurait surpasser 2m2; il lui restera donc néces-
sairement égal et nous serons dans le cas singulier d'un
mouvement uniforme sur le parallèle limite. Si, au
contraire, \2 est ^> 54, ou si la vitesse initiale est
> 2 7Wy/'3, u pourra varier entre 2m2 et la valeur a,
toujours comprise entre 2 m2 et-J/w2, qui est définie par
l'équation

06) -= - 8 l

K ' a m*
Le second facteur sous le radical, dans l'équation (i5),

devient ; d'ailleurs l'équation s'intègre au moyen

d'un arc cosinus,et, en résolvant l'équation intégrale par

rapport h -1 on trouve

(17)

cette équation définit une courbe comprise entre les pa-
Ann.de Mathêmat., 3esérie, t. XII. (Janvier i8ç)3.) 2
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rallèles eoriespondant à u= im2 et à #t = a; le mobile
va les toucher alternativement en des points dont les

azimuts diffèrent de - :1a trajectoire est bien une courbe

fermée. La loi du mouvement est donnée par l'équa-

tion 0 4 ) i Ol1 vn déduit, eu égard à l 'équation (17),

*-d> , ,
9 m2 u 9 a y. ±-in 1* tan g2 v dv

d' " ^X~ (VT^I? " T ria-.mUang^
\ U '

J$ a mJ'j> tangv 3 a tan £
y t = arc tanç —

Enfin la pression N est ici simplement égale au quo-
tient du c«iné de la vitesse W par le rayon de cour-
bure K delà sec hou normale passant par la tangente MT
à la ir.ijectoire} la formule d'Euler donne R en fonc-
tion des rayons de courbure principaux R M R 2 et de
l'angle 0 que fait MT avec la méridienne en M. On a
évidemment

\V*(os2 0 Wsin^O _ / 1 d^ du* 1
H, IÏ7 V HT ~ch?- ~dv* + Kl

jr-» coin bure de la méridienne, (4st, en se reportant aux

calculs 1 datifs à cette ligne,

' _ dz 1 (m

on a aussi
M ) V7 * m* —

Les résultats précédents, combinés avec ceux qui se
rapportent à la meiidienne et avec les équations (14),
( i 5 \ ( i 6 \ donnent, apiès de simples réductions de



calculs,
4 A2( ni2 -+- a ) ( m2 -+- w)2 \/-i m2 -


