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SUR UN SYSTEME DE COORDONNEES TRIANGULAIRES (');
Par M. P. SONDAT.

45. Tntongme — 8i un point O(afy) décrit la
droite fixe X(hpv), et si Oy (2, Byyy) est le point har-
moniquement associé a X, la droite X, (hypyvy), har-
moniquement associée « O, enveloppe la conique in-

scrite
A1 1
= 4 = =1
Mo By
En cffet, le point O appartenant a X, on a
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L
ap
ou
—% =
Sl
—a —

(1) Voir méme Tome, p. 360.



et, par suite,

équation qui exprime que X, est unc tangente a la
conique inscrite que cette équation représente.

46. Application. — Construire la quatri¢éme tan-
gente commune a deux coniques inscrites.
Soient les coniques inscrites

rL e Bk
)\ﬁ—g—l, )\+Bl_l.

SiY(—a, — 3, —y) et Yy (—ay, — 3y, — vyi) sont
les droites harmoniquement associées aux points
O(a3y) et O,(ayBivy), la droite X(Awv), harmoni-
quement associée au point de rencontre o des droites
Y et Y, sera la tangente commune cherchée.

41. TutorimMe. — 8i une droite X (Auv) tourne au-
tour d’un point fixe O(afy) et si X, (A pivy)estla
droite harmoniquement associce a O, le point
O, (2 B1y1), harmoniquement associé a X, décrit la
conique circonscrite

no B
Ao
On a, en effet,
AR
0 op
ou
-+, =B_,
—a T Za
ct, par suite,
Ay 1
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équation qui exprime que le point O, appartient a la
conique circonscrite que cette équation représente.

48. Application. — Trouver le quatriéme point de
rencontre de deux coniques circonscrites.
Soient les coniques circonscrites

ol

x
— ):—f—'g—l.

=1,

>R
I

Si O(—%, —p, —v) et Oy(— Xy, —py — W)
sont les points harmoniquement associés aux droites
X(Apv) et X, (% mwyvi), le point w, harmoniquement
associé a la droite OO,, sera le quatriéme point de ren-
contre des deux coniques.

49. Prosiime. — Etant donnés cing points d’une
conique, mener avec la régle, les tangentes en ces
points, et trouver d’autres points de la courbe.

Soit la conique ABCDE.

Si O est le point de rencontre des droites X et Y,
harmoniquement associées aux points O et E, par rap-
port au triangle ABC, et si une droite p tourne autour
de O, le point w, harmoniquement associé a p, décrira
la conique.

De plus, si Z(huv) est la droite harmoniquement
associée a O, les tangentes en A, B, C seront les

droites A, By, Cyv.

50. Prosrive. — Ktant données cing tangentes
d’une conigue, trouver les points de contact et con-
struire d’autres tangentes.

Soit la conique tangente aux droites a, b, c, d, e.
Si X est la droite qui joint les points O et Oy, har-
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moniquement associés aux droites d ct e, par rapport
au triangle abc, et si un point o décrit la droite X, la
droite p associée harmoniquement a w, enveloppera la
conique.
De plus, si O,(283y) est le point harmoniquement
associé a X, la conique touchera a, b,c en a, B, v.

31. Tutorive. — Sil'on joint un point O(f3y) de
la conique circonscrite
x H. -
5+ 5=
aux points h, w, v par les droites Y (hpyvs ), Z(ha phvy),
U(Mipev), on awra dewx droites X,(hipyvy) et
X (housvy) enveloppant les cubiques

~

A i v N \s
- — + =0, 5+
*
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=I|F
1
!
Il
o

)\_1 - M1 ‘ 71
inscrites a ABC.

Si, en effet, on écrit que les droites Y, Z, U passent
par le point O de la conique, on trouve

{ AL vi3 A~
N)H:?, {Jq:-:?, ‘Il:j;
va A ~
')2:75 ‘U.-;»:—a@’ ‘l.zzt%{.
On a done
Mgy =1. Ao pave = 1.

ct, par suite, les droites
ACTRSYIILTOR Xo(haprava).

D’ailleurs, en s’aidant des équations de la conique,
on a

o X5)e X(P)-s
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Les droites X, et X, sont donc tangentes aux cubi-

ques que ces équations représentent.

52. Tutoreme. — Si l’on méne une tangente

X(uv) a la conique inscrite

:[’

>R
™

coupant les droites Ax, B3, Cy auzx points I(aB,v.),
H(2871), K(23:v), les points O, (%, 3iv,) et
O, (asBavys) décriront les cubiques

%1 P "{1_43 i_‘_}i_ﬁl~';
- =3,

R T T T P

circonscrites & ABC.

Si, en effet, on éerit que les points 1, H, K appar-

tiennent a la tangente X, on trouve

! x _— lrj., f'j - "J'.{ "1 == 17—'.
‘ ! 1 ! M ! A’
~ v
o= 2, g, B2, 2 B
- v 2 )] ! 1
On a donc
1y =—1, % Pate =—1,

¢t, par suite, les points
Oy fBryr) et Oz(asBaye).

D’ailleurs, en s'aidant des équations de la conique,

B2 B()-

Les points Oy et O, décrivent donce les cubiques que

on a

ces équations représentent.
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53. Tutorkme. — Si trois triangles sont placés de
telle sorte que chacun d’eux soit inscrit dans l'un des
deux autres et circonscrit au troisiéme, et si de plus
deux d’entre eux sont homologiques, ils le sont tous
les trois deux a deux et le centre d’homologie de
deux quelconques d’entre eux appartient a l’axe d’ho-
mologie du troisiéme et de celui des deux premiers
qui est inscrit dans U'autre. La conique inscrite dans
chacun de ces triangles aux sommets du triangle in-
scrit touche U'axe d’homologie du premier de ces
rriangles et du troisiéme au centre que cet axe con-
tient.

Soit le point O («83y). Menons A\ qui coupe oy en B,
ctafen C,.Ona

[ Blz—2) 1 .
By, A Y , 60 —2)°
c. . BO=® !

R Ty v

Les droites BC, et B, C se coupent au point

(A —2) I
Alv _)‘7 )\ ’ ?()\——a)’
qui appartient & {3y, et les trois triangles ABC, a2y ct
A, B, C, sont placés comme I'indique I'énoncé.
Les droites AA,, BB,, CC, se coupent au poiut

_ Bla—n) 1
O —h == gy

qui appartient a la droite
X(_‘ A, — §7 ‘“T),

et 'on a les systémes homologiques

o | VB G \ N N
((‘cntu )‘ 2 5 Y“‘“L b ‘{,\1 Bi G|
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Les coordonuées de I'axe X, sont, d’ailleurs,

X, : Y ﬁ(p_‘“), ! .
’ A B(A— =)

Comme on a

B(h—a) A+ 2

Aja: ,
e ’ A+ a af(A —a)
/ : 2N — 6 ! —_
Bif ’ * ® B(2h—a)
o £2) B(h—22) .
Cry : 2a— N A ’ &

les droites Aya, B, 8, C,y sont concourantes au point

—_ %

v B0 —a)

0, : ’
’ N T

o

qui appartient a X,
On a alors le systéme homologique

A, B, C,
a B v

Si l'on appelle I, H, K les points (B,C,, v),
(AVCy, 2v), (A By, 23), qui fixent 'axe X,, on a, pour

X,

O,

leurs coordonnées,

I ) 3()\+1), —1

‘ ’ ) B2y

. ak , E(_)\—a)’ y(2h —2a)

T 2l —a x r—a
B(A—a) 1

K: 2 —*)\, ’ ’
* A —2a B(A—ua)
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ct, par suite,

X22 12; B)\ ) ——-*(()\——1).
P 1

Le point O appartient donc a X,.
La conique inscrite 4 ABC en 2, 3, v a pour équa-
tion, en coordonnées tangentielles,

o] i
,_._|_L1—_—]’

hq B
les coordonnées du point de contact étant

—t
-0

-

)y 1 v
I A
Orla droite X, salisfait a cette équation ct O, est le
point de contact.
Il résulte d’ailleurs de la position symétrique des
trois triangles qu’il doir y avoir :
Une seconde conique touchant les ¢otés de A, B, C,
en A, B, Cetladroite X, en O
Une troisiéme conique touchant les cotés de «3+ en

Ay, By, C, ctladroite X en O,.

Remarque. — Si O cst le centre de gravité de ABC,
la droite X passc & linfini, etla troisiéme conique est
une parabole.

54. Tutorkemc. — Si les perpendiculaires abaissées
d’un point donné O(apy), sur les droites O, A, O,B,
0,C coupent les cotés BC, CA, AB en trois points
situés sur une droite X(huv), le liew géométrique du
point O, (2, 8,v,) est (avec la droite & Uinfini) la
conique passant par les points \, B, C, O, et 'ortho-
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centre O'(«/ B'y') de ABC, et I'enveloppe de la droite X

est une parabole inscrite a ABC.

Posons, pour abréger,

, P =BccosA +acosC,
Q = yacosB + bcosA,
R =abcosC—ccosB,
P'=fc—acosB,
(43) * Q =va— becosC,
R'=2b—ccosA,
Py=0b—yacosC,
Q;=c—abcosA,

\
+ Ry=a—3ccosB.

D’ou les égalités

(eP"—abP)+ (aR—BcQ,)=o.
(44) ¢ (@aQ'—BcQ)— (6P —vyaR;)=o,
( (OR"—yaR)+(cQ—2bPy) =0,

‘ R'=a(yP + Py),

(15) P =B(aQ—+ Qi)

Q= v(BR + Ry).
a(QR —Q'Q;) = b(QR'-P,Q,),
(46) « H(PR — R'Ry) = ¢(RP" +- Q; Ry).
c(PQ — P'Py) = a(PQ" 4+ PRy

bP = cP' 4-alRy.

\ cQ=aQ b,

(47) ! aR=0R=cQ

POR — P'Q'R = P, O, R,
—PQ Oy QR Ry-+ RP'P,.
- PR —PQ _ 2(PQ+-0QR;) Q'R+ RP,

sin A <in B T ysinG
(48) { _ PLQi—QR' _ QiRi+RP' _ 2(P,R,+ PQ)
T yeanA - <in B ) sin G

= —4e%(af —a—1DsinAsinB sin G,

= éant le rayon du cerele ABC.
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En écrivant que la droite OX doit passer par O et
¢tre perpendiculaire a O,A(a,%0), et procédant de
méme pour O p et Ov, on aura (4) et (23)

_cP'—a 6P

‘ﬁ)\ cQ—a,ﬁPl’

Lo aQ —BecQ

(49) (4= ZR— P00,
bR —y;aR

av = (a

YT PP —yiaky

Pour que les points %, p, v soient en ligne droite, il
faut que huv=r, ou, en utilisant les égalités (46) et (47),

P (1= 2 3)(QR + P, Q) — % a( Q'R + PyR)]
- c2Qla(1t— Byv))(RP' — Qi Ry) — B10(P'R'+ PQy)]
— a?R6(1+ 1) (PQ + P1Ry) — 1 (P'Q"'— QRy)] = o,
ou (48)

(50) (2 — 2 -+ 1) (21 Bg— % +1) <—{)——I:a1+@ —)—ch> =o.

g |

Cette condition sera remplie si

—B=1 ou 1%-4—{31:1,

c’est-a-dire (5) sil'un des points O et O, est a linfini,
quelle que soit la position de I'autre.

En écartant ce cas particulier, Auv sera une droite si
le point variable O, est lié au point fixe O par ’équa-
tion

oP

(5‘) —?ﬁﬂ—%—?—i—&CQ:O.

Cette équation se réduit & unc identité si
P=Q=R=o,

¢'est-a-dire si O se confond avec O'.
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L’équation (51), mise sous la forme
a a
—p—(c cosB + 2,6 cosC)— ad <c cosA —+ 5; cosC)
1
—c (z,b cosA — gcosB) = o,
1

nous montre qu’elle serait satisfaite si O, sc¢ confondait
avec O'.

L’équation (31) peut encore s’écrire

(2 — 25) cotA — ﬁ-(ﬁ—B,)cotB+zz,(z—1,)cotC:o,
1

et se trouve vérifiée si O, se porte en O.

De plus, comme les points O et O, y entrent symétri-
quement, les perpendiculaires abaissées de O, sur OA,
OB, OC doivent couper BC, CA, AB en trois points
aussi en ligne droite.

En résumé, si O n’est ni 'orthocentre ni a 'infini,
sur toute droite L passant par O, il existe trois points
pour lesquels Auy est une droite : le point O lui-méme,
le point a 'infini sur L et un troisiéme lié 2 O par
I'équation (51).

Cherchons lec lieu que cette équation représente.

En posant

cQ —ak bP

Yy —— X a7 vy = 2
! yor’ MT Q7 ! BaR’
d’ou

)\”J.,v,’f—'—l,

I’équation (51) prendra la torme

ay

T
Elle représente donc (41) une conique tangente en A,
B, C aux droites A%, By, Cv, et passant par O ct 0.
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D’aprés (49), la droite X, (% pv,) est harmonique-
ment associée au point dc rencontre » des droites

Y(—2,—8,—7)

Y(—o, =8, —v)

et

qui sont elles-mémes harmoniquement associées aux
points O ct O'.
Cette droite X, (46) est la quatriéme tangente com-
mune aux coniques inscrites 4 ABC en a, 3, v et o/,
! !
&y
Cherchons maintenant I'enveloppe de X.
PP
Les relations (49) donnent

N el 23
s"" L PP,
g, ¢ Lk
T
( b R —aP
S E— _ — — .
17 4 R=—avR;

Portant ces valeurs dans (51) et développant a I'aide
de (45), on aura

5 (PQ QRN R—- PR — 2R (PR pQ)) =,
on (48)
(a8 —:Z—{—l)(——[)r)—’— AeQ + )\H:R>=o
Avec
l -+ .6 =1,
x

le point O serait a I'infini, et X resterait indéterminée.
En écartant ce cas, on doit avoir

(52) —bP+xchT%“f5=0
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Cette équation devient identique si P=Q =R=o,
ou si O se confond avec O'.
Sil'on pose

Ao —

geq’  BTiarw vT o
d’ou
2 3aYe =1,

Péquation (52) prendra la forme

% o
53 = A=
(53) TR
c’est-a-dire (43) que Penveloppe de X est une conique
tangente aux cotés a, b, ¢ en 4y, P, V.
2y P2, Va
Cette conique est, d’ailleurs, une parabole, car son
équation (52) est vérifiée par A= =v=1, puisqu’elle
se réduit a U'identité

aR =2(bP — BcQ).
Quand le point O, se porte en O, la droite X devient

cP'—abP aQ —BcQ bR'—yaR

Xa: ﬁ(CQ‘lel)’ T(aR—fcQy)’ a(bl"—*{ahi’

et cette droite est tangente a la parabole.

D’apres (50), si C(—1, —1, —1) et Cy sont les points
harmoniquement associés a la droite a Pinfini et & X,,
le point Oy(as@2y2) scra harmoniquement associé
a CC,.

Ce point O, (48) est le quatriéme point de rencontre
des coniques circonscrites a ABC, selon la droite & I'in-
fini et X,.

5%. Prosrive. — Etant données les coordonnées
normales d’un point O(x) z), trouver celles du point
isogonal O, (xyy,z,).
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Si o/, &, ¥’ sont les coordonnées angulaires de O, on

a(9)

3 x
'1’:-‘2,, p’:—; "(':—'
z x ¥
Pour le point O,, on a
1 Vi I 3 1 Ty
- == = — = — —_ = -
« 59 RS e 7’
d’ou
Xy = Yy1 = 331,
¢t comme
axr,+ by, +cz. =28,
on aura
2.8
xry = = 33 = .
1 =YV 1 P 5 P
r y 3

$i O appartient au cercle circonscrit, le dénominateur
est nul (21), et O, est a I'infini.

55. Tutorime. — 8 un point O (o' P'y') décrit une
droite X (Wp'v'), le point O,(«,B\v,), isogonal
de O, décrit la conique circonscrite & ABC selon la
droite X, (N, ', v,), tsogonale de X.

1

On a, en effet, en coordonnées angulaires (4),

. 1 1 1 1 Y !
(5%) S,c T e =1 *r“'*‘p—flzl?
N B m % 1
Donc¢ O, décrit la conique que cetle équation repré-
sente en coordonnées ponctuelles et angulaires (43).

Si X passc a U'infini
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et ’équation, qui devient

, b
a31+'_r+c=01
%

est celle du cercle circonscrit (21).

56. Tutorime. — 8i une droite X (N p'v') tourne au-
tour d’un point fixe O (' 8'y'), ladroite X, (X, ', v'),
isogonale de X, enveloppe la conique inscrite & ABC
selon le point O, (2, 8'Y),), isogonal de O.

Méme démonstration. La droite X, enveloppe ici la
conique inscrite que I'équation (54) représente en coor-
données tangentielles et angulaires.

Si O est le centre de gravité,

Dans ce cas, O, est le point de Lemoine.

57. Equation en coordonnées tangentielles de la co-
nique circonscrite. — Soit la conique
v,
B
circonscrite 3 ABC sclon la droite X ().
Coupons-la par la droite X (A, v,)
A
Mo B
% !
Ann. de Mathémat., 3 série, t. XII. (Décembre 18¢3.) 37



(518)
L’élimination de 2 entre ces deux équations donne
. I R
a?— (A+4+2; — =) a+ Ak =o.
1

Les racines de cette équation sont égales si

(5%) <X—k}1—-&&>z——4111::m

1

a === /Ih.

On voit parla que si 1T est la seconde tangente issue
de 2, la droite AT rencontre BC au point — %, conju-
gué harmonique de % sur BC.

L’équation (55) est en coordonnées tangenticlles
celle de la conique circonscrite, et les coordonnées de

la tangente X (A p.yvy) au point O (23y) sont

58. Si, au théoréme 51, on cherche le point de ren-
contre Oy (2 Byy) des droites Xy et X,, on trouve

56 =—=
(56) % )

Or, st Xy(hy uyvy) est la tangente a la conique an

point O, on a (37)

N 22 gz .‘,‘z
hy = —> Uy == “— Vg = .
A - v

Done, quand le point O déeritla conique, le point O,
demeure harmoniquement associé a la tangente X, au
point mobile.

Si Ton appelle O'(2 §'y") le point harmoniquement
associé a4 X(Auv), le lieu du point O, s’obtiendra
en portant dans I’équation de la conique les valeurs
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de o et de B fournies par (36 ). On trouve ainsi la qdar—
tique

(57) ik/:_,‘i\/gi’m.

Si la droite X passe a I'infini, on aura la solution de
la question 1419, proposée par M. Poujade dans les
Nouvelles Annales et résolue par M. Barisien (octobre
1893, p, 33*).

59. De méme, si, au théoréme 32, on cherche la
) 9 b
droite 0,0,, soit X, (A, 1y v,), on trouve
22 2 v2
M =——, By =— ) Vy=— —»
x B 1
Or, si Oy (a3, 33, Y3) est le point de contact de Ja tan-
gente X 4 la conique, on a (39)
pe ve

@3~-p-’ (3=7'

A2

a3 =

Donc, quand la tangente X se meut, la droite X, de-

meure harmoniquement associée au point de con-
tact O,.

Si I'on appelle X'(%'u/') la droite harmoniquement

associée an point O (23y), la droite X, enveloppera

la quartique

/57 —
|4 ) -+ I‘_ = \/P—‘ =1
(Jg - )\1 P” ’
dont I’équation s’obtient en portant dans celle de la
conique les valeurs de ket de p fournies par (58).



