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SUR UNE GENERALISATION D'UN THEOREME DE NEWTON:
Par M. P. DELENS,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée de Rouen.

On doit A Newton le théoréme suivant :

Le centre des moy ennes distances des points de ren-
contre d’une droite avec une courbe algebrique coin-
cide avec le centre des moyennes distances des points
de rencontre de cette droite avec les asy mptotes de la
courbe.

Je me propose de démontrer que ce théoréme sub-
siste quand on remplace la droite par une ligne d’ordre
supéricur, et qu’il s’étend au centre des moyennes dis-
tances des points communs 4 deux courbes algébriques
quelconques.

Considérons, en effet, deux courbes algébriques C et
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C', d’ordres m et p, et soient

Sf(xv}’)=° ou fm(xa}’)+f/11—t(x7}')_f_--~:0;
(1) ct
o(x,y)=o0 ou op(Z,y)+opa(z,y)+...=0

les équations de ces deux courbes dans lesquelles on
met en évidence les groupes homogénes des divers de-
grés. Nous aurons les abscisses des points communs a
ces deux courbes en éliminant ) entre leurs équations,
que nous écrirons pour cela sous la forme

‘ @y —+ (ar1x + @)yl + (@@~ ayr + ay) ymi-... =0
(2) ct

( boy? + (byxr U\ yr=1 + (byx?— by + b)) yr—2 +.. .= o.
L’équation résultante R(x) = o sera alors

m

Ay, ar—+a) axl+azr+a; A+ ay 2+ dyr—+ay

o a, a,r—+a, Q2 —+ ayx + ajy

R@)= | e e e
by b1+ 0 bex? 042+ 0) byxrd+ 022+ bjxr—0b}
[ b, b+ byx? + by + b

On sait que cette équation est en général de degré
mp et que le coefficient de son terme de degré le plus
élevé cst le résultant des deux polynomes f(x,y) et
op(x, y). Je me propose de montrer que le cocfficient
du terme cn x™P~' dans I’équation R(x) =0 dépend «
uniquement des coefficients des polynémes fn(x, y),
Sroa(x) etep(x, )y 9p-a (2, 7) (1)

Remarquons pour cela que le déterminant R(x)

(') C’est a causc de cette démonstration différente de la démon-
stration plus générale de M. Fouret (3¢ série, t. IX, p. 238) que nous
publions cet article, qui reproduit_d’ailleurs les théorémes énoncés
par M. sFouret. Cu. B.
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peut étre rcgardé comme la somme de déterminants
partiels dont chacun se¢ déduit du déterminant R(x) en
vremplacant chaque colonne par Pune des files verti-
cales qu’elle comprend. On véritie d’ailleurs sans peine,
par un procédé connu, que chacun de ces déterminants
pariiels est homogéne par rapport 4 x, et 'on peut, par
suite, évaluer facilement son degré.

Cela posé, considérons deux déterminants partiels A
ct A, qui ne différent entre eux que parla g™ colonne,
cette colonne étant formde dans A par la premiére file
dela g¢m colonne de R(x), tandis qu’elle est formée
dans A, par la file correspondante de rang i +1; il est
manifeste que le degré en x de A, sera inférieur de %
unités au degré en x de A, et scra, par suite, mp —h
au plus. 1l en résulte done que tous les déterminants
particls de R(x) qui conticndront une ou plusicurs
files occupant dans les colonnes correspondantes de ce
déterminant un rang supérieur a deux seront de degré
au plus égal A mp—2 en x; et, par suite, que le coeffi-
cient de xP~! dans l'équation R{x) = o ne dépendra
que des coeflicients contenus dans les deux premiéres
files verticales de chaque colonne de ce déterminant,
c’est-d-dire uniquement des coeflicients de frn.(x, y),
Sm-i(z, 5) et op(x,5)y 0pi (2, 7)-

Le théoréme que nous avons en vue est la consé-
quence immédiate de cette remarque. Soit, en effet,

R(z) = apa™m? + qqxmP—1t ... =0
I'équation qui donne les abscisscs des points communs
aux deux courbes C et C', et soient (&, n) les coordon-

nées du centre des moyennes distances de ces points;
nous aurons la formule
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si nous supposons loutefois 3£ 0, ce qui revient a ad-
mettre que les deux courbes n’ont pas de divections
asymptoliques communes; et par suite § ne dépendra
que des termes des degrés m et m — v de f(x, y) et des
termes des degrés p et p— 1 de o (x, ).

On démontrerait de méme que 'ordonnée 7 ne dépend
que de ces mémes termes an moyen de 1'équation
Ri(y) =0 obtenue en éliminant x entre les équa-
tions (1).

Ainsi le centre des moyennes distances des points
communs aux deux courbes G et €' ne change pas
quand ces courbes varient de telle sorte que les termes
des degrés m, m— 1 et p, p—1 de leurs équations
restent les mémes: en particulier, quand on remplace
ces courbes par d’autres admettant les mémes asym-
ptotes.

Nous pouvous done énoncer le théoréme suivant :

Le centre des moyennes distances des points d’in-
tersection de deux courbes algeébriques n’ayant pas
de directions asymptotiques communes ne change pas
quand on remplace ces courbes par d’autres admet-
tant respectivement les mémes asymptotes.

Jindiquerai, pour terminer, quelques applications de
ce théoréme a des cas particuliers.

1 Si T'unc des courbes dounées est une conique a
centre, on peut énoncer la proposition suivante :

Le centre des moyennes distances des points de ren-
contre d'une courbe algébrique quelconque avec une
conique de centre fixe ne change pas lorsque cette co-
nique se déforme homothétiquement.

En particulier, si I'on considére un cercle de centre

fixe et de rayon variable, on retrouve ainsi un théo-
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réme démontré directement par M. M. d’Ocagne ('), et
dont il a tiré d'intéressantés conséquences.

2° Si 'une des courbes données est une parabole, on
est conduit au résultat suivant que nous avons précé-
demment signalé, et qui peut mcéme étre complété

)

comme nous I'avons alors montré (2) :

Le centre des movennes distances des potnts de ren-
contre d’une courbe algébriqgue quelconque et d’une
parabole ne change pas lorsque cette pm'abol(f glisse
le long deson axe.

3° Enfin, si 'on considére une courbe isotropique
dont I’équation soit réductible a la forme

o (02 4+ y2)™ + 0am—s(@, ¥) +... =0,
on peut énonecr le théoréme suivant :

Le centre des moyennes distances des pointsde ren-
contre d’une courbe algébrique quelconque et d’une
courbe isotropique dont U'équation est réductible a la
forme () ne change pas lorsque cette courbe tourne

]
autour de lorigine.

On peut citer comme application la lemniscate, et
Pon voit ainsi que le centre des moyennes distances
reste le méme pour toutes les lemniscates qui admet-
tent le méme centre.

(') Voir Vouvelles Annales, p. 295; 1886.

(%) Voir dans le Journal de Mathématiques speciales, 1893,
la Note que nous avons publiée a ce sujet Sur quelques proprietes
de la parabole.



