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SUR L'ORIENTATION DES SYSTÈMES DE DROITES 0 ) ;
PAR M. G. HUMBERT.

I. — THÉORÈMES FONDAMENTAUX.

1. Laguerre a fait connaître, dans le Bulletin de la
Société philomathique, plusieurs propositions géomé-
triques très simples, relatives aux directions des sys-
tèmes de droites dans le plan, dont il a déduit des con-
séquences nombreuses et importantes ; nous avons eu
nous-même l'occasion, dans un Mémoire sur le théo-
rème d'Abel, de retrouver analytiquement ces propo-
sitions et de leur donner une certaine extension ; notre
but est maintenant de démontrer un principe très gé-
néral, auquel peuvent se rattacher toutes les propriétés
énoncées jusqu'ici sur les directions des systèmes de

(') Ce travail a été publié en partie dans le tome X de VAmeri-
can Journal of Mathematics. M. Franklin, dans le tome XII du
même journal, a indiqué une méthode très intéressante pour re-
trouver nos résultats; nous avons profité, dans notre nouvelle ré-
daction, de quelques-unes de ses indications.

Le § Vil du travail actuel est inédit.
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droites, et qui se prête aisément à des applications
nouvelles.

À cet eiîèt, nous commencerons par présenter sous
une forme nouvelle une notion importante, introduite
dans la Géométrie par Laguerre, celle de Vorientation
d'un système de droites. La définition donnée par La-
guerre est la suivanle.

Soient, dans un plan, deux systèmes de n droites, A
et A'-, prenons arbitrairement un axe fixe, H, dans ce
plan : si la somme des angles que font avec l'axe fixe
les droites du système A est égale, à un multiple de T:
près, à la somme analogue pour les droites du système
A', on dit que les systèmes A et A' ont même orienta-
tion; cette propriété est évidemment indépendante du
choix de Taxe fixe H dans le plan : elle ne dépend que
des directions des droites considérées.

2. Cette définition peut être transformée et précisée,
au point de vue analytique, comme il suit.

Menons par l'origine des parallèles

y— alj-=i), y — a.2x = o , . . . . y — aax = o

et

y— «ia?=o, . . . , y — a'nx — o

aux n droites de chacun des systèmes A et A'; soient
a,, . . ., a,,; a'n . . . , z.'n les angles de ces droites avec
Oxj les axes étant supposés rectangulaires. On a

a/t = arc tai i i ;^, a^ = arc tanga^,
d'où

e-ny.h __ compare tanga^.) -h i'sin(2arc tanga*),

c'est-fi-dire

i -+- fi'j i - i - -f- dj ~~ i -h au
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et, par suite,

Soit posé maintenant

(y — a\x) {y — a'nx) == o(x,y),

il vient

et

Si donc les deux systèmes A et A' ont même orientation,
c'est-à-dire si l'on a, d'après la définition,

«i H-. . . -+- a,i = OL\ - h . . . - f - tx'n -+• hiz,

on aura

On peut donc considérer comme définissant l'orien-
tation d'un système de droites issues de l'origine, re-
présenté par l'équation homogène ƒ(#, y) = o, le rap-
port -jr-1——,• Si les droites ne passent pas toutes par

l'origine, et si f (x, y, z) = o est l'équation de leur
ensemble, l'orientation sera définie par le rapport

/ \ \y et, plus généralement encore, sif(x^y^ z) = o

est l'équation d'une courbe algébrique quelconque, le

rapport ƒ, *'. N définira l'orientation du système des
" r ƒ ( — i , i , o ) J

directions asymptotiques de cette courbe.

3. Cela posé, considérons dans un plan un système
variable de n droites, dont l'équation dépend algébri-



(juement d'un paramètre : l'équation de ce système est
de la forme

A, 13, . . ., L étant des polynômes d'ordre nen x, y, z,
et a, fi, . . . , Xdes polynômes entiers par rapport à deux
paramètres f et 8 liés par une relation algébrique

L'orientation du système est définie par le quotient

_ a A (— i, t , o ) + . . . + ÀL (— i, i, o)
~~ OtÀ(l,(, ü ) + . . . + U ( l , (', ü)

Pour que to soit constant, quels que soient t et 6,
c'est-à-dire pour que le système variable ait une orien-
tation fixe^ il faut et il suffît que to ne puisse pas devenir
infini, et, par suite, que toutes les valeurs de t et 6,
liées par la relation o(t> 6) = o, qui vérifient l'équa-
tion

( i ) a A (— i, /, o ) + . . . + ÀL(— i, i, o ) = o.

vérifient également l'équation

(2 bis) a A ( i , i, o ) - 4 - . . .-4- X L ( i , i, o) = o .

D'une manière plus précise, il faut que les courbes
représentées par les équations (2) et (2 bis), où t et 0
sont les coordonnées courantes, rencontrent aux mêmes
points la courbe z>(t, 6) = o.

Cette condition peut s'interpréter géométriquement
d'une manière très élégante : les valeurs de t et 0 qui
vérifient l'équation (2) sont, en eiïet, celles qui corres-
pondent aux systèmes (1) contenant une droite passant
par le point cjclique J (x =— 1, j - = *", z = o); de
même celles qui vérifient l'équation (2 bis) correspon-
dent aux systèmes contenant une droite passant par le
point cyclique I (je = 1, y — 1, z = o) ; la condition
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trouvée plus haut exprime donc que tout système con-
tenant une droite (et généralement k droites) passant
par I contient aussi une droite (et généralement h
droites) passant par J.

La conclusion subsiste si l'équation (i) dépend algé-
briquement d'un nombre qnelconque de paramètres.

De là, ce résultat fondamental :

THÉORÈME. — Pour qu'un système variable de n
droites, dont l'équation contient algébriquement un
nombre quelconque de paramètres, conserve dans le
plan une orientation fixe, il faut et il suffit que lors-
qu'une ou plusieurs des droites du système viennent à
passer par un des points cycliques, d'autres droites du
sj sterne, en même nombre, passent au même instant
par Vautre point cyclique.

Plus généralement, si l'équation (i) est celle d'une fa-
mille de courbes algébriques, on peut énoncer la pro-
positiou suivante :

Soit une famille de courbes algébriques, dont
/équation contient algébriquement un nombre quel-
conque de paramètres : pour que l'orientation du s^ s-
terne des directions asyniptotiques de chacune de ces
courbes soit constante, il faut et il suffit que toutes les
courbes de la famille, qui passent par un des points
cycliques du plan, passent en même temps par Vautre.

4. On peut faire de ces principes des applications
nombreuses. Considérons d'abord le cas où un para-
mètre 9 figure au premier degré dans l'équation d'une
famille de courbes; ces courbes appartiennent alors à
un môme faisceau ponctuel

f(x,y, z)-^(io(x,yJ z)= o.
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L'orientation du système des directions asymptotiques
d'une das courbes précédentes dépend du coefficient

~~ ƒ (—i, i, o) -t- 60(— 1, i, o)'

et de cette expression résulte immédiatement ce théo-
rème :

Si deux courbes algébriques de degré n sont telles
que leurs sj sternes respectifs d'asymptotes aient même
orientation, le système des asymptotes de toute autre
courbe de degré n, passant par les points d'intersec-
tion des deux premières, aura même orientation que
chacun des deux systèmes primitifs.

Si la courbe cp = o passe par les points cycliques du
plan, 'f(i, i, o) et©(— 1, /, o) sont nuls; par suite :

Si deux courbes de même degré rencontrent aux
mêmes points une courbe algébrique quelconque pas-
sant par les points cycliques du plan, les deux systèmes
formés par leurs directions asymptotiques ont même
orientation.

Comme cas particulier de' cette proposition, on re-
trouve un théorème important, dû à Laguerre, et qu'on
obtient en supposant que la courbe algébrique consi-
dérée devienne un cercle :

Si l'on groupe deux à deux, d'une manière quel-
conque y sur n droites, les 111 points communs à un
cercle et à une courbe algébrique d'ordre n, Vorienta-
tion de chacun des systèmes de n droites ainsi obtenus
est lamente que celle des asymptotes de la courbe.



( 4 3 )

IL —ORIENTATION DE CERTAINS SYSTÈMES DE TANGENTES.

5. En transformant par polaires réciproques quel-
ques-unes des propositions qui précèdent, on arrive à
des théorèmes intéressants sur l'orientation du système
des tangentes qu'on peut mener d'un point à une courbe ;
ainsi, la proposition qui termine le n° 3 donne lieu à la
suivante :

Soit une famille de courbes dont l'équation tan-
gentielle dépend algébriquement d'un nombre quel-
conque de paramètres : pour que l'orientation du sys-
tème des tangentes qu'on peut mener d'un point fixe O
// chacune de ces courbes demeure constante, il faut et
il sufjit que toutes les courbes de la famille qui tou-
chent une des droites isotropes issues de O touchent
l'autre droite isotrope issue de ce point.

En particulier, si les courbes considérées appartien-
nent à un môme faisceau tangentiel, une seule de ces
courbes touchera une droite isotrope issue de O ; si elle
touche en même temps l'autre droite isotrope, le point O
sera un foyer de cette courbe. Donc :

Soit un faisceau tangentiel de courbes algébriques
de classe n\ par un foyer f de V une d'elles menons
les n tangentes à l'une quelconque des autres : tous les
systèmes ainsi obtenus à partir du point f ont même
orientation.

Réciproquement,
Si un point f jouit de cette propriété, c'est le foyer

de Vune des courbes du faisceau.
Ou peut dire aussi, en transformant par polaires ré-

ciproques le premier théorème du n° 3, que :

Si les tangentes menées d'un point à deux courbes
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de classe ri forment deux systèmes de même orienta-
tion, les n tangentes menées de ce point à une quel-
conque des courbes du faisceau tangentiel déterminé
par les deux premières forment un système de même
orientation que les deux systèmes primitifs.

Si deux des courbes du faisceau sont homofocales,
toutes les courbes du faisceau ont les mêmes foyers;
Tune d'elles se décompose en une courbe de classe n — 2
et en deux points, qui sont les points cycliques du plan.
Un point quelconque du plan peut être considéré comme
un foyer de ce système de deux points ; il résulte de là,
par l'application du théorème précédent, que :

Les deux systèmes f ormes par les tangentes que Von
peut mener dyun point quelconque a deux courbes ho-
mofocales de même classe ont même orientation ;

ou encore :

Le système des tangentes menées d'un point quel-
conque à une courbe algébrique de classe 72, et le sys-
tème des droites qui joignent le même point aux n
foj ers réels de la courbe ont même orientation.

( LAG u ERRE.)

En combinant ce résultat avec le précédent, on ar-
rive à une proposition simple relative au lieu des foyers
des courbes d'un même faisceau tangentiel :

Le lieu des foyers des courbes d'un faisceau tan-
gentiel déterminé par deux courbes A et B, de classe n,
est une courbe telle que si Von joint un de ses points
aux n foyers réels de A et aux n foyers réels de B, les
deux systèmes de droites ainsi obtenus aient même
orientation.

(). Nous reviendrons plus loin, avec quelques détails,



( 45 )
sur les conséquences géométriques de ce théorème ] au-
paravant, nous ferons une application des principes pré-
cédents à la solution d'un problème qui parait présenter
un certain intérêt.

Ce problème est le suivant :

Trouver toutes les courbes algébriques telles que le
système des tangente* qu on peut mener d'un point à
Vune d'elles ait une orientation fixe, indépendante de
la position de ce point dans le plan.

Si l'on se reporte au théorème de Laguerre démontré
plus haut, on voit que ces courbes ne peuvent être que
celles qui ont tous leurs foyers à l'infini; mais, avant
d'affirmer inversement que les courbes qui ont tous
leurs foyers à l'infini jouissent de la propriété énoncée,
on doit faire une discussion, très simple d'ailleurs.

Soit, en effet, G une courbe de classe n dont tous les
foyers sont à l'infini : il est nécessaire pour cela qu'elle
touche la droite de l'infini aux points I et J, et qu'on
ne puisse pas lui mener par I ou J d'autre tangente que
cette droite. Dans ce cas, tous les foyers de la courbe sont
à l'infini, mais leur position n'est pas déterminée, de
sorte que le théorème de Laguerre ne paraît pas immé-
diatement applicable.

On peut voir néanmoins, d'une autre manière, que
l'orientation du système des n tangentes menées à G
d'un point quelconque O du plan ne dépend pas de la
position de ce point. Imaginons, en effet, que O décrive
une droite; l'équation du système des n tangentes issues
de O contient algébriquement un paramètre, et le théo-
rème général du n° 3 est applicable. Par suite, l'orien-
tation de ce système est fixe, si, toutes les fois qu'une
ou plusieurs des tangentes issues de O passent par le
point evelique I, d'autres tangentes en même nombre

Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Février i8g3.) 4



passent parle point cyclique J. C'est précisément ce qui
se présente ici; une tangente menée de O à G ne peut
passer par I que si O est à l'infini, et elle passe alors
par J. Nous pouvons donc énoncer ce théorème :

Vorientation du système des tangentes menées d'un
point à une courbe algébrique ayant ses foyers à Vin-
fini est indépendante de la position du point consi-
déré dans le plan.

il esl facile de donner l'équation générale de ces
courhes en coordonnées tangendelles rectangulaires;
cette équation est

fn-2 étant un polynôme quelconque de degré n — 2 en
u et y, et ¥n un polynôme, également quelconque, de
degré 72, mais homogène.

7. Parmi les courbes qui ont tous leurs foyers à
l'infini, on peut citer, avec Laguerre, celles qui sont en-
veloppées par une droite dont deux points donnés dé-
crivent respectivement deux courbes algébriques, quel-
conques d'ailleurs.

Un autre exemple intéressant est fourni par la famille
des épieycloides algébriques.

Si une courbe a tous ses foyers à )'infini, c'est-à-dire
si les tangentes qu'on peut lui mener par les points cy-
cliques coïncident toutes avec la droite de l'infini, la
réciproque de cette courbe par rapport a un cercle de
centre O sera telle que les droites isotropes issues de O
ne la couperont qu'au point O.

Or la réciproque d'une épicycloïde par rapport au
cercle fixe a pour équation, en coordonnées polaires,

(3) * = /fros - - 0,
• /• J. n -+-1
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il désignant le rapport du rayon du cercle mobile à celui

du cercle fixe; de plus n est positif pour l'épieycloïde

et négatif pour l'hypocycloïde.

Halphen a étudié d'une manière complète les points

multiples des courbes (3), dont il écrit l'équation

(4) i = *cos|G,

/; et q étant positifs et premiers entre eux. Il résulte de

ses belles recherches que les courbes précédentes n'ont

un point singulier à l'origine, O, que si p est plus grand

que (j] en ce cas, la courbe présente en O deux cycles,

dont les tangentes sont respectivement les droites iso-

tropes; l'ordre de ces cycles est p —q ou - >̂ selon

que p et q ne sont pas ou sont tous deux impairs; la

classe des cycles est iq ou q. D'ailleurs le degré de la

courbe est ip ou p. L'une des droites isotropes issues

de O a en ce point avec la courbe un nombre d'inter-

sections égal à la somme de l'ordre et de la classe du

cycle correspondant, et de l'ordre de l'autre cycle, c'est-

à-dire égal à ip ou à />, ou, si l'on veut, égal dans tous

les cas au degré de la courbe. Elle ne coupe donc la

courbe qu'au point O.

11 résulte de là qu'une épicycloïde ou hypocycloïde

algébrique aura tous ses foyers à l'infini si sa réciproque

a une équation de la forme (/j)5 p et q étant positifs,

et p étant supérieur à q.

Soit alors n = - , Àet pt étant premiers entre eux, on

aura

£=-'- l =± -?-- ,
q 'À/l -h l 'À À H- [l

si a et A sont positifs, c'est-à-dire si la courbe est une

épicycloïde, p sera toujours inférieur à q.
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Si la courbe est une hypocycloïde, on devra supposer

A négatif, et l'on aura, si \ = — A',

-p = d b ';A . ,
q fi — 'iÀ'

11 faut, pour que /? soit supérieur à <y, (jue p. soit, en va-
leur absolue, supérieur à |JL — 2 A', c'est-à-dire que A'
soit plus petit que p.; n est alors, en valeur absolue, in-
férieur à 1.Donc :

Les hjpocycloïdes algébriques obtenues en faisant
rouler un cercle à Vintérieur cVun cercle plus grand
ont tous leurs foyers à V infini;

et, par suite,

L'orientation du système des tangentes menées d'un
point du plan à l'une de ces courbes est indépendante
de la position du point.

Les autres courbes de la famille des épicycloïdes ou
bypocycloïdes algébriques ne possèdent pas la même
propriété.

III. — APPLICATION A L'HYPOCYCLOIDK

A TROIS REBROUSSE UEJVTS.

8. La plus simple des liypocycloides qu'on vient de
rencontrer est, après la droite qui correspond au cas de

// = , l'hypocycloïde à trois rebroussements qui cor-

respond à celui de n — — -; le théorème précédent

donne une propriété des tangentes à cette courbe qui
parait nouvelle, et qu'on peut énoncer ainsi :

L orientation du 57 sfème des trois tangentes menées
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(f un point quelconque à une hypocvcloïde à trois re-
hroussemenls est lu même que celle des trois axes de
s) met rie de la courbe.

Ce théorème permet, lorsqu'on connaît deux tan-
gentes de l'hypocycloïde, de construire immédiatement
et sans ambiguïté la troisième tangente qu'on peut me-
ner par le point d'intersection des deux premières. On
peut le regarder comme l'interprétation géométrique,
dans le cas de l'hypocycloïde, de la propriété analytique
fondamentale des courbes de troisième classe, propriété
bien connue qu'on peut énoncer ainsi : il est possible de
l'aire correspondre à chaque tangente d'une courbe de
troisième classe un argument, de telle sorte que les
arguments des trois tangentes issues d'un point quel-
conque aient une somme constante. En général, on ne
connaît pas la signification géométrique de ces argu-
ments, qui s'introduisent par la considération des fonc-
tions elliptiques^ dans le cas de l'hypocycloide, on voit
que cette signification est très simple, l'argument étant
l'angle que fait la tangente avec un des axes de symétrie
de la courbe.

11 importe, pour ce qui va suivre, de préciser cette
notion : soit t une tangente de l'iiypocycloide; si par
un point fixe O nous menons une parallèle à t et une
parallèle OJC à l'un des axes de la courbe, choisi une
fois pour toutes, nous désignerons par a l'angle que
font ces deux droites, en le comptant à partir de O J ,
dans le sens trigonoinétrique. Cet angle n'est défini
qu'à un multiple près de ~, ce qui n'a aucun inconvé-
nient, puisque les orientations sont définies dans les
mêmes conditions.

9. Cela posé, on déduit aisément du théorème fon-
damental les conséquences suivantes.



Soit t une tangente en un point A de l hypocy-

cloïde : les bissectrices de V angle des deux tangentes

autres que t, que Von peut mener à la courbe par un

point de cette droite, sont parallèles à deux directions

fixes.

Ces directions sont celles des tangentes aux points

13 et C, où la tangente t rencontre de nouveau l'hypocy-

cloïde.

On voit ainsi qu'une tangente à la courbe la ren-

contre de nouveau en deux points où les tangentes

sont perpendiculaires Tune à l'autre : proposition bien

connue, qui serl de base au beau Mémoire de M. Cre-

inona sur l'iivpocycloïde.

Par deux points quelconques d'une tangente t à

Vlij poc) cloïde menons à la courbe les quatre tan-

gentes autres que t : cas quatre droites forment un

quadrilatère inscriptible dans un cercle.

Réciproquement, si le quadrilatère complet formé

par quatre tangentes de Vhypocycloïde a quatre, de

ses sommets sur un cercle, la droite qui joint les deux

autres sommets est une tangente de la courbe.

Dans tout triangle isoscèle circonscrit à une hypo-

cycloïde, la droite qui joint le sommet au point de'

contact de la base est une tangente de la courbe.

Par chaque sommet d'un triangle circonscrit à une

hj pocycloïde passe une nouvelle tangente, distincte

des côtés du triangle : les trois droites ainsi définies

forment un nouveau triangle semblable au premier l^).

( * ) Ce dernier théorème a été donné par M. S. Kan tor {Bulletin des
Sciences mathématiques, 2e série, t. III, p. i3^); je n'avais pas con-
naissance du remarquable travail de INI. Kantor lors de la première
publication de ce Mémoire; je m'empresse de reconnaître ici ses
droits de priorité.
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10. Le dernier théorème mérite d'être étudié avec

(juelques détails; il donne lieu à des conséquences inté-
ressantes.

D'un triangle ABC circonscrit à riiypocyeloïde, on
déduit, en menant les tangentes, distinctes des côtés,
qui passent par les trois sommets un nouveau triangle
A{ B< C, semblable au premier; en appliquant la même
construction à A1 B, C1? on obtient un troisième triangle
semblable aux deux premiers, et ainsi de suite. Cette
série de triangles est-elle illimitée ? Retombe-t-ou né-
cessairement sur un des triangles déjà trouvés, ou l'un
des triangles finit-il par se réduire à un point? Ce sont
là des questions auxquelles il est facile de répondre par
l'application du théorème fondamental.

Désignons par a, [3, y les angles que font avec un des
axes de symétrie de la courbe les côtés du triangle ABC ;
soit y, l'angle que fait avec ce même axe la troisième
tangente issue du point C. On a, d'après le théorème
fondamental,

7l -h a-t-?=-/!-,
d'où

Yi - 7 — ( a -T- 3 -r- y ) C 'iiofl r ).

Par suite, les angles a,. [3n y4, que font avec l'axe
considéré les trois côtés du triangle A, B, C<, sont

ai _---a —(a — 3 -4- *;) ( mod T. ),

?! - 3 — (a -+- fJ-i-v».
71 -7-(a-hft-+-7V

Ce sont ces relations qui montrent la similitude des
triangles ABC et A{ B4 C t , puisque l'on en tire évidem-
ment

*i— £i — a— p. a, — 71 = x — 7, 31 — V1 - ? — 7.

Iiien n'est plu» aisé que de déterminer le rapport de
similitude. ,



Remarquons, en elFet, (jue les cotés homologues des
deux triangles se coupent sous des angles égaux à
(a-f- (3-f-y); or, d'après un théorème connu de Géo-
métrie élémentaire, si, par les sommets d'un triangle,
on mène des droites faisant avec les côtés opposas,
dans un même sens de rotation, des angles égaux to,
ces droites forment un nouveau triangle semblable au
premier, avec un rapport de similitude égal à 2 cosco.

Les triangles A1B IG, et ABC sont donc semblables
avec un rapport de similitude égal à 2eos(a-f- {3 -H y)-

11. De là se déduisent de suite quelques résultats
simples.

En premier lieu, si a -f- jâ-J-y ^ ih ^? cos(a-f- Ji-hy )

est égal à r,, et les triangles ABC, A, B, Ct sont égaux.
On a d'ailleurs

a, -4- $x -4- Yiz= — 2 ( a -t- p -h v) = =b ~ ( m o d T:),

et le triangle A 2 B 2 C 2 déduit de A , ! ^ ^ sera égal aux

deux précédents . On a pour ce triangle

7: 27T
a2 s^ ai zz - -^ a _z: -è> ( m o u 7: ),

De même pour le triangle A3 B3C3 déduit de A2B2C2 ,
011 au ra

a3 == a, (a, -h p2 -+• 72) — « (moH 7:).

Le triangle A:llî:,G3 coïncide donc avec ABG, puisqu'on
ne peut mener à l'iiypocycloïde qu'une seule tangente
parallèle à une droite donnée.

Pour simplifier, appelons premier triangle dérivé,
ou; plus simplement, triangle dérivé d'iip triangle T,
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circonscrit à l'hypoeycloïde, le triangle T{ formé par
les tangentes menées à la courbe des sommets de T, et
distinctes des côtés de T; appelons second triangle dé-
rivé de T le premier triangle dérivé de T, , et ainsi de
suite. On a en premier lieu la proposition générale :

Tous les triangles dérivés d'un même triangle lui
sont semblables.

La propriété démontrée dans le cas où a -4- [3 -f- y = ± ^

s'énonce ainsi :

Si les côtés d'un triangle T, circonscril à Phypocj-
cloïde, font avec un des axes de symétrie de la courbe

des angles dont la somme est zh -̂  ? à un multiple près

de 7i, les deux premiers triangles dérivés de T sont
égaux à ce triangle, et le troisième coïncide avec T.

En second lieu, si a -f- [3 - j - y = --> le rapport de

similitude est nul ; le triangle A* R, Cj se réduit donc à
un point. De plus, on a

aj = a - "" (rnod?:),

ce cjui montre que les eô?és de A, B, C< sont perpendi-
culaires à ceux de ABC. Donc :

Si les côtés d'un triangle circonscrit à l'hjpoc')-
cloïda Jont avec un des axes de symétrie de la courbe

des angles dont la somme est - * à un multiple près

de T:, les hauteurs de ce triangle sont des tangentes de
riivpocycloïde, et le triangle dérivé se réduit par

i à un point.



12. Reprenons maintenant les relations

a, a - ( a — 3 ~ 7 ) (modz),

entre h-s angles cjui coriespondent à un triangle ABC

et au triangle dérivé Aj B, C,. On a, de même, en passant

au dérivé de A,B,C, ,

a2 - ^ — (at-f- [J, -4-yO -= a-t- (a-t- p H- y) (mod ~)

En général, pour le nieuu tiiangle déiivé de ABC, on

aura des expressions de la forme

zn == a -H /irt (a -r- fi -i- Y),

Pour le («H- i) ienic triangle, il viendra

d'où, la loi de îécurrence,

On en tire, puisque hK •=. — 1.

( >)n !

et, par suite, les angles aw, ^ / o y,, que font avec Taxe

les ( ôtés du nxeuu triangle déiivé de ABC sont donnés,

eu fonetion des angles analogues a, [3, y qui correspon-

dent «à ce triangle, par les formules

a;i = a (y -f- ? H- 7 )

3, = 3-r- ( " " ' ) w "T (y-H 3 —Y)
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Observons en lin que le rapport de similitude des
triangles

XnB,iCH et A/t-jB^-jC-i

est égal, d'après un résultat rappelé plus haut, à

c'est-à-dire à
2C0S2"-'(a+ 3 -+-V).

13. Ces ibrinules permettent de répondre aux ques-
tions que l'on s'était posées.

D'abord, dans quels cas la suite des triangles dérivés
l'un de l'autre se terminera-t-elle à un point?

Pour que le triangle A^B^C,, se réduise à un point,
il faut que le rapport de similitude de ce triangle avec
le triangle kn_s B„_JC,J_J soit nul, c'est-à-dire que

a""i(a-+- ,3-t-y)^ ~ (modi:),

OU

a — 3 -f- Y = • 7T.
1 2 "

On aurait pu arriver de suite à ce résultat en écrivant
que a/?-f- fj,L~{- y« est nul h un multiple près de TT.

De là ce théorème, qui est la généralisation d'un ré-
sultat donné plus haut *.

Si les cotés d'un triangle circonscrit r) Vhypocj cloïde
font avec un des axes de symétrie de la courbe des

angles dont la somme est de la forme --~— ~? Ici série

des triangles dérivés du premier se terminera à un
point, au bout de n constructions.

Ce point sera le point de concours des hauteurs du
(n — i)'èmc triangle dérivé du triangle primitif.
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Cherchons maintenant dans quels cas on retombera,
après un certain nombre de constructions sur le triangle
primitif.

Il faut pour cela que l'on ait

a«-^a, ?«= ?, Y/i^Y (modir),

c'est-à-dire
3/c

* + ?+!= (--ïyr-r'

Si n est le plus petit nombre pour lequel une relation
de cette forme ait lieu, le nicmc triangle dérivé du triangle
primitif coïncidera avec ce triangle, et si l'on continue
les constructions, on retrouve tous les triangles déjà
formés.

Mais ici se présente une particularité curieuse : c'est
qu'en construisant les triangles successifs à partir du
premier, il peut arriver que l'un d'eux coïncide avec
l'un des précédents sans que l'on ait retrouvé de nou-
veau le premier triangle.

En eilét, le /V<U1C et le q'lèmo triangle dérivé
coïncideront si l'on a

., (a -h- ? -+- 7 W 3 (a -I- ? + 7 )

c' est-à-dire

ou

Si cette condition est remplie, & étant premier à a, le
î̂enie triangle dérivé coïucidera avec le plt'me, et, eu

continuant les constructions, on retrouvera indéüni-
inent'les triangles dérivés donl l'ordre est compris entre
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p et q — i, sans retomber jamais sur le triangle primi-
tif et les/?— i premiers triangles dérivés. Ainsi :

Si les côtés d'un trian gle circonscri t à r hypocycloïd e

font avec un des axes de symétrie de la courbe des

angles dont la somme est de la forme —r— ———_ 7: ,

le qième triangle dérivé de ce Vian gle coïncidera avec
le pieme.

14. Il est aisé d'expliquer a priori pourquoi, dans le
cas qui nous occupe, le triangle primitif ne se reproduit
pas nécessairement : cela tient à ce que la suite des
triangles dérivés n'est pas réversible sans ambiguïté,
ou, en termes plus précis, à ce qu'un même triangle cir-
conscrit à l'hypocycloïde peut être considéré comme le
dérivé de deux autres triangles circonscrits, et non pas
d'un seul.

Reprenons, en eiïet, les relations

«j = a — ( a — p — y)-{- A"K,

Yi = Y

On en lire

= a, - -
1 . o . / H- m — k

1~T~ ~

Les nombres l-\-m — k, k -h m — /, À-4- / — m sont
de même parité; on aura donc, pour a, jâ, y, à des mul-
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üples de - près, les deux systèmes de valeurs

a = « i — - (ai-+- P!-f--fi), « = « i — -

De là ce théorème :

Dans tout triangle circonscrit à une hypocycloïde,
o/z /><?/iA inscrire deux autres triangles circonscrits à la
courbe : ces deux triangles sont semblables au premier
et semblables entre eux; leurs cotés homologues sont
rectangulaires (x ).

15. On pourrait pousser plus loin ces recherches, en
étudiant l'ensemble des triangles circonscrits qui ad-
mettent pour triangle dérivé d'un ordre donné un même
triangle circonscrit, et l'on arriverait ainsi à des résul-
tats assez curieux que nous n'énoncerons pas, afin de ne
pas fatiguer l'attention du lecteur; nous nous contente-
rons de signaler une proposition de nature différente
qui se déduit aisément du théorème fondamental :

Soient A, B, C les points de contact des tangentes
menées à l'hy pocycloïde par un point M 5 sur les direc-
tions MA, MB, MC portons, à partir de M, des lon-
gueurs Ma, MZ>, Me, respectivement égales aux in-
verses des segments MA, MB, MC : le point M est le
centre de gravité du triangle abc (-).

( ') Ce théorème appartient à M. Kantor.
(*) La démonstration de ce théorème est analogue à celle qui est

développée plus bas, aux n°» 17, 18 : on prouve ainsi que le centre
harmonique de A, B, G par rapport à INI coïncide avec M, ce qui est



Sans insister sur les conséquences que l'on pourrait
déduire de cette proposition pour la théorie de l'hypo-
cyeloïde à trois rebroussements, nous reviendrons au
théorème démontré plus haut, relativement au lieu des
foyers d'un faisceau tangentiel de courbes planes, et
nous montrerons qu'il met en évidence une classe inté-
ressante de courbes étudiées déjà h un autre point de
vue par divers géomètres, et en particulier par M. Dar-
I)OUX.

IV . LlEL DES FOYERS n 'uN FAISCEAU TANGENTEEL

DE COUUBES PLAINES.

16. Nous avons démontré plus haut que :
Le lieu des foyers des courbes d'un faisceau tangen-

tiel déterminé par deux courbes A et B, de classe «, est
une courbe F , telle que si l'on joint un de ses points aux
n foyers réels de A et aux n foyers réels de B, les deux
systèmes de droites ainsi obtenus aient même orienta-
tion.

Ce résultat peut être présenté sous une autre forme.
Groupons deux à deux, d'une manière quelconque, un
foyer a* de la courbe A et un foyer b^ de la courbe B;
il est clair que le lieu F est celui des points tels que, de
l'un quelconque d'entre eux, les n segments a^bk soient
\us sous des angles ayant une somme algébrique égale à
un multiple de T:, et l'on retrouve ainsi les courbes re-
marquables de M. Darboux.

Ces courbes comprennent, comme cas particuliers,

précisément notre proposition. D'une manière plus générale, on éta-
blit de même que : si l'on mène par un point M les tangentes à
une courbe ayant tous ses foyers à l'infini, le centre harmonique
des points de contact par rapport à M coïncide avec ce point.
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les courhes telles que l'on voie, de chacun de leurs
points, n segments fixes sous des angles dont la somme
algébrique est égale à une constante quelconque : il suf-
fit, en effet, de supposer que chacune des courbes A
et B a un foyer à l'infini, c'est-à-dire que ces courbes
touchent toutes deux la droite de l'infini; un des seg-
ments ajtbk est alors à l'infini, et il est vu de tout point
du plan sous un angîe constant 9. La somme des angles
sous lesquels les autres segments h distance finie sont
vus d'un point quelconque du lieu F est donc constante,
et égale à — 9 , à un multiple près de TC.

De la définition même du lieu F résulte immédiate-
ment une belle proposition, donnée par M. Darboux :

Si une courbe est telle que, de chacun de ses pointsy

plusieurs segments soient vus sous des angles dont la
somme est un multiple de 7:, elle conserve la même pro-
priété avec une infinité d'autres segments ayant tous
leurs extrémités sur la courbe.

Ces segments s'obtiennent en joignant deux à deux,
d'une manière quelconque, les foyers de deux courbes
quelconques du faisceau tangentiel déterminé par les
courbes A et B qui ont servi à la définition primitive du
lieu.

Si A et B touchent la droite de l'infini, il résulle de
ce qui a été dit plus haut que la proposition précédente
doit être modifiée ainsi :

Si une courbe est telle que, de chacun de ses points,
plusieurs segments soient vus sous des angles dont la
somme est constante, elle conserve la même propriété
avec une infinité d'autres segments, mais la valeur de
la somme constante varie quand on passe d'un système
de segments à l'autre.



La définition du lieu F ne dépend que de la position
des foyers des courbes A et B ; on peut, en particulier,
supposer que chacune de ces courbes se réduise à ses
n foyers réels, et l'on a ce théorème :

Si une courbe est telle quen joignant un quelconque
de ses points à deux séries de n pôles fixes, à distance
finie ou infinie, on obtienne deux systèmes de même
orientation, celte courbe est le lieu des foyers des
courbes de classe n qui touchent les n2 droites joignant
les pôles de l'une des séries aux pôles de l'autre série.

17. L'ensemble des n foyers réels d'une courbe ap-
partenant à un faisceau tangentiel donné jouit de
quelques propriétés simples, qui dérivent aisément des
principes précédents.

Soient, en effet, A<, A2, . . ., A/? les n foyers réels de
la courbe A; BM . . . , Bn ceux de la courbe B} M le
foyer d'une courbe du faisceau tangentiel déterminé par
A et B; M' le point infiniment voisin de M sur le lieu F.

An
Menons par i\l un axe quelconque MX} désignons

par (o l'angle M'MX, par a* l'angle A*MX; par $k

Tnagle R/-MX. On a, d'après la propriété fondamentale
du lieu F,

a l -+" *2 T • • • -r- Xri — pi "H t3 s -7- . . . -h 3 / / ,

et, en passant de M à M',

Ann. de Mathémat., 3- bérie, t. XII. (Février 1893.)
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Or dot/, est l'angle M'A*M, et l'on a, dans le triangle

M'A* M,
, MM' . ,

Par suite,

(~\ V sin(o) — ctk) __ ̂ y s i n Q — $k)
K } Zà MA* ~ Zà MB*

18. Ce résultat est susceptible d'une interprétation
géométrique élégante, si l'on introduit une notion due
à Laguerre.

Cette notion est celle du centre harmonique d'un sys-
tème de points par rapport à un point.

Étant donnés, dans un plan, un point M et un groupe
de n points, A<, . . . , An, portons sur chaque droite
MA/f, à partir de M, une longueur égale à l'inverse de
MA* : composons ces longueurs comme des forces} sur
la direction de leur résultante, portons, à partir de M,
une longueur égale à l'inverse de la ^ième partie de cette
résultante; l'extrémité, a, du segment obtenu sera dit
le centre harmonique des points AM . . . , An relative-
ment au point M.

D'après cette délinition, si l'on imagine par M deux
axes rectangulaires MX et MY, et si a# est l'angle de
MA/f avec MX, les coordonnées du centre harmonique a
seront

\ - n —i Y - n 7'

étant posé

MA/, ' T' ~~~ Zd MAA

On peut aussi écrire

, X Y

On aura des formules analogues pour les coordonnées
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du centre harmonique, è, des points Bi9 . . . , B,n par
rapport à M,

étant posé

Or la relation (5) donne

£ sinto — 7] cosw = £' sinw — 7/ cosu>.

Remplaçons dans cette équation £ et rn £' et r/ par leurs
valeurs en X et Y, X' et Y', il vient

Xsinw — Ycosw Xfsino>— Y'COSOJ
2 = X'2-t- Y'*

En d'autres ternies, un même cercle

x^~+~y2•+• ^ ( ^ s in to — j ^ C O S Ü ) ) = o

passe par a et & : ce cercle est d'ailleurs tangent en M
à la direction MM', c'est-à-dire à la courbe F . Donc, les
centres harmoniques des points A4, . . . , An et B o . . . ,
\$n par rapport à un même point M du lieu F , sont sur
un cercle tangent à F au point M, et, comme on peut
remplacer les points A<, . . . , A^, ou B{, . . . , B^ par les
n foyers réels d'une quelconque des courbes du faisceau
tangentiel déterminé par les courbes A et B, on a ce
résultat :

Soit F le lieu des foyers des courbes de classe n ap-
partenant à un faisceau tangentiel donné : le centre
harmonique des n foyers réels de V une quelconque de
ces courbes par rapport à un point fixe, choisi arbi-
trairement sur F , j'este sur un cercle, tangent en ce
point à la courbe F .
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19. Un cas particulier remarquable est celui où le

point M est un point double de la courbe F 5 l'équation

\ sinio — rt cos w = ; ' sinw — rt' cos 10

est alors vérifiée pour les deux valeurs de io qui corres-
pondent aux deux branches de la courbe passant en M,
et, par suite, on a nécessairement

Donc :

Si la courbe F a un point double, le centre harmo-
nique des n foyers réels d'une quelconque des courbes
du faisceau tangenliel par rapport à ce point est un
point fixe.

Jl est aisé de voir que la courbe F n'aura, en géné-
ral, de point double que si Tune des courbes du faisceau
tangentiel passe par I et J '. le point double sera alors
le point commun aux tangentes menées à la courbe en I
et J, c'est-à-dire le foyer singulier de cette courbe.

Un autre cas intéressant est celui où M est à l'infini
et ne coïncide pas avec un des points cycliques du plan -,
il est aisé de voir alors que le centre harmonique d'un
groupe de points par rapport à M coïncide avec le centre
des moyennes distances de ces points; or on prouve fa-
cilement que, si aucune des courbes A et B n'a de foyer
à l'infini, la courbe F a une asymptote réelle, et, par
suite, il résulte du théorème démontré plus haut que
le centre des moyennes distances des n foyers réels d'une
courbe variable, appartenant à un faisceau tangentiel
déterminé, décrit une droite.

L'application de ces théorèmes généraux au cas d'un
faisceau tangentiel de coniques présente quelque in-
térêt. {A suivre.)


