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SUR LN SYSTEME DE COORDONNEES TRIANGULAIRES;
Par M. P. SONDAT

I. On wouve dans la Géometrie supe ieure de
Chasles (1II¢ Section, Chap. XXIII et XXIV) I'apercu
d’un systéme de coordonnees triangulaires. Je me pro-
pose, dans cette Note, de développer ce systéme et de
montrer par quelques applications T'utilité qu’on peut
en tirer en Géométric pure.

2. Coordonnées du point. — Soit (fig. 1) ABC un

iriangle de référence. Nous désignerons par a, b, ¢ les

Fig. 1.

longueurs de ses cotés, comptés dans le méme sens de
rotation, par cxemple, dans le scns alphabétique,
savoir de B vers C,de C vers A etde A vers B, et par S
sa surface.

Imaginous un point O a ses sommets par les droites
OA, OB, OC dont nous désignerons les directions par
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[, m, n, ct coupant les cotés en I, H, K. Si nous posons

B, He KA
[TV R oy o kB — I

les quantités 2, 3, ~, lides par Pégalité
(1) afy =—1,

sont trois nombres abstraits qui fixent la position du
point O. Nous les appellerons les coordonuées segmen-
taires de ce point.

I1 est évident qu'un point de BC ost déterminé par sa
seule coordonnéde o ct que le centre de gravité estle
point (--1, —1, —1).

En posant

sin(na) ,

o'

<in(lb) o <in(mce) _
Gn(may 77 sin(nb)

<in(le) ’

les cotés a, b, ¢ étant comptés comme on Va dit, les

nombres #/, 3, +/ fixent aussi le point O ct en sont les
coordonnées angulaires.

Les coordonnées angulaires sont d’ailleurs reli¢es, en

valeurs et en signes, aux coordonnées segmentaires par

les relations

¢ a 4
- r__.__ gt oy — e .
(2) == B === =
d’ou
(3) « By =41

On sait que les coordonnées normales du point O
sont ses distances x, ), z aux cotés a, b, ¢, distances
qu’on peut regarder comme positives quand le point O
est dans 'intérieur du triangle ABC.

Elles satisfont a I’égalité

(4 ar +by +c3=-8
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et sont reliées, en valeurs et en signes, aux coordon-
nées angulaires par

3 x
(5) a’:l, ;3'2:’ v= -
2 £ }"
et aux coordonnées segmentaires par
c oz ar b v
(6) a=—z — ) Y= =
by ¢ s a

3. Coordonnées de la droite. — Soit( fig. 2) X une

iz, 2.

droite coupant les c¢otés «a, b, c en L, M, N, Appelons
I, m, nlesdirections AL, BM, CN et posons

LB - MC NA

[ MOl MA T N
sin(b) Y sin(mec) sin(na) —y
sin(lc) — 7’ sin(ma) ! sin(nb) ~

Les nombres A, u, v sont les coordonnées segmen-
taires de X et les nombres %', u’ v en sont les coordon-
nées angulaires.



On a d’ailleurs

(7) Ay =+ 15

(8) )x)\':—c) ‘u..u.':—gy VV’:—E;
b ¢ a

(9) My =—1.

Soient &', 3’, 2’ les distances AA’, BB, CC’ des som-
mets A, B, C 4 la droite X, distances que nous regar-
dons comme positives quand la droite X laisse les
trois sommets du méme coté.

Ces longueurs seront les coordonnées normales de X.

Elles sont reliées aux coordonnées segmentaires par

' i

1
N & xr
(10) )\:?y P.:;, ‘I:}—,‘)
et aux COOPdOIll]éeS angulaires Pal‘
¢ 3 a x' b v
(11) )\’:_7);" P-l"—‘;;;) '/':—‘—z;—r—;‘

Elles vérifient d'ailleurs 1’égalité

AB+BC+CA =0
ou

i8t=a(2'—y')(x'—3)

(l'l) +b7(_y’—z')(y’—z')+cz(:’~x’)(z'~y’).

Remarquons que toute droite menée par A est déter-
minée par sa seule coordonnée A et que la droite

(1,1, 1) est celle a Pinfini dans le plan.

4. Tutorkve. — 8t un point O(23y) appartient a
la droite X(2yv), on a

, A
(13) - 4+
2%
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On a, en cffet ( fig. 3),
(A:LIBC) =(A:LONM,).
(B:HMCA) = (B : OMLYN),
et, en ajoulant,

) &

2 4+ B =(LONM)=+(OMLN)
xq [J.
=(OLMN )+ (OMLN)

=1.

Les deux autres relations se déduisent aisément de
celle-ci, en tenant compte des égalités (1) et (7).

Les équations (13) deviennent, en coordonnées an-

gulaires,
’ ’ o r r 5
a B3 v A

(14) )—,—‘—'B—,:l, —E,—(—:,:x. },+z=x,
* i

el se réduisent, en coordonnées normales, a la seule
(15) ary'+byy' + czz'=o.

8. Equations de la droite. — Si un point O se dé-
place sur une droite fixe X, ses coordonnées varia-
bles satisferont, suivant le choix des coordonnées, aux
équations (13), (14)ou (15). On peut donc regarder ces
équations comme étant celles de la droite X.
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La droite (1, 1,1) a I'infini est représentée dans les
trois systémes par

1
;—r‘BZI,
6
(6 ba’—+—§,+c:o.

ar+by +cs=o.

6. FEquations du point. — Si une droite X tourne
autour d’un point fire O, scs coordonnées variables
satisferont aussi aux mémes équations(13),(14) ou (15),
qui sont alors celles du point O.

Le centre de gravité a pour équations, dans les trois
systémes,

N 1 T s 1 , , ,
A+ =~ +1=o, s == r'+y +z =o.
" b a ¢
- ’ ’r . b
1. Les coordonnées cartésiennes ne sont qu’un cas
particulier des coordonnées segmentaires; car, si le

coté AB passe a Uinfini (fig. 4), la premiére des équa-

Ig. 4.

B

tions (13), aprés suppression des longueurs devenues
infinies, se réduit a

IC HC

ok S

LC MC



( 366 )

-+ =T,

QiR

S

équation daus laquelle x et y sont les coordonnées car-
tésiennes du point O, rapporté aux cétés de I'angle C,
a et b les longueurs LC et MC.

Nous emploierons, dans ce qui suit, les coordonnées
segmentaires, et il sera d’ailleurs facile de transformer
les résultats obtenus.

8. Coordonnées du point de rencontre de deux
droites. — Soientles deux droites
X(Apv) et Xl(kly.lv,)

se coupant au point O (ay).
On doit avoir
o8

=1, D

o i

-

R 1>
w e

avec
Iy =1, v =1, aly =—1.

D’ou Von tire
Vy{—Y

o= —
\ e )

A— A
(7) by Wl
’« N o bl L S
U= Wpor — A

9. Point & Uinfini sur une droite. — Soit Q(afy)
le point 4 I'infini sur une droite donnée X ().
On aura ses coordonnées par les formules (17) en
supposant X, (111) a I'infini. On trouve ainsi
1—v 1— A I—

(18) a:mj, ?:m’ Y= m.
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10. Coordonnées de la droite passant par deux
points. — Soient les deux points

0(“?"{)» Ot(ai.ex‘{t)
et X(pv) leur droite.
Onun doit avoir

A

a

-

W™

A
=1, — + 2=,
%4
avec
Apy =1, aly =—1, a By =—1t.

D’ou l'on tire

A= _S___p_l__,
B8y — 1)
) Tt
1 o=
I ! ‘{‘(1(1—9‘1)’
a“x(?‘ - ?’1)
Si I'un des points, soit Oy, est le centre de gravité,
on remplacera «y, 3, v, par — 1.

11. Condition pour que trois points soient en ligne
droite. — Soient les trois points

O(aBy), O1(21Biv1), O2(22Baye)-

Pour qu’ils soient ¢n ligne droite, il faut etil suflit que
leurs équations soient compatibles, ou que I'on ait

L ax‘i
(20) -a‘: By 1$=o.
Lol

12. Condition pour que trois droites soient con-
courantes. — Soient les trois droites

X(Apwv), Xi(hipave), Xa(Rgpave).
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Pour qu’elles soient concourantes il faut et il suffit que
lears équations soient compatibles, ou que P'on ait

| ! [

i X m 1

l N I j
(21) Ay — 1 1T=0.

i B

i

% Ly

| BT i

13. Condition pour que deux droites soient paral-
leles. — Soient les deux droites

Xohpv), Xy(hypyvy).

Elles seront paralléles si clles sont concourantes avec la
droite (111) a l'infini, ce qui exige que

Lo
i
"l') ) )\l J__ ] == .
H1
T 1 1

On peut remarquer que, si deux droites X(auv) et
Xy (A wvy) sont paralléles, la droite qui joint les
points

passc par le centee de gravitd.

14. Pour abréger. nous admettrons que la méme
lettre 7\, qlli représcnlc le rapport des segments en
lesquels un point L divise BC, représente ce point lui-
méme. Ainsi la droite X(Auv) est celle qui coupe les
cotés de ABC en 2, p, v; le point O(22y) sera celui
dont les rayons OA, OB, OC coupent les mémes cotés
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en o, 3, v. De cette maniére les lettres L, M, N dispa-
raitront, ainsi que les lettres I, H, K.

15. Si les droites pv, w,v; se coupent en O ct les
droites pvy, pyven Oy, AO et AO, divisent I'angle BAC:
harmoniquement.

Soient 2 et =, les points de rencontre des droites
AO, AO, avec BC.

Ona(8)

vi—V v —v

= _—1__;
wi(p— ) P owi(p— )

d’ou
A A == 0,

ol le faisceau (A : BCaz,) est harmonique.

16. Les droites qui joignent les points
O(Ry) et O1(Biv1), o(By1) et o (B1y).
divisent BC harmoniquement.
Soient % et A, les points de rencontre des droites OO,

et ww, avec BC.

On a (10)

\_‘_ﬁ*—pi . N, = B—Bi .
h= BB1(y— 1) e BBini—v)’

Py +')‘l = 0,

d'ou
ou het A, divisent BC harmoniquement.

17. Soient deux triangles 23y et a3y, inscrits
dans ABC.

Posons
P = lg‘{ “XB‘YI’
ct désignons par

L, M, N les points
(BY) ?’IY): ((Z‘(, alYl)‘ (13) Ay ﬁl)y

Ann. de Mathémat., 3¢ séric, t. X. (Septembre 1893.) 27



(370)

(a‘(h Bl‘{)1 (“Yly al‘f): (1?13 1!.8),

Ly, My, N, les points

A, w, v les coordonnées des droites
AL, BM, CN,
M1, 1y, vy les coordonnées des droites
AL, BM,, CN,.
On aura (8) ‘

- 123 [4)
_ . n—=y Hy—2 .o pr—3s

_‘{‘(1(?’-“ }51), (L:m‘l(‘{—‘{l)’ ¥‘3:51‘\1—3‘|)'
avee (1)
A+ hy = o, Wy = o, v 4y =o.

En multipliant membre & membre les trois pre-

micres égalités, on a
Py =—1,

et en tenant compte des trois autres
P> hppyvy=-1.

Si P= 41, ou si I'hexagone az, B3y est de
Pascal, les points %, u., v forment une division centrale,
ct les points conjugués J, w,, »; une division recti-
ligne.

Le contraire a lien avec P = — 1.

18. Si P = — 1, les trois points

\
1 1 I

(8} — ——

1 ’ I
g7 )

Oa(hyuvy)
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sont en ligne droite, car la condition (20), qui devient
ici
« 8 I
ay Bt Y1 =0,

x—a B—B v—u

est évidemment remplie.

19. On coupe le triangle ABC par une sécante
X (pv), sur laquelle on marque un point P(«2y). Si
l'on prend les conjugués harmoniques I, 11, K de P
sur les segments pv, by, hu, et si A, B, C, est le triangle
des droites Al, BH, CK, les droites AA,. BB,, CC,
seront concourantes en P.

On a, en effet,

Al(a~ - lgy —"{)1
B‘(——-i, 37 _.,')a
Ci(—a, — ,(3, %)

et par suite les droites AA,, BB,, CC, sont concou-
rantes au point P (agy).

Si le point P est a I'infini sur X, les points I, H, K
seront les milieux des segments wv, hv, hu, ct les droites

AA,, BB,, CC, deviendront paralléles a X.

20. Mener par un point O(«3y) une paralléle a une
droite X (huv).

Soit X, (Aypyvy) cette paralléle. On aura ses coor-
données par les équations
I
o

1 8
Ay =—+1, 7—*—‘—:1,
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21. Equations du cercle circonscrit au triangle de
1éférence. — Soit O(a3y) un point de la circonférence
ABC (fig.5).

SiA,B,C, est le triangle des tangentes en A, B, C,

les trois points Ay, 3, v, appartenant a la polaire de «
par rapport au cercle, sont en ligne droite.
Or les coordonnées de A, sont

2 a? b2

et celles de Py,

Oun aura donc les équations du cercle circonscrit en
écrivant (4) que A, appartient a 2y, ce qui donne

2
a2:02ﬁ+lj—{»

o2
(23) b = a%y + ol

o

a
02=I)‘-’-1+ ol
Y
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Ces équations deviennent, en coordonnées angu-

laires,
c
a+p“+b‘{[:0,
1
, a
(2%) <b+”— +cay; =0,
it
b
c+— —ap=o,
2

ct se réduisent, en coordonnées normales, ala scule

(25) +£+ = o.
Y

N

SR

Chacune des équations (24) revient a la suivante

AN L2 LN
a sinOBA + 6 sinOCB =+ ¢ sinOBC = o,
qui exprime une propriété connue du quadrangle cy-

clique OABC.

22. Condition pour que deux droites issues de A
soient perpendiculaires.

Menons par le sommet A deux droites Aa et Ag,
coupant le cercle circonscrit aux points P et P.

On aura (23) pour les coordonnées de ces points

P a? b2 — ¢
A > ’
’ 72— D2y a?a
P az 02— 2
- % 2 pra, 2 :
1 a?a

Les coordonnées du centre w de ce cercle sont d’ail-
leurs
—ccosC — acos A — bcosB
bco<B ’ ¢cosC acos\

Pour que les droites Az et Ax, soient perpendicu-
laires, il faut et il suffit que les trois points P, P, et »
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soient en ligne droite, ou (11) quel’on ait

—ccosC —bcosB |
a cosA wcos A '

22— D2q D29 — 2

Il

@2 ata
¢ — h2ay, Doy — 2
l 2 2
«? aay

En développant, on trouve
— (=t )@ (x4 2 — 22ty ) D2+ (2 2y — 2) €2 = o,

ou
(26) ta - ay)becosA —ax b2 — ¢2 = o,

pour la condition de perpendicularité.

23. Conditions pour que deux droites quelconques
soient perpendiculaires.
Soient les droites X (2uv) et Xy (7 4y v,). Menons
Ao et Ao, paralléles a X et X,
Si ces derniéres sont perpendiculaires, la relation (26)
aura licu, et comme (g),
F—v T— v,

= - -y o) = ——————
vi—1) Vi —1)

on auara, ¢n rcmp]ugant et tl'ansfbrmaut,

[ « N \
\ — (mecosB =4 b cosC—a)
(27 MR
‘ ' - bWy (vacosC--uvecosA —b)
(kb cosA —tvacosB —e)=o.

ou encore

(1— A1 (1— 2 )cot\
, 1
(28 ¢ 4 — (i —mi— ) colB
1Ly

gt —yvi i —u cot G =o.
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Cette condition se réduit & unc identité si l’'une des
droites est a I'infini.

24. Condition pour qu’une droite X (kuv) soit per-
pendiculaire a I'un des cotés de ABC.
Supposons que la droite X, se confonde avec BC. On
aura
IJ'1 =0,
et, d’apreés (27),

¢ cosB— hbcosC = <.
n

De méme une perpendiculaire & AC doit satisfaire a
la condition

b
acosC+ pccosA = —,
v
ct une perpendicualaire A AB, a la suivante

b cosA +vacosB =

>N

Si une droite satisfaisait & deux de ces conditions,

on aurait
A= W=y ==

oul’un des angles A, B, C scrait nul.
b 1 £ t) 3 » M ) —
25. Mener par un point O(z2y) une perpendicu

laire a BC.
Soit X (huv) cette perpendiculaire. On doit avoir

I ] \ a
- — L = ccosB +AbcosC= —:
x IJ. 11.
k] K
d’ou
x
3 —ccos B
VN—

/)cos(l——-((t'

On trouverait de méme, pour une perpendiculaive
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abaissée de O sur AC,
2 —acost
T

=t
¢ cosA —ab

1.
)
et pour unc perpendiculaire a AB,

¢
— —becosA
2z

- acosB—~ﬁc'

26. Supposons les points X, p, v en ligne droite. On
aura
Ay =+ 1,
ou, cn remplacant,

s2abe(1 + cosA cosBcosC)

a
— — (22024 ¢2) (cosA =+ cosB cosC)
A

b

-3 (82¢2=-a?)(cosB = cos N\ cosC)

¢
— = (y2a2+ b)) (cosC = cosA cosB) = o,
>
i

ou, c¢n vertu des relations

. . be
cosA 4+ cosBcosC =s<inBsinC = - e’
P e
. Sy ac
cos B -+ cosA cosC =+inA sinC = TR
R2
. . ab
cosC 4+ cosA cosB = ~inAcinB = R’
TRz
a—+ b2+ c?
1+ cosAcosBcosC= TsRE

R étant le rayon du cercle circonscrit,

b2 2 a?
<r‘-’{3 = —a) +(av+ = — b))+ (D2a+ - —ci)=0
~ A Iv]

‘ h ‘
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Le licu du point O(=3y) est donc (3) la droite &

Pinfini

*{+é=r,

ou (21) le cercle circonscrit

2
ar=Be2+ b_

et Auv serait alors la droite a l'infini ou la droite de
Simson.

27. Si l'on veut que les droites A, Bu, Cv soient
concourantes, on aura

)\IJ.V = —1,

ou, en remplacant
) piag 3

s (a2b2— c2)(cosA — cosB cosC)
a
(30) —(—-g(?ﬂc?——a‘-’)(cosB—cosAcosC)

+ £ (y2ar— b2) (cosC — cosAcosB) = o.
T

Ce lieu du point O est une cubique, éwudiée par
M. Dewulf ( Nouvelles Annales, question 1207. An-
née 1876, p. 550).

28. Lieu géométrique des points tels qu’en joignant
chacun d’eux aux sommets du triangle ABC, les per-
pendiculaires a ces droites, menées par ces sommets,
soient concourantes.

Soit w(23y) un point du lieu.

Les perpendiculaires aux droites A, wB, wC, me-
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nées par A, B, G, ont pour coordonnées (22)

i __clc—abcosA)
\ X b(ccosA —ab)’
{

|

a(a — BccosB)
1 2] M
ct, comme Pon veut qu’elles soient concourantes,

(31)

c(acosB—fec)’

Bi=

b(b—~yacosC)
a(bcosC — ~{a)’

(1=

1161‘(1 =1,

ou l'équation (29). Le lieu du point © est donc la
droite a l'infini ou le cerele circonscrit.

29. En écrivant que les points ay, 3y, 7, sont en
ligne droite, on retrouvera la cubique (30) pour le licu
du point w.

30. Mencr par 'orthocentre O (283y) du triangle ABC
une perpendiculaire a une droite X()\‘w/ ).

Soit X, (A g4 vy ) cette perpendiculaire.

On aura scs coordonnées par la formule (27) et les

équations
A
Aggvi=1, »}+£:1,
2z .U~l
On trouve ainsi
/ av( i —1
= 2=
[—v
, @7\( v —1)
(32) =T
(A —1)
vy = A—m—
I—

On voit par la que X, est indéterminé si X est a I'in-
fini.

31. Les perpendiculaires abaissées de orthocentre
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O (afy) sur les droites O, A, O, B, O, C qui joignent un
point quelconque O, (2, | +71) aux sommets de ABC,
coupent les cotés correspondants en trois points en
ligne droite.
Si X, @, v sont ces points, on trouve, en eflet,

N 1 ~
A= —> IJ.:(JE, v =
;. %1 P1 T1
d’ott
Ay = =41

32. Equation de la conigue. — Soit O(xyz) un
point d’une conique Q, coupant les cotés ABC en %
ethy, pet uy, vety,.

On a
(33) Tys=—I, huv Ay @qvy =-+1.

Pour que le point O appartienne ala conique Q, il faut
et il suflit queles cotés opposés de I'hexagone

iy Ovyvd

se coupent en trois points en ligne droite. Ces points
sont
A, I ou (ppg, vvp)y (2v, 120), (A, v 0).

Les coordonnées des droites Al et AH sont (8)

Myv(wy—v)yr —1] T — Ay

< ’ ’
Ay — 1 (M—3)y —

ct, puisque ces droites doivent sc superposer, on a

Ayv(p—py)r—1| 1— Ay, .
)\}Ll‘l—l (Vi— &)y — vy

Telle est, en coordonnées segmentaires, 1'équation

de la conique Q.



ou encore

’

L —+ (. + p.,)x——(l -+ L)}
(35) 352 ' v vi

!
+—pp(x— ) (z — hy)=o.

33. Avec huv=1, Ay yv, =1, cette derniére équa-
tion se décompose en les deux suivantes

ct la conique Q se réduit au systéme des deux droites
X(yy et Xy(hppyvy).
Sil’on avait de plus

vp—v
wi(p— )

les racines de cette équation scraient égales a

_ ppr(h —24y)

i — [

-

I . . .
ct ces valeursde x et de - appartiendraient au point XX,

comme on I'a vu (8).

34. Pour que la conique soit un cercle, il faut que

2 2
a g b

c?
(U—A)0—r) (—p)(—py) )\)\,(I—v)(l—-v,)’

et ces conditions sont remplies par les coordonnées du
centre de gravité et de Vorthocentre.
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35. Cercle des neuf points. — On aura son équa-
tion en remplacant dans (35) %, w, v par les coordon-
nées du centre de gravité et A, py, v, par celle de I'or-
thocentre.

On trouve ainsi

(36) g bccosA(é)gl—(/ﬂx——cﬂ);

. +a(bcosCax*+—ar-+ccosB)=o.

36. Conique inscrite dans le triangle de référence.
— Soit une conique touchant les cotés de ABC en

ISV
On a ici
R:)‘h M= U v =V
et, par suite,
Ay = —1,

ou les droites AA, By, Cv sont concourantes, et 'équa-

tion (35) devient
I " ~\2

(37) ;:—p(‘/)\iv’z) .

37. Centre de la conique inscrite. — Ce centre O
est le point de rencontre des droites joignant les som-
mets de ABC aux milicux I, H, K des cotés de huv.

[l a pour coordonnées

1=y 1= -
da—=p) Ya—v) wa—%)

38. Cas de la parabole. — Les droites Al ¢t BH

seront paralléles (13) si
(38) ) NE= =1
et alors le centre O est rejeté a 'infini, ou la conique

se transforme en une pal‘al)ole.
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On arriverait au méme résultat en écrivant que la

droite & P'infini - = 1 — x est tangente i la conique.

T
3

39. Tangente & la conigue inscrite. — Soit la co~
nique inscrite

=—u(h+2+2/X2),

| =

coupée par la sécantey, (A, iy, v) ayant pour équation

En éliminant{ on trouve I'équation
(b po@Eou/IWr+Qp+dp) =o,

dont les racines appartiennent aux points de rencontre
de la sécante avec la conique.
Cette sécante devient tangente si

A
(39) w %‘: =
et cette condition exprime que le point (AR, By,),
soit R, appartient & Au.

Si donce on appelle P et Q les points (B, Cv,) et
(A%, Gyy) le uwiangle diagonal PQR du quadrilatére
circonscrit a la conique est inscrit dans le triangle Auy.

Soit T(x, », z) le point de contact.

Ona
= ke
"
ou (form. 3g)
"
xr = -~
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Les coordonnées de T sont donce
Mort v
A L v

De plus, les droites AP, pQ, vR passent par T. La

droite AP, par exemple, qui a pour coordonndes

1 vy (X -‘-)\1)‘
V1()\+)\1), A ’
coupe 7, au point
Moow v
7’ ?} -V—,

c’est-a~-dirc en T.

40. Si la conique est une parabole, elle admet pour
tangeute la droite a I'infini, et cette droite forme avec
les cOtés de ABC un quadrilatére circonscrit qui doit
jouir des propriétés précédentes.

On aura le triangle PQR en menant par les sommets
de ABC des paralléles aux cdtés opposés, et les coordon-
nées du point de contact T seront

Si done Ay, wy, vy sont les symétriques des points ).,
w, v par rapport aux milieux des cotés de ABC, les six

droites
A)\l, Bfl), CV], PX, Q}J., Cv

scront paralléles a 'axe de la parabole.

Les milieux des trois diagonales d'un quadrilatére
complet sont en ligne droite et, si ce quadrilatére est
circonscriptible a un cercle, cette droite passe par le
centre O.

Coupons le triangle ABC par la sécante oy (A, g1, v4)-
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11 faut prouver que les milieux I, H, K des diagonales
AX,Bu,, Cv, duquadrilatére des quatre droites sont en
ligne droite.
En effel, les cordonnées des points I, H, K, qui sont

1— ) 1
I...... I —_—
‘ ! )\( )\1 —1I
1 I— Wy
H...... it
1 1 # [
(K ...... =% ! v
vy vy — 1
satisfont a la condition (20).
Soit
b
O:— ? y  — g: - =
/] a

le centre du cercle inscrit dans ABC.
Les trois points O, I, H seront en ligne droite s'ils
satisfont & la condition (20), ou si I'on a

1 1—x A
By —1 i 1 {=o0
—b —a ¢ ’

ou
(p—=0)+h(p—c)+hw(p—a)=o,

ce qui est précisément Ja condition (39 ), puisque ici

() () (520
p—c) p—a p—b
La droite IHK ne passera donc par le centre O qu’au-

tant que </, scra une tangente a ce cercle O.
On sait que OIH est la droite de Newton.

4. Conigque circonscrite a ABC. — Coupons le
triangle ABC par la droite 4 (%, @, v). La pascale

AABBCC,
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ou X, montre qu’il existe une conique tangente en A,
B, C aux droites A}, By, Gv. L'équation de cette co-
nique, devant étre du second degré, sera, dans le sys-
Léme segmentaire, I'une des suivantes

g E_‘_x'—-

a
(40) s+ = =1 =1, +
! AT ey

=[,

<=2

KRI>

car si un point O(«, B3, v) parcourt la courbe, on aura,
a ses passages aux sommets A, B, C,

B=mx, Y ==, o=
et, par suite (éq. 40),
a =2, B =y, v=y,

c’est-a-dire les tangentes en A, B, C.
On voit analogie de ces équations avec celles de la
droite ou du point. Elles se réduisent d’ailleurs en

coordonnées normales a la seule

I 1 1

(4n) awr Thyy Tem =0

et redonnent celles du cercle circonscrit, en y rempla-

gant A, @, v par
2’ 2’ a

Il est évident que la nature de la conique doit dé-
pendre de la position occupée par la droite X.

42. Les équations (40), mises sous la forme

expriment que quand le point O(x, B, y) décrit la
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conique (40), le point O, (i, l—p, %), isotomique de O

par rapport au triangle ABC, se déplace sur la droite
v <%: IE’ 5>, isotomique de 7y (X, p,v). Dailleurs,

quand le point O passe par les sommets A, B, C, le
point O, traverse les cOlés opposés a, b, c.

43. E'qualiorzs (tangentielles) de la conique inscrite

a ABC. — Soit le point O(a, 3, v). Le brianchon
aabbcece,

ou O, montre qu’il existe une conique tangente aux
coLés de ABC en a, {3, .

Si une droite 7 (X, @, v) se meut tangenticllement a
cette conique, ses coordonnées variables A, w, v satis-
feront aux équations (40), carlorsque cette droite ¢ se
superpose aux coOtés a, b, ¢, on a

et, par suite (éq. 40),
A=a, p=8, V=2,

On peut donc regarder ces équations comme étant les
équations tungentielles de la conique inscrite.
La parabole sera d’ailleurs caractérisée par I'égalité

1
14— =1,

exprimant qu’elle admet pour tangente la droite & I'in-
fini (1, 1, 1).
L’ellipse tangente aux milieux des cotés de ABC a
pour équation
% +p+1=o0.

Les équations (40) deviennent, en coordonnées an-



gulaires,
)\I 3’ ‘J,, Y' vl al

(42) S+ = =1, g T =1 =+ =1,
o B v v A

et se réduisent a (41), en coordonnées normales.

44. Les équations (40), mises sous leur seconde
forme (n° 42), montrent que quand la droite y (A, u, v)
se meut tangenticllement 4 la conique inscrite, la droite

I I I . . . ~
L <7\’ 5 ;), isotomique de i par rapport a ABC,
. i T 1 . .
tourne autour du point fixe O, (—, T —); isotomique
a’ By

B

de O(2, 3, v). D’ailleurs, lorsque cette droite 7 se su-
perpose aux cotés a, b, ¢, la droite 7, passe par les

sommets A, B, C. (A suiore.)




