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ECOLE NAVALE (CONCOURS DE 1895).
SOLUTION DE LA QUESTION DE GEOMETRIE ANALYTIQUE;

Pir M. E.-N. BARISIEN.

Ouxy ctant dewx axes rectangulaires, et A, A', B
trols points situcs sur ces axes « une méme distance
de lUorigine, disposés comme Uindique la figure

OV —0A—0OB=R
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1° Equation des paraboles circonscrites au triangle
AA'B, en prenant comme parameétre variable le coef-
ficient angulaire m de l'axe

Parchaque point du plan passent deux de ces para-
boles : distinguer les régions du plan pour lesquelles
ces deux paraboles sont réelles.

Le licu des points pour lesquels les axes de ces
deux paraboles sont rectangulaires est une circonfé-
rence (C).

Construire en coordonnées polaires le lieu du pied
de la perpendiculaire abaissée de l'origine O sur les
axes de toutes les paraboles circonscrites auw trian-
gle ABA'.

2¢ Lorsqu'un point M décrit la circonférence (C), le
point de rencontre des axes des deux paraboles pas-
sant par ce point décrit également une circonfcrence.

3° L'hyperbole équilatére, circonscrite au triangle
ABA’ et dont les axes sont paralléles aux axes des
deux paraboles passant par un point M de la circon-
rence (C), passe par ce point M.

L’équation générale des paraboles, ayant un axe de
coeflicient angulaire m, est

(y —mx—=))2=¢g(r+my+ u)
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ou, en développant,
(y —maxp+((2k—om)y —(2hm+p)z+ A—op=o.

Exprimons que cette parabole passe par les points A
et A’: on trouve, en faisant y = o, les deux relations

(1) 2hm —+p=o0,
(2) A2 —pop =— m2R2
On trouve de méme, en exprimant que la parabole
passe par B/, la relation
(3) R2—R{22 —sm)— 1+~ ou=o,
ou, d’apreés (3),
(4) 2k —pom = R(1— m?).

Les relations (1), (2) et (4) permettent de déter-
miner X, p et p en fouction de m.

La valeur de A seule nous intéresse : elle a pour
expression

N — (l——nl")R'
2(1+ m?)

En tenant compte de (1), (2) et (4), 'équation géné-

rale des paraboles devient

(5) (y —ma)2+(t—m?2)Ry — m2R2 = o.
Cette équation s’écrit, cn I'ordonnant par rapport a m,
(6) m2(z*— Ry — R?) omay +y?+ Ry =o.

Done, par un point (x,y) du plan, il passe deux
paraboles répondant aux deux valeurs de m fournies
par (6). Les deux paraboles seront réelles sil'on a

2y —(y*+Ry)(z*— Ry —R?) zo

ou
Y y+r+R)(y—xr+R)-o.
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On voit donc que si le point est a l'intérieur du
wiangle ABA’ ou daus le prolongement des angles de ce
triangle, les paraboles sont imaginaires. Lorsque le
point est dans le reste du plan, les paraboles sont
réelles.

Lieu des points pour lesquels les axes des deux pa-
raboles sont rectangulaires. — Si m' et n/ sont les ra-
cines de (6), on doit avoir

m'm’'=—7
et, par conséquent,
y:+=Ry
T?— Ry — Rz
ou
72+ y2 = R

Le lieu de ces points est donc le cercle de centre O
ct de rayon R.

Lieu de la projection du point O sur les axes des
paraboles. — L’axe d’une des paraboles a pour équa-
tion

y—mz+h=o0
.c’est-a-dire
(1—m?)R
(7) Yo ) O
La perpendiculaire abaissée de O sur cet axe a pour
perp P
équation
(8) my + x = o.

En éliminant m entre (7) et (8), on trouve l'équa-
tion
2 (224 p22+ Ry(y2—a?)=o.
C’est une quartique dont I’équation en coordonnées
polaires cst

sinf) cosa ),

r=

R
5
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Cette courbe fermée a pour axe de symétrie I'axe
des y : le point O est un point triple (*). C'est un tri-
folium dontle rayon maximum de la plus grande boucle

R . ’
est 5ot le rayon maximum des deux autres boucles

R
est — -

36
2° Soient a, ct ¥, les coordonnées d'un point M de
la circonférence (G). On a donc

(9) rt+yi =R
L’équation (6) devient alors
m2(r} — Ry —R2)—amriy i+~ Ry, =0
ou, c¢n tenant compte de (g),
(10) m2(y+ R)+omae;— (1 + R)=o.

Si m/ et m” sont les deux racines de (10), les équa-
tions des axes des deux paraboles passant par M sont

, (t—m'7 )R

(1) Y miE e Sy =
— ™R
(12) )‘-m”abw{—(K )

d=m
2(1 4+ m'?)

L’équation (10) fournirait m' et m” en fonction de x,
et yy, et il resterait a éliminer ax, et 3 entre (9), (11)

el (12). On évitéra cette dlimination laborieusc en remar-

(*) Ce trifolium offrc en outre la propriété remarquable d’avoir

son airc ¢quivalente au /)y de P'aire du cercle de rayon R.
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quant que Péquation

(1— m?)R _

(13) y—mx + TEr

doit admetire les racines n et m” de (10). Cette équa-
tion (13) peut s’écrire

(14) 2md3xr —(2y — R)ym*+amx —(2y+ R)=o.

Si m" est la troisiéme racine de (14), on a

. " . 2¥v—R
(15) (m'+=m")+m :—‘y————,
2T
(16) (m' —m"ym"—m'm" =1,
! " " ()‘\y+ [{
7 nmm)m = -~ .
07) o ) 2

Mais, d'aprés (10),

20

m+m' =— \
Y1+ R

m'm’ =—u.

Les équations (15), (16) et (17) deviennent alors

—a2r » 2¥—R

(13 ViER T T T
_I—R
(16) = 2,
, " 2y + R
(17) m ,—_——__i;;—-

En portant la valeur (17) de m” dans (15, il vient

i R 4
(18) }’1-{—“ - x

En comparant (16)" et (17), on a

+R 27+ R
(19) Jimn 2} .

Ty 2
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En multipliant membre a4 membre (18) et (19), on
trouve

R
zﬂ—i—_y’—i——‘,l, =o.

R . . .
C’est un cercle de rayon -, tangent a lorigine.
3

3° L’équation générale des hyperboles équilatéres
circonscrites au triangle AA’B a pour équation

(20) r*—y?+2Bxy —2Ry— R2=o.

L’équation aux coefficients angulaires des axes de cette
hyperbole est

(21) 24 s
m —_— —1 =0
B
d’on
2m
B = .
1— m?

Par conséquent I'équation (20) devient

imay

22 12—yt
(22) 4 11— m?

—2 Ry — R2=o.

Cette hyperbole équilatére a ses axes paralléles a
ceux de la parabole (5).

Or, si on fait 2= R2—)2 dans les équations (22)
ct (5), on trouve qu’elles sont identiques. Donc, si la
parabole (5) passe par un point de la circonférence (C),
Ihyperbole (22) passe par le méme point.



