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DEMONSTRATION D'UNE FORMULE QUI DONNE, SOUS FORME
EXPLICITE, LA RESULTANTE DE PLUSIEURS EQUATIONS
ALGEBRIQUES ;

Par M. H. LAURENT.

Soient fi, fa, ..., fu des polynomes entiers en x de
degré m, choisis de telle sorte que les uw=m" solu-

tions
Ty Tty eeey Tany
Ciy eeey ey ey
71;17 'T‘Zpy LS} T{J,p.

des équations
(1) fl:()v f2=07 fu:()

soienl {inies ct distinctes.

Soient Py Pay oovs Pugay 12 -+ 1 polynomcs entiers en
Xy, Loy « ooy Xy el de degré m également. On pourra
poser d'une infinité de maniéres

(2) ©i=0i(@1j, Taj. o)+ (21— &1)) Qb+ oo+ (Tn—T0 )0,

ko 1.t .
les of; désignant des polynomes de degié m—1 par
rapport aux x; ¢t aux x;j; nous poscrons encore

o i
G P11 @in
i i
Gy < g
— 72 24 Zan 0.
0(x1y Tyy oovy Xyiy Loy o) = ' = O/,
] L’l" 01-
Pn+1 Dnvria o Ya+agn
0(.7,‘“', Taiy o ooy Ly Tajy oo .)= 0,‘/

ct il est clair que 'on peut supposer 8;;= 0;;, mais ccla
n’est pas néeessaire pour ce qui va suivre. Considérons
le déterminant

O=S=0,0... ”P’!"
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¢t commengons par évaluer son degré par rapport a
toutes les variables a; @ le degré de 0;; est évidemment

m—+n(m—r)
et celui de © est en apparence
wlm—+n(m—nj,
mais il est en réalité moindre; pour nous en assurer,
remplagons x;; par a;jt}, les fonctions ;7 prendront la
forme w(t;, t;) et © deviendra
O =S Em(l, ). w(ty, ).
Le degré de Oy en ¢y, £y ... estle degré de O par
rapport aux r;; et nouas atlons Pévaluer : a cet cllet,
posons
G)y=(—1t)(t—t)...(1 — 1),

_ G()
=G’

gvy

La formule d'interpolation de Lagrange donnera

w(t, 1) =k +~o2k ...+ By by,

si dans ces formules on fait t =@y, @sy ..., ay, @4y oo
désignant des arbitraires, on voit que

w(ay, ) w(a. ty) ... w(ay, {,)l
w(ay, 1) wlas ) ... w(ay, ) |
m(ay ty) wmlasty) .. wlay,ty)
G(a;)G(ay)...
(hhr—ay)(tes—asz)... G'(t;)G'(¢y). ..

_ G(a,))G(ag)... Glay) U(t;— ;)N (a;— a;)
"G G () - Gty U(a;—a;)
TN Gay)...Gayp) Nt —t)N(a;—a,)
NG G () Glan Glay) ... G(ay)

== (‘)] Y=
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Remplacons les membres extrémes de cette suite d’é-
galités par leurs degrés relatifs aux ¢; en appelant 6 le
degré de @4, nous aurons

wn(m—ri)=3s,

car I(t;—t,) est égal, & un [acteur constant pres, a
G ()G (£2) . ...

Ainsi O est de degré un(m —u).

Maintenant posons

0(/‘1#,/"2- ---y_fn)7

I)(-I'],.T.z, e, )=

Ty, Loy ooy Tp)
D, = ])(xlia Ty ooos Tty
ct considérons le quotient
@ .
D, D,... D’

le numérateur ct le dénominateur sont de méme degré
i (m—r), O s’annule quand les équations (1) ont une
solution double, le dénominateur Dy D, ... aussi, 0 et
D,D,... sont nuls en méme temps : done O est divi-
sible par Dy D, ..., donc le quotient considéré ne con-
tient pas les ;7. On peut done évalucr sa valenr numé-
rique en donnantaux z,; des valeurs arbitraires solutions
d’équations de degré m. Prenons alors les x;, égaux aux
solutions des équations

3

(3) 91 = 0, Gy = 0, ey Qp =0

f,, se réduit alors a

(8}

[¢)
= '~?n+l(xu'1 Zyiy eee) )‘1'/7

f?u—H(xlia-Tiiv S N

j désignant une quantité indépendante des coeflicients
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de 2,445 on peat done éerire
0 =<p1y (211, Z21y --+) ?/L+—1(1'127 Z2yy eee) e ?n+1(1'1p.» L2189 IRW

A ne dépendant pas de o, 5 done 0, qui est de degré v
par rapport aux co(ﬂicw/lts de Oy Doy eves Dugiy san-
nule quand les éguations

(1) ©1 =0, ©y =0, Cn+1 =0

ont une solution commune, et par suite
0=o0

estla résultante des équations (v).

Il veste 4 prouver que © n’est pas identiquement nul;
mais, avant d’établir ce point, je ferai observer que dans
la pratique on pourra supposcr

J1=(x— 2 (0 —Xq2) oo (X1 — Tym),

‘f/l :(-7'/1—1'/L1>(In“‘-7‘112)'--(1'/1—1‘11/11);
le tableau des oy, sera alors

L1y T2ty ooy Tpay
11y L2ty «eey Tnay

“ey ceny ceey

Pour prouver que © n'est pas identiquement nul, il
sullit de montrer que A n'est pas nul en général; or A
est un déterminant dont I'élément général est de la
forme §,(ay 20y oo oy 2y,), lavaleur de §, élame

ol N "
20 912 - @hn
el N1 ¢
P21 %22 --- Pan

e

(T, Xy ):

! U ol
Yny Yn2 e Cnn

. , . v
les @y, étant censés solutions de (4). Or & est nul pour
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Xy == Ty Lo == Xa. -+ + eXceplé pour /=7 ct alors il se

[‘)(?h?:‘.swn‘?n)J =1,
O( L1y Loy -ooa Zn) |T1=T1,, .

le déterminant A est done égal a Ay A, ... Ay qui n’est

réduit a

pas nul en général.

Maintenant supposons la fonction o, remplacée par
Yz 4 0,44, 5 désignant une arbitraire et 4 une fonction

de degré m; dans ce cas © devient

0O+ 350 +...4 ;y‘ep‘,
ct V'équation

O+ 350,+...—~ 350y =0
. . [}
a pour racines les diverses valeurs que prend — ‘—':f—’

quand on y remplace les & par une solation des équa-
tions (3). Les coefficients de cette équation divisés
par 0, font alors connaitre des fonetions symétriques
des solutions de (3) et en particulier, s1 'on suppose
P=1, 0,4 successivement égal & x4, 2y, coooap, X, L
On pcut ainsi s¢ procurer trés facilement ce que 'on
appelle les fonctions simples et heaucoup dauires.

On voit, en particulier, que les fonctions syméiriques
entiéres des sclutions de (3) ne contiennent en dénomi-
nateur que ©y ct que leur numérateur est entier par
rapport aux coellicients des . Or @, cst la valeur que
prend © quaml on y fait Cppr=1: ¢’est la quantité que
nous avons désignée plus haut par A; elle est divisible
par DD, ... Dy. Rien n'empéche de supposer que I'on
a enlevé ce facteur de @, mais alors , est manifeste-
ment de poids nul et, pour I’évaluer, on peut supposer
les fonctions ¢ réduites a leurs termes de degeé m.

Il est bon d'observer que Von peut déduire de la
théorie précédente Uexpression de ce que I'on appelle
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les polynomes multiplicateurs; il suffit pour cela de
supposer une solution des équations f; = o, fo=o0, ...,
JSn = o variable, en la désignant par x,, xa, ..., Zn,
et cen supposant que @y =Xy, Ly= Loy, ... par
exemple; la quantité © sera alors fonction de ay, x,. ...,
. Or on a, en désignant by, par 0;,
00 06 00
0 = 96, [P Z)?E02+"'+ 0—6; s

cty en remplacant 6, 0., ... par leurs valeurs ui sont
de la forme

; = ).,'1 ?l+)~1'2f5'2+- cey
on a

0 -= ;p,(g“%')q,—&—%}; ).2,—9—...>+....
Les coeflicients de 2y, ., ... dans cette formule sont
¢videmment les polynomes muliiplicateurs.

Supposons @ = o, les équations (4) ont une solution
commuune, mais, le déterminant O érant nul, il doit
exister une méme relation lindaire entre les éléments
d’une méme rangdée : on doit donc avoir des (quantités g,
%y, ..., satisfaisant aux relations

0181+ 0p0+. ..+ OszC.p. =0,
1)21C[+ (Jr_}lz ..+ 0‘_"1’;51. = 0,

.
quand lcs formules (4) ont une solution commune;
dans e cas contraire, les premicres membres des égua-
tions précédentes ne sont pas nuls. On pourra prendre

00 0y oo O

0y; 0sy ... 0y *
=] 0t e

Ous Oy oo Opy

Al

1 00 L)
=‘6<01m.02(—)0:"'>’
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les fonctions £ jouiront alors de la propriéié suivante :
19 Zpseréduira i un pour Iy = X'y, Xy == Laj, « -+
b0 Z.ser c 1> 7 i — . — \
22 $iseranul pour 12 siory =z, , 1o =x4j, ..., ct

,
l'on aura

ces ¢quations, (uand by =0, ly=0, ... font con-
naitre les fonctions  de la solution commune aux
équations (4).

Je ferai enfin observer que, siles mineurs de © sont
nuls, les équations (4) ont une solution double; si les
minecurs du second ordre de © sont nuls, elles out une
solution triple et ainsi de suite. On pourrait, en modi-
fiant un peu cette méthode, indiquer le moyen de cal-
culer la solution commune, mais les calculs théorique-
ment possibles ne seraient d’ancune ultilité en pratique

a cause de leur longucur.

La recherche de la résultante a jusqu’ici éié subor-
donnée a la théoric des fonctions syméiriques; dans ce
qui précede je fais dépendre au contraire la théorie des
fouctions symétriques de la théoric de I'élimination : le
résultat est évidemment plus simple. Mais, méme dans
Pancicnne théorie, on n’était pas parvenu a mettre la ré-
sultante sous forme explicite; on peut combler cette
lacune comme il suit :

Au point de vue pratique, le résultat que je vais
indiquer n’a évidemment aucune valeur, car le calcul
des fonctions syméiriques restera toujours trés labo-
ricux; mais il peut avoir une certaine importance théo-
rique; en tout cas, ¢’est I'expression d’une identité re-
marquable.
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Supposouns que

Z11y  Tate veon o,
ey eeey eeey ey

Zips  Taps  eees Tap

soient les solutions des équations (4). Désignons par
Wy, Wy, W, ..,y 0y les différents termes du produit (en
nombre w)
(+xi+xi+... .+ ) (I +xy+ i+ 2P L
XA+ Zp+ ) +. o277 1)
et par w;jla valeur que prend w; quand on fait x,=x, ,
Xy= Zsj, .... Désignons toujours par A le déterminant
. ,.
fonctionnel de 2y, @, ..., 9, ct par A; la valeur qu'il
prend pour xy = x,j, Xy= Xsj, .... Le déterminant
S Wy, Waay ...y wyy s’annule toutes les fois que deux
solutions des équations (4) deviennent égales et il en
estde méme de Ay Ay ... Ay le carrd du premier déter-
minant est de méme degré : done

(2 opwye.. . ogy)?= G Ay, ... Ay

G désignant une quantité indépendante des solutious
de (4) et par suite ne dépendant que des cocflicients
des termes du degré le plus élevé dans les o. Considé-
rons alors les deux déterminants

| Wy [OPN) Wy
| "7/'1+1 5/‘1H - e oll!-‘—l -
. Ay ' LY ) A
1 N Wya R s , Wya
n? 2 .2 !
In S+ R 7 E8 ’
i Tl Ty i Ty Ti+1 W
| o o o
Tn+ Y1 T+t
[ Ly YRS Wy e S Wy
PoAy Ay Ay

dans lesquels 2!

0.y désigne, pour abréger,

Cart (X1 Taje ooy Thi) €L S Hwywae. ., Wy
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le premicr est égal a

1 2

Prst Patr«o- Phyy
- -+ .

AlAQ..-An ..4__._(1)“0)22...(.0‘“1_,

. P s

leur produit sera donc ¢,,, @&, ... 9%, a un facteur
pres, qui ne dépend que des termes du degré le plus
élevé dans o, 9,3, ..., ©,; en égalant ce produit a
zéro, on aura la résultante, qui est par conséquent

IR 0 e P PRPRRE

| Ao A

D e ...........‘:0,
e e N EoR

| A i

Tous les termes du déterminant sont des fonctions
symétriques, calculables par la méthode de Jacobi. Ce
résultat montre comment on peut arriver de proche en
proche a former la résultante en passant successivement
par des systémes a deux, trois, etc. inconnues.

N . .. . F ,
Les fonctions symétriques de Jacobi 2 & sont en gé-

néral difficiles a calculer; il en est cependant un certain

nombre qui sont nulles, ce qui dispense d’en faire le cal-

cul; il y en a un certain nombre d’autres que 'on peut

encore calculer pratiquement en évitant la méthode de

Jacobi que I'on ne peut pas matéricllement employer.
Posons

q;,-:q;,-(x,j,xgj,...)+(x,—x,,~)9{l+...+(x,,——.z‘,,_,-)<p{n,
i1 Phe -er Phn |
21 Pra cer Phe |,

raad

Il

?21 ?22 cee ?Zu
Si I’on désigne par F une fonction quelconque de x,,

Loy «o.y Tn, de degré inférieur a m ct par F;la valeur
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XII. (Aout 18q3.) 23
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qu'elle prend pour xy = x;, s = si, ..., On aura
F = F151+F2E2+"‘+ F‘LEH,

cn particulier
I = El+52+"'+2ﬂ-‘

Si l’on fait l'identification des deux membres de la
formule précédente, on trouve des formules qui sont
des cas particuliers de la formule de Jacobi.

On peut donner 4 la résultante des équations (4) ou
plutdt aux éléments du déterminant © une forme qu’il
est bon d’indiquer : soit f(xy, xa, ..., x,)un polynéme
enlier, ¢y, Csy - .., ¢, des quantités quelconques. Po-
sons

_ _ o
N STy o

1

, _ - J—— dt
F :/ f(c,—i—t:v,—c,, Co—+ t X3 — Co, ) )
0
on aura

oF b —_—— = -— -
ox; =f Siler+tzi— e, ea+twa—ca, ... dt,
4 0

oF ! B —— —
S =/ fz(cl—&— try—t;, co+ txeg—cy, ...)dt,
2 0

on en conclut

oF oF
(w1 —c1) oz, +(x2—¢2) gz T
Yo — o
= Jif(01+l]']_cl,Cz—f—t.z‘z—cz"_‘)dt
:f(.’/vnxg, .o .)——f(c“cz’ .)

1l vésulte de la que les fonctions que nous avons dé-
signdes par O sont des déterminants fonctionnels, et si
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I’on fait

dt

1
q)l-/:f c?,(x,,-i—t.z',—x,/, x,,—%—lxg—w,,, ..-)T
0

+ Zp+i ‘Pt(xija Tayy oo D

on aura
O(P1yy Payy ooy Py )

0 (0 2y s @0) = (1, To Tn+1)
y Loy ouen

au signe prés.



