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DEMONSTRATION DU THEOREME DE D’ALEMBERT;
Pan M. E. JABLONSKI,

Professeur au lycée Charlemagne.

Jai donné derni¢rement dans le Bulletin scienti-
Jique de M. Lebon une démonstration de ce théoréme
que je croyais nouvelle; M. Brisse m'a fait observer
qu’elle avait éué donuée jadis par Sturm et arrangée
par Liouville. En voici unc autre que je crois préfé-
rable, et qui ne laisscrait rien a désirer si 'on pouvait
établir d’une maniére plus élémentairve le lemme sur

lequel je m’appuie.

Lesye. — On peut toujours trouver dans le plan au
moins une valeur finie de s telle que le module d'un
polynome f(z) prnne une valeur moindre qu'un

nombre donné ¢, st petit qu'il soit.

En eflet, si pour toute valeur de z le module de /(z)

. . . . 1
¢tait supdricur a e, celai dcf( 3

. . ‘e e 1
serait inféricur a o
nombre fixe donné; donc cetle derniére fonction qui est
hiolomorphe dans toute ’étendue du plan serait une
constante, en vertu du théoréme de Liouville. I ¢n
scrait done de méme de f(z), c’est-a-dire que tous les
cocflicicnts scraicnt nuls, sauf le terme indépendant
de z, ce qu'on ne suppose pas.

Turorive. — 87 une cquation algebrique de degré
m —1 admet in — 1 racines, toutc équation algébrigue

de degré m admet m racines.
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Soit
S(s)=Agsm+ \jam=1 o 4+ A\, =0
unc équation algébrique de degré m. L’équation déiivée
J'(z)=ocst de degré m — 1 ct admet, par hypothese,
m—~—1 racines a, b, ¢, ..., L. 8i 'un des nombres f(a),
f(b), f(c), ..., f(I)est nul, le théoréme est démontré.
Sinon soit modf(a)=A 32 0; on peut décrive de a
comme centre un cercle de rayon p assez petit, mais
fixe, tel que dans tout 'intéricur de ce cercle on ait

mod f(5)> %

Done, si I'on suppose, ce qui est permis, que A estle
plus petit des modules des nombres f (@), f(b), ...,
f(D), cetre condition scra satisfaite Jdans tout U'intérienr
de tous les cercles de rayon 3, de centres a,b, ¢, ..., [

et, par (‘()nsé(]m'nl, si pour uu point zon a
\
mod f(5)< —»
2

le point z sera extérieur & tous ces cercles.
Or on a

S(m)y=m\y(s—u)(s—b)...(5—=1);
done, pour tout point extérieur aux cercles s,
mod f(3)> m \,pgm-1 ou P.

On peut ensuite déerire, de Torigine comme centre,
une circonférence de rayon 2’ assez grand, mais fixe, tel
(ue pour tout point extéricur a cette circonférence on
ait

mod f(3)> M,

M ¢tant un nombre donné.
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Donc tout point z tel que f(z) << M est a Vintéricur
de ce cercle o' etles modules de

A A N A O N e

m':
sont tous moindres (u’un nombre assignable M’ fixe.
Cela posé, je puis choisir zy tel que le module de
JS(2¢) ou Ry soit moindre que le plus petit des nombres
A p2 1

M, P, —MmM— -
’ ’ To(m—1) M’ o

il sera intérieur au cercle o ct extéricur aux cercles 535
en particulier Rya <1,

Jefais z = z,4+ N, d’ou

f(so+h)=[(30)+ I f'(50)
hm

h? " h3 ",
+;/(ZO)+ ?.f (L’(])-*“..,—H;’_!’ m( 34

_ ,f(':o) X
VER R

puis i = al

/i Jom .
S (5ot hy= I F./"(:uw 1SS0 e S ’]’

2 m

done
mod f(zy+ k)
ou
(m—1)M
P2

Ry< h2(m —y) W< R = R2x < R.
donc le point z, = z,+ & jouit des mémes propriétés
que z,.

J(51)

Je fais ensuite 2 =z, +k puis k= — %

S
posant Ry = mod f(5, + k),

ctjai, en

Ry < A2(m — 1) M"< R}a < R§3 << Ro(Rp2)2 < Ry
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done le point z, =z, + A jouit des mémes 1)1*4)pri(‘tés
que 5, el zy ot ainsi de suite. Je forme ainsi une suite
de nombres ou points

bien déterminés, tous intéricurs au cercle &' et exté-
rieurs aux cercles a.

Si pour 2 fini. vn a
f(;l )= 0,

le théoréme est démontré.

Sinon la suite sc prolonge indéfiniment ctVon a

mod f(z,) = Ry.

mod /(21 = Ry < Re(Rya),

mod f(3,) = Ry 7 Rg(Ry2)?,
mod f(3;) = R3<< Re(Ry%)?,

mod f{z,)= R << Ro(Ryarn.

Done R, tend vers zéro lorsque n eroit indéliniment.

R, R, R, R

S = Sg— e — e AT
! S S0 fi(=k) J'(3n—1)

qui forme une série Jorsque Ton imagine que n croit
indéliniment,

Ou a, quel gque soit p,

R R
—L < »)Q(R(,z)lli
Sz I
done la séiie est absolument convergente et z, tend
vers une limite finic et bien déternunée ), mais [ (z,)
teud vers £ () @ done f(A)=o.

L’équation admet donc la racine % ct, par suite,
admet m racines.

mod




