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Slllt IJX SYSTÈME ÜE COORDONNÉES TWGEXTIELLES;

PAR M. BALITRAND.
Lieutenant du Góni.'.

Jl arrive souvent que l'équation tangentielle d'une
ï'ourbiî est simple et facile à obtenir, tandis que l'équa-
tion ponctuelle de la même courbe est difficile à trou-
ver et, en outre, compliquée. II est commode alors
d'avoir des formules qui permettent d'étudier directe-
ment sur l'équation tangentielle les propriétés de la
courbe; ce sont ces formules que nous voulons obtenir
pour en faire ensuite quelques applications.

Une droite étant délinie par l'équation

u.r -h vy — i — o.

les coordonnées tangentielles ordinaires de cette droite
sont les quantités u et c ; c'est-à-dire les inverses des seg-
ments qu'elle détermine à partir de l'origine sur les axes
de coordonnées. Mais à cette équation, nous substitue-
rons le plus souvent l'équation

.rcoso -+• y sincp — i = o,

et aux coordonnées // et c. les coordonnées j? et es, que



( " 7 )
nous appellerons coordonnées tangentielles polaires, ou,
par abréviation et quand il ne saurait y avoir d'erreur,
coordonnées polaires.

D'ailleurs, on passe des premières aux secondes par
les formules

COSQ sin»
( i ) u— ' , r = '- ,

P P
et, inversement, Ton passe des coordonnées*polaires aux
coordonnées ordinaires au moyen des formules

Il est impossible de ne pas remarquer l'analogie de
ces formules avec celles qui permettent de passer des
coordonnées rectangulaires (jr, y) aux coordonnées po-
laires (/*, S), et réciproquement,

.r = /• cosQ, j K = ^ s i n 6 ,

V
t a n g O = — ? r2 = x~-\-y2.

On peur considérer Jes coordonnées tangentielles po-
laires à un autre point de vue. Ce ne sont, en effet, autre
chose que les coordonnées polaires ordinaires de la po-
daire de la courbe enveloppée par la droite

T coscp -r y *'m® —p = o.

A. toute équation
ƒ(/?, o) — o

correspondent donc deux courbes, suivant que l'on con-
sidère p et o comme des coordonnées polaires ordinaires
ou comme des coordonnées tangentielles polaires.

FORAI! LES FONDAMENTALES.

Notations. — Soient

// et r les conditions tangentielles ordinaires d'une
droite A qui enveloppe une courbe C ;



p el y les coordonnées langentielles polaires de A, ou
les coordonnées polaires de la podaire delà courbe C;

x et y les coordonnées du point M où A touche son en-
veloppe;

/ et 0 les coordonnées polaires du point M :
ds l'élément de la courbe enveloppe;
s l'angle de deu\ positions infiniment voisines de A,

c'est-à-dire l'angle de contingence de la courbe C au
point M;

p le rayon de courbure de la courbe C au point M.

Les coordonnées du point où la droite A touche son
enveloppe sont données par les dcu\ équations

^ ur -f- t y — i = o.

I r du — y d\ — o,

d ' o ù l ' on t i re

_ dv _ — du
H dv— v dit u <(\ — c du "

de ces équations l'on déduit

. r ( dv d2 u — du d2 c ) , — u( dv d2 u — du d2 v )
dx — ^ , rfy — ^ ^ ,

(u dv—v du)2 * {u dv—v du)1

et, par suite,

J IZI~r~~ J » (di d2u — dud2v) ^u1-^-s 2

( 4 > ds — sJdï2 -f- d\ 2 = . -.—--
( u di — s du )2

L ' a n g l e s s o ca lcu le a i s é m e n t , et l ' on t r o u v e
u (U — t du(5) u1

 -T- r-

Les deux dernières formules donnent alors

<h [ d v c 1 2 u — d u d 2 v ) ( u 2 - r - v 2 ) 2

i 6 I G — - -. j
: \ u ds \ du )-



Coordonnées polaires. — 11 est aisé de passer des

formules que nous venons d'établir aux mêmes formules

en coordonnées polaires. En effet, des relations

COS CS M i l G
U = - , (' — k- ,

P P

on déduit, en supposant que z> est la variable indépen-
dante

, p sincs -+- p' cot<ü

P'1

, p cos o — p' <\no «
_ __ ,

„ _ (p~-+-pp"—'2/>'2)coscp — zpp's'mo

P'
„ _ (p2-\-pp" — '>//2)sincp-+~2/>//coscp_ __

On a alors
dv du î

« d2 v _ p -h p"
do c/cp2 do do2 p

u -T- « - ^ ,

e t , p a r s u i t e , on a r r i v e a u x fo rmu la s t i r s s imp le s

(7) ?=—lp—P*)<
( S ) r/s = os = — ( />-+- />" ) <V'-i.

Enfin 1rs expressions (3) donnent

( x = p co^o—/>'^incj,

r p — y sin o - /? cr)« cp,

p u i s

.r' = — (p —p") ^incp.

v' = (/? -T-p")co^z>,
( I O ) ' '

i x" = — {p - t - p ) s\no — (p - p ) r o s c p ,

' j / ' = (/)'-\-p'" )co<io — (p -T- p" ) ^ in cp.



( )

Les formules classiques pour calculer le ravon de
courbure p et les coordonnées a et [3 du centre de cour-
bure

r'j "—y ' r"

"—y
)

x'y" — y'r"

donnent alors

(7) ,

( i i )

Ces dernières formules peuvent s'obtenir directement
d'une façon très simple. En effet, l'équation générale
des cercles en coordonnées tangentielles ordinaires est

' sin îp — p" co^ o ,

' — / > ' r sin cp.

en coordonnées tangentielles polaires, elle prend la
forme très simple

3 sin cp —p,

qui, diiïerentiée deux fois, donne

— a sin 9 -+- P cos o —p' = o.
—- acoso — p sin G —p" = o,

d'où l'on déduit les relations (^) et( i iV

Remarque 1. — Dans ce qui précède, nous avons
supposé que ^ était la variable indépendante, mais
rien n'empêche de prendre p comme variable} les for-
mules s'établissent tout aussi simplement. Les coordon-
nées du point de contact de la droite A et de son en\e-



loppe sont déterminées par les deux équations

x cos © -h y sin © — p — o,

i
— x sin© -h y cos G , = o,

qui donnent
sin©

.r = z? c o s © — ~ 1
' Ci

cos©
>- = p sin © H ~ •

Pour obtenir la valeur du rayon de courbure et les
coordonnées du centre de courbure de la courbe au
point de contact, nous partirons de l'équation géné-
rale des cercles

p — a cos© -h p sin© — o,

qui, diiFérentiée deux fois, donne

a sin © -f- jj coso -+- — = o,

a cos© -f- 3 sin© '-r- = o ;
r ' ©'3

d'où l'on déduit

I A — — I c o s o - ^ — s i n o I,

' r I / • O" \
! 3 — — sin o - ^ -h c o s * ,

Remarque IL — Les formules ( I O ) peuvent s'écrire

et fournissent une interprétation géométrique évidente
des quantités x' et y\

Remarque TIL — La quantité/?' peut aussi s'inter-
préter géométriquement. Ce n'est autre chose que la



distance PM, du pied P de la perpendiculaire abaissée
de l'origine sur A, au point M où la droite A touche son
enveloppe.

Cette remarque permet d'obtenir l'équation qui
donne les longueurs des tangentes menées d'un point
(.r, y) à une courbe. En eiïet, soit

p = x eo^cp -hjK nn o

F équation du point, et

ƒ(ƒ?, Q) = O

l'équation de la courbe. On en déduit

et, en éliminant /> et cp entre ceks trois équations, on ob-
tient une équation en / / qui est l'équation cherchée.

APPLICATIONS.

supplication aux courbes algébrique*. — L'équa-
tion générale des courbes algébriques de classe ni s'é-
crit, en coordonnées tangentiellcs ordinaires,

(l'i) a()-+- cpj ( ii, ( ) -i- ' i 2 ( "« r ) -r-. . . f- 'i,,,( M, v) = o,

'j>p(ti< v) désignant un polynôme homogène et de degré/*

en M et e.

En coordonnées tangent iel les polaires, celte équation

s'écrit

r o s c p ^iiicp \ / c o s o s i n o



ou développée

aop
m •+•p / n - ï (a l coscp — bi sincp)

-(ai cos2<p -+- b2 cos o sino
i -f- tf^ co«/w cp -4- b,n

-r- km c o s o s i n m - lo -4- / / M s i n w ' o = o .

Si, dans l'équation (i4)i nous assignons à es une va-

leur déterminée, cette équation a pour racines les dis-

lances de l'origine aux tangentes paiallèles à la direc-

tion ^ -h cp. Celle équation donne

On en déduit

i i
2 / / — — cos o H si no

<7() * «y

et, par suite,
Xyo H- 2 / / = S (ƒ? H - /?' ) = o ,

d'où ce théorètne, du, croyons-nous, à Duhamel :

THÉORÈME. — Si Von mène à une courbe algébrique
de classe m les tangentes parallèles à une direc-
tion A, la somme des rayons de courbure aux points
de contact est nulle.

Des formules (()) on déduit ensuite

«0 <*0

v x — — - - ,

de même



THÉORÈME (CHASLES). — Le centre des moyennes
distances des points de contact des tangentes paral-
lèles à une direction A reste fixe quand A varie.

Les formules (i i) donnent de même

cl, si l'on appelle a,, et ®jn les coordonnées du centre de
courbure d'ordre zz, on a également

« 0

THÉORÈME. — Le centre des moy ennes distances des
points de contact des tangentes parallèles à une direc-
tion coïncide avec le centre des moyennes distances
des centres de courbure aux points de contact, et plus
généralement avec le centre des moyennes dislances
des centres de courbure d'ordre n correspondant aux
points de contact.

Le point (2jr = -> 2j) = — — J, ou point de

Chasles, disparaît si a() devient nul, c'est-à-dire si la
courbe est tangente à la droite de l'infini. Son équa-
tion

aop -4- ai eosep -\- bx sin» = o

ne dépend que du terme constant et des termes du pre-
mier degré de l'équation

' ( f ( ) h ƒ ( / , r )—o.



11 reste doue le même pour une foule de courbes
liées à la courbe ( i3) , et eu particulier pour toutes les
courbes homofoeales à la courbe ( i3) . En effet, l'équa-
tion générale de ces courbes est

F/M-2 désignant un polynôme homogène et de degré
/// — 2 qui, décomposé en groupes homogènes, s'écrit

En coordonnées tangentielles polaires, l'avant-der-
nière équation s'écrit

,. / c o s o sincpX i „ / c o s o s i n o X
tm > L ) H ; r „ ,_ 2 - ? ) = o ,

\ / ; P I P 1 \ P PI
ou développée

/ aop
m-\-pm ~l cpt (coscp, si nep )

1 -f- pm-2\®9( c o s o , s i n o ) -f- '1/,, 1 - h . . .
0 5 )

j -h/> [cp/;i—i (coscp, sin cp)-
' -+• <pm( coscp, sincp)-f- ^ / w _ 2 ( r o s ' ^ , sin o ) = o .

Cette équation nous montre que le point de Ghaslcs
est le nienie pour la courbe (i 5) que pour la courbe (î3),
quels que soient les polynômes A.

THÉOKÈUK. — Le point de Cliasles d'une courbe C
de classe m reste le même pour foutes les courbes //o«
mofocal es à la, courbe C.

On peut encore démontrer directement et de la façon
la plus simple le théorème suivant :

Le point de Cliasles coïncide avec le centre des
moi ennes distances des m fo^ ers iêe/s de la courbe ( 13 ).

E n e l î ' e t , s i ( a ' i , yK ) , (*r 2 , j a ) > • • • -, («*'/»? y m) s o n l ' e s

c o o r d o n n é e s d e m f o y e r s r é e l s , l ' é q u a t i o n ( i 3 ) p e u t s e



mettre sous la l'orme

! — i ) ( « r , + vj 2— i ) .

— ( / / 2 H - r 2 ) F „ , _ 2 ( M , c ) — u,

puisque c'est l é q u ilion générale des courbes de elas.se /;/,

qui ont pour foyers r é r k les points (.r, ,jTj ), ('r.2, ) 2), • •*

( i f l M ) m ) et sous celle forme la proposition est évi-

dente .

L'équation ( i5 ) peul conduire à d'autres consé-

quences intéressai) tes.

En effet, si dans l 'équation ( i 4 ) uous faisons ƒ> = o,

nous obtenons l 'équation

^/„(cosep. MH cp)

' -l'i — „ , ^ i n / / ? o —: <>.

qui nous donne les valeurs de s pour 1rs langcnles à l«i
courbe C issues de ro i i» iue .

liaisons de même \> ~- o dans l'équation (J ~> ), noih
obtenons

' ^ „ / ( c o ^ c p , s i n o ) -T- ^ / ; , _ 2 ( ( ' O ^ ç > . ^ i n c p )

= am c o s / w c p + ^>/w Co**7'1"1 cp s incp - t - . . .

- h km COscp « ; m ' « - i o -L- / / ; J b i n ^ c p

Pour rendre cette dernière équation homogène en

sincp et cos y, il nous sullit de multiplier par
M i l 2 tp -f- (M)s-cp = l

et nous obtenons alors

\ + ( f / H + c'm_*-\- a'in_2) cov» 2cpsin2cp-+-

Appelons cp,, cp2n . . . , '$m les racinrs de celle équa-



lion; ce soul les angles que font a\ec Üx Jes tangentes
à la courbe (i 5) issues de l'origine.

On a, d'après une formule bien connue,

ngu i H- <p2H-. . . + ym)
__ S t a n g g t — S t a n g <pt t a n g o 2 t a n g o ^ - f - £ tang<pi t a n g e p , . . . t a n g c p 5 — . . .

x i — £ tangep! tangcp2 -+- S t a n g o j tangep* tangcp3 tangept—

Or l'éqnation (ifi) donne

X tangrpi Iango2 =

X tanii o ! tangcp2 tangcp-j - -

X lang©! t a l i g e tango :{ lang'pv ~

' /»ƒ i A i » i 6) 1 A ffj , ->

X t a n g o ! t a n g o 2 t a n g o 3 tangcp4 t a n g ç > 5 = - ' " 's '" j - — > ^ — ^

P a r su i t e ;

t a n »

t an » 4- o2 + . . . — 9,„ ) = -. . . — ,
' m ~ ~ J m~^~ 'l m • • •

C'est le même résultat que si l'on avait calculé
tang (O| -h ©o H~ • • • "+~ '-?/// ) a u moven de réqualion ( 14'V
ï)'où ce théorème :

THÉOUÈMK. — ó/j, par un point (), / 'o// mène les
tangentes à une courbe C f/tf classe ni, la somme des
angles qu<> font ces tangentes avec un axe fixe reste
constante pour toutes les courbes liomofocales à la
courbe C. En particulier, celte somme est égale à celle



que f ait avec le même axe les droites ijui joignent le
point O aux m foyers réels de la courbe C.

Ce théorème n'est qu'une généralisation d'une pro-
priété bien connue des sections coniques : Les couples
de tangentes menées d'un point fixe à un système de
coniques homofovales admettent les mêmes bissec-
trices.

Propriété qui n'est elle-même qu'une extension du
théorème suivant :

Les tangentes menées à une conique à centre par un
point fixe sont également inclinées sur les droites qui
joignent ce point aux foyers.

Nous venons de voir que les angles que font avec
axe des x les tangentes à la

sont données par l'équation
l'axe des x les tangentes à la courbe issues de l'origine

(17) <pm(cos<p, sincp) = o.

Les longueurs *de ces tangentes s'obtiennent par la
formule

p'=--?'->

où il faut remplacer cp par les m racines de l'équa-
tion (17). Cette relation a été obtenue en différent]ant
l'équation (i/f) e t e n y faisant ensuite p = o.

La valeur du rayon de courbure au point de contact
de Tune des tangentes issues de l'origine est égale, en
vertu de la formule (7), à —ƒ/', puisque p = o. L'équa-
tion qui donne les valeurs du rayon de courbure pour
les points de contact des m tangentes issus de l'origine
est alors



où Fou doit remplacer cp successivement par les m ra-
cines de l'équatiou (17).

Enfin, l'on peut observer que, pour avoir les tangentes
communes à la courbe ( i4) et à un cercle qu'on peut
supposer avoir son centre à l'origine, il suffit de donner
à py dans l'équation (14)^ une valeur déterminée.

Les remarques précédentes peuvent servir à établir
certaines propriétés des courbes algébriques, mais nous
ne nous y arrêterons pas.

Revenons à la formule

_ ai b\ .
£ ƒ ? = / > i ~ h / ? 2 - H . • .-+" p,n = " COSCp S111CÖ.

Nous savons q u e / ? , , / > 2 ) . •• ,ƒ?/« sont les distances
de l 'origine aux tangentes à la courbe (14) parallèles à

la direction - -f- «5.
'i k

Posons

(18) mp — fi -t-/?2 -+-• • '-r-Pm = cosep sincp;

p et & sont alors les coordonnées polaires du centre des
moyennes distances des pieds des perpendiculaires
abaissées de l'origine sur les tangentes à la courbe (i4)>

parallèles à la direction ~ - j - s.

En passant aux coordonnées rectangulaires, l'équation
précédente devient

C'est l'équation d'un cercle. Le point diamétralement
opposé à l'origine est précisément Je point de Chasles,
Comme l'équation du cercle ne dépend que du terme
constant et des termes du premier degré de l'équa-
tion ( i3) , elle reste Jamême pour toutes les courbes lio-

Ann. de Mathémat., 3e série, t . XI I . ( Jui l le t 1893.) 2O



mofocales à la courbe ( i 3 ) . On a donc le théorème sui-
vant :

THÉORÈME. — Si Von considère une courbe algé-
brique C, et si d'un point O Von abaisse les perpendi-
culaires OA,, OAo, . . . , OA/w sur les tangentes à la
courbe parallèles à une direction A, le lieu du centre
des moyennes distances des points A f, A2, .- . , A7W,
quand A varie, est une circonférence qui reste la même
pour toutes les courbes homofocales à la courbe C.

Ce théorème n'est que l'extension aux courbes algé-
briques d'une propriété du cercle que l'on peut énoncer
de la manière suivante :

Considérons un cercle C et un point O; menons au
cercle deux tangentes parallèles> et abaissons du
point O /e.ç perpendiculaires OA<, OA2 sur ces tan-
gentes. Le milieu du segment À1 A2 décrit une circon-
férence qui reste la même pour tous les ceicles concen-
triques au cercle C.

De la relation (18) on déduit

) COS2Q — — ~ ~ COSCÛ sino-f- ( — ) sin2o,
aj al • \a0/

et, par suite, l 'équation ( i4 ) donnant

ïiPiPv — — CO«2CD H COSQ sm o -t sin2 o,
fi,) <72 ' ' C70

= ( £ / ? i ) S - 2 S

a?
cos2co -h 1 ; coso sino H * -—-— sin2o

a 2 û
= V cos2<p -+- 1B coso sin o -h G s in 2 o.

En posant

tnp'1 = X/)2 = V co^2o -4- •> B co«o sino -f- G sin2 o.



( 7 )
le point fjui a pour coordonnées polaires p et cp décrit
une courbe qui en coordonnées rectangulaires a pour
équation

Cj2 = o.

Cette courbe n'est autre chose que la podaire de l'ori-
gine par rapport à la conique qui a pour équation en
coordonnées tangen tielles,

À ii* -\- x B uv -4- C e2 — m = o,

comme il est facile de le vérifier. Donc :

THÉORÈME. — Si d'un point O Von abaisse les per-
pendiculaires OAj, OA2> • • •, OAm sur les tangentes à
une courbe C parallèles à une direction A et que Von
prenne le point A déterminé par la relation

le lieu de ce point quand A varie est une courbe qui
coïncide avec la podaire du point O par rapport à une
conique ayant pour centre le point O*, autrement dit,
si par le point A on élève une perpendiculaire à la
droite OA, l enveloppe de cette droite est une conique
ayant pour centre Vorigine.

L'équalion (i4) nous fournit encore la relation

et, en posant

P Pi ~*~ Pi Pm

le point (/?, o) décrit une courbe qui, en coordonnées
polaires, a pour équation

m _ rt/w_iCos'H-1 o -h bm-\ cos'"~2cp sincp -h . . . -+- /i-/w_! sin '""1

/> ~~ <tm cos '"o-!- A,,, cos '" - 1 'i sin o H-. . .-f- /,„ sin/;/cp



( * * )
et enrcoordonnées rectangulaires

•+- m(amyn -h bmy™-ix -+-. . .+ lmx™)^ o;

d'où ce théorème :

THÉORÈME. — Si d'un point O Von abaisse les per-
pendiculaires OA<, OA2, . . . , OAm sur les tangentes
à une courbe C parallèles à une direction A, le centre
des moyennes harmoniques A. des points A,, A2, . . . ,
Am décrit, quand A varie, une courbe d'ordre m-\- i
passant par les points cycliques, ayant à l'origine un
point multiple d'ordre m et admettant, comme tan-
gentes en ce point, les tangentes à la courbe C issues
de Vorigine.

Si la courbe C est un cercle, le lieu du point A est
une cubique circulaire unicursale droite, et, réciproque-
ment, il est aisé de voir que toute cubique circulaire
unicursale droite peut être obtenue par ce mode de gé-
nération.

11 existe une classe de courbes algébriques qui jouis-
sent de propriétés intéressantes et que nous voulons si-
gnaler; ce sont celles dont les tangentes parallèles à une
direction A se divisent en couples tels que le produit
des distances à l'origine d'un couple de tangentes soit
constant et égal à R2. Mais auparavant nous allons indi-
quer quelques propriétés de la transformation, suivante,
dont le lieu avec notre sujet est manifeste :

Étant donnée une courbe C de classe m, on mène la
tangente à cette courbe en un point M et sur la per-
pendiculaire OP abaissée d'un point jixe O sur cette
tangente on prend une longueur OP< telle que

OP x OP, = R2;



étudier la courbe enveloppée par la parallèle à la
tangente menée par le point P,.

On voit que, les courbes C et C4 étant polaires réci-
proques par rapport aujcerele de rayon R et de centre O,
la transformation peut être ^définie de la façon sui-
vante :

Etant données deux courbes polaires réciproques C
et Ci, étudier la courbe enveloppée par les droites
menées par les différents points de CM parallèlement
aux tangentes à la courbe C aux points correspon-
dants.

Les coordonnées tangentielles polaires des droites
PM et P4 M| sont liées par la relatiou

P\ = — > <?i = ? ,

et les coordonnées tangentielles ordinaires par les rela-
tions

II V

qu'il est impossible de ne pas rapprocher des formules
de la transformation par rayons vecteurs réciproques.

Les formules
t # = p c o s o — p's\

(9) . ,
/ y = p sm o -h p coscp,

donnent pour les coordonnées du point M, où la droite
P< M, touche son enveloppe

T\ = —-(pcoso — z/sinç),

Vi = — (/?sino —//cos o).

et, par suite, en appelant /' et /*, les rayons vecteurs des



points M et M|, on a

d'où

on voit aisément en faisant la figure qu'il faut prendre

le signe —, et, par suite, l'on a

'" P

d'où la construction très simple suivante :

Pour avoir le point oit la droite P |Mj touche son

enveloppe, mener la droite OM qui coupe P, M{ en M\,

et prendre le symétrique du point M', par rapport au

point P , .

Le rayon de courbure au point M, est donné par la

formule

c est-à-dire

expression

c'esl-à-dire

< '9)

Mais on

qui

a

pi — —

, après

0 , - =

(p- -+• op'- pp ),

une transformation facile, s'écrit

R̂
P
P\

H2

• = PPI,

= r ^in y.

— r{ ^ i n ^ ,

V désignant l'angle OMP, /< le ravon \eclcur O M r La



relation (19) s'écrit

= o .
sinV

C'est la formule que nous voulions établir.
Revenons aux courbes que nous avons signalées plus

haut, et remarquant que ce sont des-antipodaires de
courbes auallagmatiques., nous conviendrons de les
désigner sous le nom d:anallagmaliques tangentielles.
Tl faut rappeler que le type général des équations de
degré /?/, réciproques suivant le module R2, c'est-à-dire
telles que les racines se divisent en couples dont le pro-
duit soit égal à R2, est

\ aK)x
m -+- a1x

m~l -h a2x
m~'2 - + - . . .

( 2 1 ) '
( -H R'"-^a2;r

2-+- R'«-îa1.r + R"'a0 = o,

de telle sorte que l'on a, en général,

ap = R'«-*/'a,„_S/„

c'est-à-dire que les coefficients équidistantsdes extrêmes
sont égaux à une puissance de R2 près.

Il faut de plus que m soit pair, puisque les racines
vont par couples. Posons donc m = 2u. L'équation

so , sin<p)-t-. . .
2)/>2cp2(cosQ, sincp)

sincp)-+-R2H-a0=: o

ou, en coordonnées tangentielles ordinaires,

) ( ^2 _u vl y?.- 1 çpt ( u^

H- Cp2 ( W, (.' ) - t - cp ! ( M, P ) -f- a ( ) = O

représente une famille d'anallaginatiques tangentielles
de classe m. Mais ce ne sont pas les seules anallagma-
tiques tangentielles de classe m. En eiïet, l'équation

p1 ç,w_2( ros9, MIT îp) -l- p^m -xCcosîp, sincp)
- - H2o,, ,-2 (co^'v. ^ ino ) — o



ou bien

(22) R2(W*H-V2)O//i-2(M, *>) -+• ?m-l (w, ^)~+- '?/«-j(w, ?)

représente encore une famille de courbes de classe m
répondant à la question.

Si l'on suppose que u et i>, au lieu de représenter les
coordonnées d'une droite, représentent les coordonnées
d'un point (x, j^) , l'équation (22 ) devient

l\*(x*-+~y*)Qm-<i(x, y) 4-<p,/t-i(ar,,x)H- om_2(#,jK) = o.

Ces courbes, transformées par dualité des courbes
(29.), ont été rencontrées par M. Picquet [Comptes
rendus de VAcadémie des Sciences, t. LXXXV1I,
p. 46°)• C'est M. Picquet qui a montré le premier
que : « outre les courbes du quatrième degré qui pas-
sent deux fois par les points cycliques, courbes désignées
par les géomètres anglais sous le nom de quartiques
bicirculaires, qui sont les seules courbes anallagmatiques
de ce degré qui ont été considérées par les savants qui
ont traité de ce sujet, il convient encore de ranger dans
cette catégorie les courbes du quatrième degré qui ont
un point double et dont les quatre points à l'infini sont
les points cycliques une fois et les deux autres respec-
tivement sur les tangentes au point double. »

De même, les anallagmatiques de quatrième classe se
divisent en deux familles qui ont respectivement pour
équations

j ciop* +/>39i( cosep, sincp) -f-/?2cp2(coscp, sincp)
/ -f- R2/?cp1(coscp, sincp) -h a0 K* = o

et

\ p% ^2(CO«Q, sino) -hpo^t coso, sins)
( '2 \ ) ' ' " ' * ' *

f -1- R2cp2(co*-c5, sin o ) — o



ou, en coordonnées tangentielles ordinaires,

a0R4O2 -t-^2)2-+- R2(u'i-ï-vt*)ol(u, v)
(25)

-h © Î ( M , v) -f- cp,(w, v)-h a0 = o,

(26) R 2 O 2 - h ^2)cp2(?^, ^) -+- cp3(w, p)-+- cp,( w, v) = o.

Les premières correspondent aux quarliques bicircu-
laires. Les autres sont caractérisées par les propriétés
suivantes :

Elles sont bitangentes à la droite de l'infini et ont

un foyer tel que les tangentes issues de ce point vont

passer par les points de contact de la courbe et de la

droite de l'infini.

Comme cas particulier de l'équation (24) considérons

l'équation

I /?2c?2(coscp, sino) -f-/><?!(coscp, sincp)

( -+- R2cp2(coscp, sincp) = o.

Soient/?, et p2 les racines de l'équation (24') et po-

sons ip = p{ -Hp2 . On a

O| (coscp, sincp )
cp2(coscp, sincp)

ou, en coordonnées tangentielles ordinaires,

(28) ( II2 -h V-) Oj (il. V) •+• '1O*(U, V) = O.

Mais si nous supposons que, dans les équations (24')
et (27), p et cp désignent des coordonnées polaires ordi-
naires, ces équations représentent des courbes qui ont
pour équations en coordonnées rectangulaires

(29) O2-f-.X2)rf2O, j)-^(^2-+-JK2)?i(^5JK)-h R2cpO,j) = 0

et

(3O) 2?2O,.r)-^ ?l(a?
îJ'') = °'

L'équation (28) est l'équation tangentielle de la dé-



férente de l'anallagmatique de seconde espèce (29) ou de
Tantipodaire de la conique (3o).

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :

Si l'on considère l'aiiallagmatique (24') du qua-
trième ordre et de seconde espèce, le lieu du milieu de
la corde qui joint deux points correspondants est une
conique qui passe à l'origine et dont les points à Vin-
fini sont sur les tangentes à Voiigine à l'anallagma-
tique. La déférente est une courbe du quatrième ordre
et de troisième classe, cest-à-dire une quartique à
trois rebroussenients. C'est Vantipodaire de laconique
précédente. Elle a pour foyer Vorigine et elle est bi-
tangente à la droite de l'infini aux points situés sur
lts tangentes à l'origine à Vanallagmatique.

QUELQIES COURBES CÉLÈBRES.

Courbe p= ao. —Considérons la courbe dont l'équa-
tion est

( 3 1 ) p = a cp.

Pour reconnaître la nature de cette courbe, le moyen
le plus simple consiste à recourir aux formules (11) qui
donnent

a — — a s i 11 cp,

J3 = a eoscp ;
d'où

0^-4- ^ = a*.

La courbe est une développante de cercle et comme
lYqiiatioii (3i) en coordonnées polaires ordinaires repré-
sente une spirale d'Archimède, on a ce théorème :

La podaire de la développante d'un cercle C par
rapport au centre du cercle d est une spirale d 'drchi-
mède avant pour pôle le centre du cercle C.



Courbe ƒ > = - . — Cette courbe est Tantipodaire

d'une spirale hyperbolique; on voit encore que les tan-
gentes de cette courbe sont les transformées par rayons
vecteurs réciproques des tangentes d'une développante
de cercle, la transformation étant celle que nous avons
définie plus haut.

On sait que la propriété caractéristique de la spirale
hyperbolique

a
O)

est d'avoir une sous-normale constante, propriété
exprimée par la formule

De même de l'équation p = - on déduit

,p) = « '
d'où

Ou a ensuite

x = — (cp coscp -r- sincp ),

y = -2- (cpsincp — c o s c p ) ;

(o s in « *> cosc t ).

c^2

a

et, par suite,
1 =z — ( 1 -u o^ ), P

/• — —

4



( 28o )

formules qui permettent de déterminer le point M où
la tangente touche son enveloppe, et le centre de cour-
bure au point M.

Courbe p = aé*. — De l'équation

(32) p

qui représente une spirale logarithmique, on déduit
immédiatement

p p" =. ae?, . . . ;

d'où

On a ensuite

x = a e ? ( c o s o — sincp),

(33) \~ K i h

i a = — «e?(oo^cp -h ^incp),

f 3 = <7^?(cosrp — s i n r j .

On en déduit, en désignant par /• le rayon vecteur
d'un point de la courbe,

d'où
/• = p/î.

Les formules (33) donnent ensuite
ri = x n ce == —jK-

L'équation
?̂

représente évidemment aussi une spirale logarithmique
et les coordonnées (x,y) d'un point de cette nouvelle
courbe s'expriment par les formules

x = c/e~?(sino -h cosep),

X — a C~:Y( '-incp — ro^cp).



( «8, )
Des formules précédentes résultent la plupart des

propriétés de la spirale logarithmique.
Tout d'abord on voit que les formules

x
— = e?(coscp — sincp),

2. — e?(coso -+- sino)
a 4

représentent une spirale logarithmique (Journal de
Mathématiques spéciales, p. 172).

Dans la spirale logarithmique, les rayons vecteurs
qui partent du pôle coupent la courbe sous un angle
constant.

Le rayon de courbure de la courbe en un point est
égal à deux fois la distance du pôle à la tangente en ce
point.

La projection du rayon de courbure sur le rayon vec-
teur est avec lui dans un rapport constant.

Le lieu des extrémités de la sous-normale polaire
coïncide avec la développée de la spirale logarithmique.

La développée, la podaire, Tantipodaire, la polaire
réciproque, la transformée par rayons vecteurs récipro-
ques d'une spirale logarithmique sont des spirales lo-
garithmiques.

Courbes pm= am ûwmo. — De cette équation on
déduit

et, par suite, en appelant \ l'angle sous lequel le rayon
vecteur coupe la courbe au point M, on a

tangV = — = tangm<p;

d'où
V = /n©,

cVst-à-dire que l'angle V varie proportionnellement



à cp. « La courbe s'infléchit d'un mouvement uniforme
sur le rayon vecteur quand celui-ci tourne lui-même
d'un mouvement uniforme. y> (Nouvelles Annales, i883,
P- '>8.)

Ce résultat était d'ailleurs évident, puisque la podaire
d'une spirale à inflexion proportionnelle est une spirale
de même nature.

Le rayon de courbure donné par la formule

est égal à
. ! -

o = ( m — 1) a Pin"1

formule qui peut s'écrire

_ (m — \)p
_

Mais si l'on appelle N la portion de normale com-
prise entre la courbe et la perpendiculaire au rayon
vecteur au pôle, on voit facilement que l'on a (Nou-
velles Annales, 1883, p. 126)

p = ( m — i

Cette propriété peut servir à déterminer le centre de
courbure de la courbe en un point.

APPLICATIONS DIVERSES.

Théorème fondamental de la théorie des dévelop-
pées, — En désignant par ds et rli les différentielles
des arcs d'une courbe et de sa développée, on aies for-
mules

ds
1 do

ds = — (p-+-p")do,



d'où
drs __ dp

do do '

drs — dp = o,

er— p = cons t .

Cooi données intrinsèques, — La position d'un
point M sur uue courbe C est fixée, si l'on connaît la
longueur de l'arc qui sépare le point JM d'une origine
fixe O, choisie sur la courbe, c'est-à-dire la distance du
point M au point O évaluée sur la courbe. Le rayon de
courbure p de la courbe au point M est une fonction de
l'arc OM =.ç,

p = o(s).

Cette équation est l'équation intrinsèque de la courbe;
intrinsèque, parce qu'elle permet d'étudier les pro-
priétés de la courbe sans l'intervention d'aucun élé-
ment extérieur.

Quand on connaît l'équation tangentielle polaire
d'une courbe, il est facile, au moins théoriquement,
d'obtenir son équation intrinsèque. En effet, soit

ƒ>=ƒ(?)

l'équation de la courbe. On aies relations

ds = p^/o,

d'où l'on déduit

ds = -{p -+-P") do = - f(o) do -ƒ"(<?) do,

* = -ƒƒ(?)<*? -ƒ'(?);

en éliminant z> entre cette équation et l'équation qui
donne p, on obtient une relation entre i et p, c'est-
à-dire l'équation intrinsèque de la courbe.

Prenons comme exemple la courbe enveloppée par



une droite de longueur constante dont les extrémités
décrivent deux droites rectangulaires; c'est-à-dire une
hypocycloïde à quatre rebroussements.

Son équation, facile à obtenir, est

p — R sin2cp;
on en déduit

p = — (p -*-ƒ/')= 3 R sin2cp = 3p:

d'où ce théorème :

Le rayon de courbure de Vhypocycloïde à quatre
rebroussements en un point est égal à trois fois la
distance du centre de la courbe à la tangente en ce
point. (Voir Nouvelles Annales, 1886, p. 278. Le
théorème est attribué à M. Lamarle.)

On a ensuite

S—— / R

= — 2 R cos-ïcp,

p = 3 R s inacp;

par suite,
4 2 2 = 9R2 :

c'est l'équation intrinsèque de la courbe; les arcs sont
comptés à partir du point qui se trouve sur la bissec-
trice de l'angle j Ox . L'arc compris entre deux points
de rebioussements est égal à 3R, d'où ce théorème :

La longueur de l'hypocj cloïde à quatre rebrousse-
ments est douze fois le rayon du cercle inscrit.

L'équation
p = R siii2o

représente en coordonnées polaires ordinaires la po-



daîre de l'liypocycloïde par rapport à son centre; c'est
une rosace à quatre brandies.

Comme second exemple, prenons l'hypocycloïde a
trois rebroussements. Son équation tangentielle est

On y arrive facilement en la considérant comme l'en-
veloppe d'une droite dont le milieu de la portion com-
prise entre les axes décrit le cercle qui a pour équation

x2 -{-y2 — '

En coordonnées tangentielles polaires, l'équation
précédente devient

p = 4 R sin2cp cosep = 'iRsinstcp cos s,

ou par une transformation facile

p = R(coscp — cos3o).

On a par suite

p'z=z R(— sincp -+- 3sin3o),
p" = R (— cos 0 + 9 cos 3 o) :

d'où
p = — 8R cos3cp,

.ç=—8R / cos3o=— ? Rsin3o

et, par suite,

c'est l'équation intrinsèque de l'hypocycloïde; l'origine
est un sommet de la courbe. La longueur d'un arc com-
pris entre deux points de rebroussement est — R, d'où
ce théorème :

La longueur de Vhypocycloïde est seize fois le
rayon du cercle inscrit.

Ann. de Mathémat., 3' série, t. X. (Juillet 1893.) 2r



( ',86 )

Les formules
p — R(coscp — cos'icp),
p = — 8 R cos 3?

donnent

p — R COSC5 = '

De là résulte le théorème suivant, dû à M. de
champs (Journal de Mathématiques spéciales, 1884 ) :

Le rayon de courbure de l'hypocycloïde à trois
rebroussenients en un point est égal à huit fois la
distance du centre de la courbe à la tangente en ce
point.

L'équation
p = R(coscp — cos3cp)

est l'équation de la podaire de l'hypocycloïde; c'est un
folium double.


