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SUR UN SYSTEME DE COORDONNEES TANGENTIELLES;
Par M. BALITRAND.

Licutenant du Génie.

Il arvive souvent que I'équation tangentielle d’une
courbe est simple ct facile a obtenir, tandis que I'équa-
tion ponctuclle de la méme courbe cst difficile a tron-
ver ct, en outre, compliquée. Il est commode alors
d’avoir des formules qui permettent d’étudier directe-
ment sur 'éguation tangentielle les propriéiés de la
courbe; ce sont ces formules que nous voulons obtenir
pour en faire ensuite quelques applications.

Une droite étant définie par équation

ur —+ v —1=0,

les coordonnées tangenticlles ordinaires de cette droite
sont les quantités w et ¢ cest-a-dive les inverses des seg-
ments qu’elle détermine i partir de Porigine surles axes
de coordonnées. Mais & cette équation, nous substitue-
rous le plus souvent I’équation

TCOST + ysing —1=o0,

et aux coordonnées « ct ¢, les coordonndes p et o, que
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nousappellerons coordonnées tangentielles polaires, ou,
par abréviation et quand il ne saurait y‘avoir d’erreur,
coordonnées polaires.
D’ailleurs, on passe des ‘premiéres aux secondes par

les formules
COSN0 sSImme
(1) U= —", = —"
r P
ct, inversement, I'on passe des coordonndéesipolaires aux
coordonnées ordinaircs au moyen des formules

,
T
Il est impossible de ne pas remarquer 'analogie de
ces formules avee celles qui permettent de passer des
coordonnées rectangulaires (x, ) aux coordonnées po-
laives (r, §), et réciproquement,
x = r cosf, ¥y =rsinb,

tang 0 = %; r2= x4y,

On peut considérer les coordonnées tangentielles po-
laires & un autre point de vue. Cene sont, en effet, autre
chose que les coordonnées polaires ordinaires de la po-
daire de la courbe enveloppée par la droite

TCOSY — ¥ Sinw — p = o.

A toute équation
Jpgr=o
correspondent donc deux courbes, suivant que I'on con-
sidére p et © comme des coordonnées polaires ordinaires
ou comme des coordonnées tangenticlles polaires.

FORMULES FONDAMENTALES.

Notations. — Solent

u et v les conditions tangenticlles ordinaires d’unc
droite A qui enveloppe une courhe C;
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p ety les coordonnées tangenticlles polaires de A, ou
les coordonnées polaires de la podaire dela courbe C;

2 et y les coordonnées du point M ou A touche son cu-
veloppe:

7 et les coordonnées polaires du point M:

ds I'édlément de la courbe enveloppe;

¢ Vangle de deux positions infiniment voisines de A,
c’est-a-dire 'angle de contingence dela courbe C aun
point M;

2 le rayon de courbure de la courbe € au point V.

Les coordonndées du point on la droite A ouche son
enveloppe sont données par les deus équations

\ ur—+i1y —1=o.
()
I rdu —3di —o,

d’ou 'on tire

(3) - dy ¥ —du

~ ., .
wde— ¢ du wds —edu’

de ces équations 'on déduit

dr — c(de d?u— dud?e) dy — —u(de d2u—dud?v)
= (wde—¢duy Y= o du)?

e de

ct, par suite,

- —— (ds d*u—dud?e)yuray?
4 ds =\dr:+dy? = - .
L4 ‘/ (wds — v du)?

L’angle ¢ se caleule aisément, et 'on trouve

e — ¢ du
— .

—~
(D)

u? - 2

Les deux derniéres formules donnent alors

6 s (dv d?u— dud?e ) u?— 92)?
(6 5 — - .

H e vdu-
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Coordonnées polaires. — 1l est aisé de passer des
formules que nous venons d’établir aux mémes formules
en coordonnées polaires. En cffet, des relations

€0S Y sing
U= ——=, [ —J—
P r
on déduit, en supposant que g est la variable indépen-
dante
w=—2 Sing + p'cosy
pr
s __ prose—ping .
o=
. (p*4+pp'—ap'?)cosg—app’sine
U =— T )
p (p2-+pp"—»p'?)sing+2pp’cose
= — .
Iz
On a alors
dv du 1
—p L
dy dy p?
de d*u du d?v p-+p’
grgoer v __ PP
do dyp? dy do? 7

—_— I
\/u'-’—i— 0= —
l)
ct, par suite, on arrive aux formules uds simples

(7) g==(p=r").
(%) ds =oe =—(p 4+ p"rde.

Enfin les expressions (3) donnent

{ r=pcosec—ping.

ta) { p=2ysing - p'coszy,
puis
x'=—(p—p")sing.
‘ y'= (p-+p")coss,
te ( 2"=—(p'+p"rsing —(p - p')coss,
¥y = (p4p")ycose—(p-+p')sing.
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Les formules classiques pour calculer le rayon de

courbure 3 et les coordonnées « et 3 du centre de cour-
bure

Jw

(2'2— y2)2
f:]‘—‘——',],”_}/l‘”'
Y2 +y'2) — X2 — '
X A= ) — P =~
r'y"—3y'r ! 'y —yr

donnent alors

(7), p=—(p—r)
a=—p'sing — p"cosg.

(1) " , v
f= p'coso—p'sinc.

Ces derniéres formules peuvents’obtenir directement
d'une facon trés simple. En effet, I'équation générale
des cercles en coordonnées tangentielles ordinaires est

2

(va—+v3-—-1)%

O

I
u? - v’

en coordonnées tangenticlles polaires, elle prend la
forme wrés simple

o =acose + 8sing —p,
7 :

.
qui, différentiée deux fois, donne

—asing + B cose—p' = o.

—2c0so — Bsineg — p" = o,
d’ott Von déduit les relations (7) et (11).

Remarque 1. — Dans ce qui précéde, nous avons
supposé que » ctait la variable indépendante, mais
rien n’empéche de prendre p comme variable; les for-
mules s’établissent tout aussi simplement. Les coordon-
nées du point de contact de la droite A et de son enve-
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loppe sont déterminées par les deux équations
Z oSO + ) sine— p = o,

. 1
—x sinY + ¥y cose — —, = 0,
: : o

qui donnent

< sing
r = pcose — -
P ; P
. cos®
¥ =psino + o

Pour obtenir la valeur du rayon de courbure ct les
coordonnées du centre de courbure de la courbe au
point de contact, nous partirons de 'équation géné-
rale des cercles

p =2cosg+ Bsing—o,

qui, différentiée deux fois, donne

. 1
a2 sine + fcoso + — =o0,
7 : b
0o ¢ .
2¢08¢ + B sing — Lo =o0!

d’ou 'on déduit

I C"” A\
\ a6 = — <('0~c 5 SN
o o :
" .
(1) ¢ ”'A—L an ¢ bt e CO&
( 0= — ( sing L -+ cosz ),
i A\ © /
’ o
P - —/) —_ #l .
Remarque 11. — Les formules (10) peuvent s’écrire
x'= psino, ¥y '=—pcosy

ct fournissent une interprétation géométrique évidente
des quantités &' et y'.

Remarque IT11. — L quantité p’ peut aussi s’inter-
préter géométriquement. Ce n'est autre chose que la
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distance PM, du pied P de la perpendiculaire abaissée
de Porigine sur A, au point M ou la droite A touche son
enveloppe.
Cette remarque  permet  d’obtenir I'équation qui
donne les longueurs des tangentes menées d’un point
(ry ) a unc courbe. En ellet, soit

P =L Cose 4y siny
Y, .
Péquation du point, et
Jp.g)=o0
I'équation de la courbe. On en déduit
'y ot
Sor +=Jf.=0,
ety en dliminant p et @ entre ces trois équations, on ob-
tient unce équation en p’ qui est P'équation cherchée.
APPLICATIONS.

Application aux courbes algebriques. — 1.équa-
tion générale des courbes algébriques de classe m s'¢-
crit, en coordonnées tangenticlles ordinaires,

13 ap+o ()= (U, ¢y, Folu, 0)=o.,
T : 7

sp(u.v) désignant un polynome homogéne etde degré p
cen i el oy,

En coordonnées tangenticlles polaires, cette équation
s’éerit

coNe sing
( P

coso sing’ cose  Sine
o, ((C057, 2MNE e, 7, ) — o
V2 vm )
r r r 7
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ou dévcloppée
‘ ayp™—~+ pm—t(a, cosg — by sing)
(a1 . ~+ p=2(@y €082¢ 4 by oS Sing + ¢y Nin2e ) ...
| ing ;
( = COSM Y by cosm -l sing 4+
-+ K cososin?-lo [, sino = o.
Si, dans I'équation (14), nous assignons P une va-
leur déterminée, cette équation a pour racines les dis-

tances de Porigine aux tangentes paralléles a la diree-

tion I + . Ceule équation donne

. «y .
Xp=— —coco— 2 dne.
ay * «y '
On en déduit
. a . )
)= Zdne — Leoso,
ao ' a, ’

Ip'= M cosy + il sing
n ' [ '
¢ty par suite,
Sp+Ep =X(p+p)=o,
d’ou ce théoreme, di, croyons-nous, a Duhamel :

Tutonevr. — St on méne a une courbe algébrique
de classe m les tangentes paralléles @ une direc-
tion A, la somme des rayons de courbure aux points
de contact est nulle.

Des formules () on déduit ensuite

N © . Y ainc
Yxr=23Xpcosc—ZEpcing

a, 5 l)] . ay . bl .
=-— — (0% — — COSL SINY — -— SN % - — 0T eIny,
ay N I ¢ ¢ n ay ‘ :
o ay
fr=—--»
N

de méme
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Tuiorime (Cnasies). — Le centre des mojcnnes
distances des points de contact des tangentes paral-
léles ¢t une direction A reste Jfixe quand A varie.

Les formules (11) donnent de méme

Q

S =— —
@y

b

1
.‘..fi:— —
a,

ety sion appelle 2, et 3, les coordonnées du centre de
courbure d’ordre 1, on a également

o a
—Ay = —_
«y
va,—_
' ty
Tutorive. — Le centre des moy ennes distances des

points de contact des tangentes paralléles & une direc-
tion coincide avec le centre des moyennes distances
des centres de courbure aux points de contact, et plus
genéralement avec le centre des moyennes distances
des centres de courbure d’ordre n correspondant aur
points de contact.
. « Ay« b, .
Le point (Sxr=— —, £y =— — ), ou point de
«y a,
Chasles, disparait si a, devient nul, c’est-a-dire si la
courbe est tangente a la droite de Pinfini. Son équa-
tion
agp + aycosy + bysing =o

ne dépend que du terme constant et des termes du pre-
mier degré de I'équation

ah ‘\ omU. e )+om (1, 0)+. ..
! { o2 (u.er+ao— fu(u,s1=o0,
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Il reste donc le méme pour une foule de courbes
lies a la courbe (13), et en particulier pour toutes les
courbes homofocales a la courbe (13). En eflet, I'équa-
tion générale de ces courbes est

Sm(u,9)+(u2=+ 02)F_5(u, v)=o,

1)y désignant un polyn()me homogéne ct de degré
m — 2 (ui, décomposé en groupes homogénes, s’éerit

Fo-alu,v)= ‘«Pm—?(u, v) -+ ‘¥IIL~3(1‘7 O)+. ’%(lt, 0 )+ .

En coordonnées tangentielles polaires, I'avant-der-
niére équation s’éerit

. /coso sing’ | G- coso  sino)
S | —> + = Fu_s = )_——“)
N P/ I

ou dév clol)pée

‘ aop’"—|—p"l*lt§1(c059,sinc.?)
(5 + pm=2[oy(cosw, sing )+ by ]+ ..
5) . .
’ + plom—q1(coso.sino)+ Y, z(coss. sing)]
+ ©,(cos9,8ine)+ Y, g(cosy, sing)=o.

Cette équation nous montre que le point de Chasles
estle meéme pour la courbe (15 ) que pour la courbe (13),
quels que soient les polynomes d.

Trutorive. — Le point de Chasles d’une courbe C

de classe m reste le méme pour towles les courbes ho-
mofocales & la courbe C.

On peut encore démontrer directement et de la facon
La plus simple le théoréme suivant :

Le point de Chasles coincide avee le centre des
moy ennes distances des m foy ersiéels de lacourbe (13).

Eneflet, si (0, 31), (0253 2) « ooy (Xmy Ym) sont les
coordonnées de m foyers réels, 'équation (13) peut se
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mettre sous ]Zl forme

(UL + Oy — 1) (UL ) g 1) (UD =) == 1)
— (1?24 ) F,_a(u, ) =0,
puisque c’est ]’(-(]u ion géndérale des courbes de classe m,

qui ont pour foyers ré

[s Tes points (24,97 ), (ray 32 -,
(Zmy)m) b sous cette forme la proposition est Svi-
dente.

L'équation (13) peut conduire a d'autres consé-
quences intéressantes.

En elfet, si dans ’équation (14) nous faisons p = o,

nous obtenons |’4‘(|||:Jli<)||

Gm(COST. sing)
(d) =y COSM G+ by cost Tosing —. L.

Loy cosz sinm =1

— SN = 0.

qui nous donne les valears de o pour les tangentes a la
courbe Cissues de Povigine.

Faisons de méme p== o dans I'équation (15), nou,
obtenons

Om(COSE, SING) Uy o (COSB SinG)
=y o8 b, costTlosine - ..
—+ kpcosoeamn-lo -/, sinme
; ;
2

— ' aMm=2w | YO 3 e Qin o
Ay COS E [7,,, 5 COS @iy

=hy g cosgsinm do ]

’ H —~2er —
: m-g SIVET2G = 0.

Pour rendre cette dernicre dquation homogéne en
sinw et cosy, il nous sufliv de maltiplier par
sinlo 4 conlo =1

¢t nous obtenons alors

(A ~+ ey ) COSM a4 (D, D), 5) cosm=1aing
2 2 : ;
‘ A (Cop Cpymg =+ ) COSM 2 sin?g +

! ’ 26 sinM—2¢
_'_(.f"l+.flll—2+lll!—‘.’.)(‘o\ ¢ Sm ¢

/ o , .
(A=A g)cososinm=to (L, 41, ,)sinm = o.

(e«

Appelons Dy. ey v .. Dy les racines de celte équa-

1
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tion; ce sont les angles que font avee O les tangentes
ala courbe (13) issues de Porigine,

On a, d’apreés une formule bien connue,

an“(ol—i— Got ...t Qm)

s tangc‘q _ _Lang‘tﬁ tango, tang oy + ) tango tang g, ... tangc? —_.

. I—ZZtango;tango, + I tanga, tange, lang oy tango, —
Or Péquation (16) donne

X .
R
~tangg, = 7T
m T -2
1 ’
.f//l “'.fm—? + /m-»v
37 — y
L+ 1,
Ly =1 A
Stang o) tang o, tang g, == ~H— 2L TmTa

‘ L=y

DRy s+ Jo s

Stangog lango, =

S tangg) lang gs tang sy lang v, = T
m T -9
) .
SmEEm-a Uy o

Emngg, tung oy tanggg tang o, ltango; = 7 7
mt g

Par suite

Hang (G = Gz ..o+ Q)

. ., , .
= /.'" /‘”'*7 (im=m Gy = Ky ) (& == &>+ Pipy)=is

Lo+ //11~1 —(Jm ""./;u--z + 3 V= (foy — II:H-~2 "'_./.;n—ﬂ)”
¢'est-a-dire

Jo) — 1, 4 &, —
NG (g~ Oyt = By ) = o I
l//t“//lz+/'111—

Cest le méme résultat que sio Pon avait caleulé
tang (o, 4+ ©a . . .+ 25 ) au moyendeéquation (14").
Dou ce théoreme

Tutoreve. — S, par un point O, l'on meéne les
I(Ulbrelll(% « une courbe G de classe 1 n, la somune des
(L/lgles qu= font ces t(lllgcnt(?s avee un axe /i.z,'c reste
constante pour toutes les courbes homofocales a la
courbe C. En /;a/'ticul[e/', celte sommne est égulc acelle
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que fait avec le méme axe les droites qui joignent le
point O aux m foyers réels de la courbe C.

Ce théoréme n’est qu'une généralisation d'une pro-
priété bien connue des sections coniques : Les couples
de tangentes menées d’un point fixe & un systéme de
coniques homofocales admettent les mémes bissec-
trices.

Propriété qui n’est clle-méme qu’une extension du
théoréme suivant :

Les tangentes menées a une conique « centre par un
point fixe sont également inclinées sur les droites qui
joignent ce point aux foyers.

Nous venous de voir que les angles que font avee
Paxe des & les tangentes a la courbe issues de Uorigine
sont données par I'équation

(17) om(cose, sing) = o.

Les longueurs de ces tangentes s'obtiennent par la
formule
P 9
Ym--1
ou il faut remplacer ¢ par les m racines de I'équa-
tion (17). Cette relation a éé obtenue en différentiant
I’é(juatiou (14) et en y faisant ensuite p = o.

La valcur du rayon de courbure au point de contact
de Pune des tangentes issues de Porigine est égale, en
vertu dela formule (7), & — p”, puisque p = o. L’équa-
tion qui donne les valeurs du rayon de courbure pour
les points de contact des m tangentes issus de 1'origine
est alors

L9 " ’ ”
"__ 2_‘{11:'{’"1~" _ ')‘(f:u?m»c - '?'u

wd . 2
Do Oin-1 DOm—1
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ou ’on doit remplacer % successivement par les m ra-
cines de I'équation (17).

Enfin, 'on peut observer que, pour avoir les tangentes
communes a la courbe (14) et & un cercle qu’on peut
supposer avoir son centre a 'origine, il suffit de donner
4 p, dans 'équation (14), une valeur déterminée.

Les remarques précédentes peuvent servir a établir
certaines propriétés des courbes algébriques, mais nous
ne nous y arrélerons pas.

Revenons a la formule

ay bl .
Ep=p14+Prt...pp=-— — COSH — — sing.
ay Qg ¢

Nous savons que py, pa, ..., pm sont les distances
de I'origine aux tangentes a la courbe (14) paralléles a

la direction = + ¢.
Posons
ay bi .
(18) mp=py+ps+...+py=— — COST— — sing;
ay 22

p et ¢ sont alors les coordonnées polaires du centre des
moyennes distances des pieds des perpendiculaires
abaissées de origine sur les tangentes a la courbe (14),

N “ . . ™
paralléles a la direction 5+

En passant aux coordonnées rectangulaires, I’équation
précédente devient

may(x2-+)y2?)+a x + by = o.

C’est I'équation d’un cercle. Le point diamétralement
opposé a 'origine est précisément le point de Chasles.
Comme I'équation du cercle ne dépend que du terme
constant et des termes du premier degré de I'équa-
tion (13 ), elle reste lJaméme pour toutes les courbes ho-

Ann. de Mathémat., 3¢ séric, t. XIL (Juillet 1893.) 20
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mofocales a la courbe (13). On a donc le théoréme sui-
vant :

Tuatorkime. — Si l'on considére une courbe alge-
brique C, et si d’un point O l’on abaisse les perpendi-
culaires OA,, OA,, ..., OA,, surles tangentes & la
courbe paralléles a une direction A, le lieu du centre
des moyennes distances des points A,, A,y ..., Ap,
quand A varie, est une circonférence qui reste la meéme
pour toutes les courbes homofocales & la courbe C.

Ce théoréme n’est que Pextension aux courbes algé-
briques d’une propriéié du cercle que I'on peut énoncer
de la maniére suivante :

Considérons un cercle C et un point O; menons au
cercle deux tangentes paralléles, et abaissons du
point O les perpendiculaires OA,, OA, sur ces tan-
gentes. Le milieu du segment Ay Ay décrit une circon-
Sérence quireste la méme pour tous les cercles concen-
trigues au cercle C.

De la velation (18) on déduit

201 by . by \2 .
~ cososino 4+ | — ) sin?og,

<7}

o ag\?
(Ep)? = <a—‘> cos?o —
0

a}

et, par suite, ’équation (14) donnant

as by . Cy .
Ip1pr= — cos?o4 — cososing =~ -= sin?g,
ay T, : aq :

on a

=(Ep1)?—2Ip1p2

2 « 2

at—aaga, ayby— ayb, . b} — o

= L=~ cos20 +2 ————— cososing + ———
al ag ay

= \cos2¢0 + 2B cosusing 4 Csin2o.
En posant

‘mp? = Epl= \costg + B cosgsing + Csinle,

* sin%g
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le point qui a pour coordonunées polaires p et ® déerit
une courbe qui e¢n coordonnées rectangulaires a pour
équation .
m(x2+y2)2 —Ax? — 2By —Cy2 =o.

Cette courbe n’est autre chose que la podaire del'ori-
gine par rapport a la conique qui a pour équation en
coordonnées tangentielles,

Au+4 2Buy 4+ Co2 —m = o,
comme il est facile de 1¢ vérifier. Donc :

Tutorime. — Si d’un point O Uon abaisse les per-
pendiculaires OA,, OA,, ..., OA,, surles tangentes i
une courbe C paralléles a une direction A et que l'on
prenne le point A déterminé par la relation

mOA?2 — OA}+ OAZ +...+ OAZ,

le lieu de ce point quand A varie est une courbe qu
coincide avec la podaire du point O par rapport & une
conique ayant pour centre le point O; autrement dit,
si par le point A on éléve une perpendiculaire & la
droite OA, Uenveloppe de cette droite est une conique
ayant pour centre l'origine.

L’équation (14) nous fournit encore la relation

! T Pm—1
_— T
P Gm

et, en POSB_II[

m 1 T I i
S e e — = 2
P P1 P2 Pm Gm

le point (p, ») décrit une courbe qui, en coordonnées
7
polaires, a pour équation

W1 €OV 4 b,y g COSM—2¢ inG +. ..+ kjy_gsinm--1y

Uy COSM G 4= by cosm—1 K7 sin C e {n Sin’":‘;
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ct en"coordonnées rectangulaires

(xz +}’2) (am——l}’m_i e/ ym-—zm 4+ km—i m-1)
H+m(amym + by ymlr 4. . .+ [, xm)=0;

d’ou ce théoréme :

Tutoneme. — Si d’un point O l'on abaisse les per-
pendiculaires OA,, OA,, ..., OA,, sur les tangentes
& une courbe C paralléles & une direction A, le centre
des moyennes harmoniques A des points A,, A,, ...,
A, décrit, quand A varie, une courbe d’ordre m -1
passant par les points cycliques, ayant & Uorigine un
point multiple d’ordre m et admettant, comme tan-
gentes en ce point, les tangentes & la courbe C issues
de lorigine.

Si la courbe C est un cercle, le lieu du point A est
une cubique circulaire unicursale droite, et, réciproque-
ment, il est aisé de voir que toute cubique circulaire
unicursale droite peut étre obtenue par ce mode de gé-
nération.

11 existe une classe de courbes algébriques qui jouis-
sent de propriétés intéressantes et que nous voulons si-
gnaler; ce sont celles dont les tangentes paralléles 4 une
direction A se divisent en couples tels que le produit
des distances a Porigine d'un couple de tangentes soit
constant et égal & R2. Mais auparavant nous allons indi-
quer quelques propriétés de la transformation suivante,
dont le lien avee notre sujet est manifeste :

Eiant donnée une courbe C de classe m, on méne la
tangente a cette courbe en un point M et sur la per-
pendiculaire OP abaissée d’un point fixe O sur cette
tangente on prend une longueur OP, telle que

OP x OP, = R?;
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étudier la courbe enveloppée par la paralléle a la
tangente menée parle point P,.

On voit que, les courbes C et C, étant polaires réci-
proques par rapport aujcercle de rayon R et de centre O,
la transformation peut étre idéfinie de la fagon sui-
vante :

Etant donndes deux courbes polaires réciproques C
et C,, étudier la courbe enveloppée par les droites
menées par les différents points de C,, parallélement
aux tangentes a la courbe C aux points correspon-
dants.

Les coordonnées tangenticlles polaires des droites
PM et P, M, sont liées par la relation
Re

Pr= —> Q1 =9,

p

et les coordonnées tangentielles ordinaires par les rela-

tions
u ©

U= > P =
VTR (w + e2) YT Rz + 02)]

qu'il est impossible de ne pas rapprocher des formules
de la transformation par rayons vecteurs réciprogues.

Les formules
| *=pcose —p'sing,

(9) . .
| y =psing + p'cose,

donnent pour les coordonnées du point M, ou la droite
P, M, touche son enveloppe

— l{‘l v rQr v
xry = 1—)—_l(pcos'1—p sing),
{0

Y= F (psine —p'cosy).

et, par suite, en appelant 7 et les rayons veeteurs des



points Mct My, on a

d’oun

on voit aisément en faisant la figure qu’il faut prendre

le signe —, et, par suite,l'on a

r d
1+l_1

- =0

r P

)

d’ou la construction trés simple suivante :

Pour avoir le point oi la droite PyM, touche son
enveloppe, mener la droite OM qui coupe P, M, en M,
et prendre le symétrique du point M| par rapport au
point Py.

Le rayon de courbure au point M, est donné par la

formule
n=—(Pr—pi
¢'est-a-dire
R2 ,
n=— (pr=+op® pp)

expression qui, aprés une transformation facile, s’éerit

5 R> 2 po
HETS (»rt-=-pg)
¢'est-a-dire
(19) N R? > R2 2 .
vt s ey = 0.
o P
Mais on a
R2= pp,,
P =rsmV.

= rysiny,

V désignant 'angle OMP, r, le ravon vecteur OM,. La
v
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relation (19) s'écrit

. e R 2 _
(20) r REEIRETS A

Clest la formule que nous voulions établir.
Revenons aux courbes que nous avons signalées plus
haut, et remarquant que ce sont des-antipodaires de
courbes aunallagmatiques, nous conviendrons de les
désigner sous le nom d’anallagmatiques tangentielles.
1l faut rappeler que le type général des équations de
degré m, réciproques suivant le module R2, c’est-a-dire
telles que les racines se divisent en couples dout le pro-
duit soit égal a R2, est
O X" - @y - ag et -
(20) l + Rm—-ra 22+ Rn—2q 0 +Rmay = o,

de telle sorte que I'on a, en général,
ap = Rm‘Ql'amwzln

c'est-a-dire que les coeflicients équidistants des extrémes
sont égaux a une puissance de R* prés.
Il faut de plus que m soit pair, puisque les racines
vont par couples. Posons donc m = 2 . L'équation
g 2+ pW—1o,(coso, sinp) 4+ p—20,(cosy, sing) . ..
-+ R2pr 2 p2o,(cosy, sing)
-+ R2 1 p oy (cosg, sing) + R ap= 0o

ou, en coordonnées tangentielles ordinaires,
@y R (w2 —+ o2+ R2W—1) (42 - 02 )T (u, ¢)
+ R (12 4 022 0y (1, 0) +. ..
+ O (U, 0) 9 (U, ¢) @y =0
représente une famille d’anallagmatiques tangentielles
de classe m. Mais ce ne sont pas les scules anallagma-

tiques tangenticlles de classe m. En efiet, 'équation

P2 om—a(c0sz SinG) - po,y (Cosy, siny)

--R20,,,(cnsz . sing ) — o
n-2 T T
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ou bien
(22) R2(u?+2) Om—2( U, )+ Gm—1 (U, )+ Om—2 (U, )

représente encore une famille de courbes de classe m
répondant A la question.

Silon suppose que u et v, au lieu de représenter les
coordonnées d’une droite, représentent les coordonnées
d’un point (x, y), 'équation (22 ) devient

R2(2?% +p2) 0m—s (2, ¥) + Om—1 (2, ¥) + Gm—a(2, ) = 0.

Ces courbes, transformées par dualité des courbes
(22), ont été rencontrées par M. Picquet (Comptes
rendus de I’Académie des Sciences, t. LXXXVII,
p- 460). C’est M. Picquet qui a montré le premier
que : « outre les courbes du quatriéme degré qui pas-
sent deux fois par les points cycliques, courbes désignées
par les géométres anglais sous le nom de quartiques
bicirculaires,quisont les scules courbes anallagmatiques
de ce degré qui ont été considérées par les savants qui
ont traité de ce sujet, il convient encore de ranger dans
cette catégorie les courbes du quatriéme degré qui ont
un point double et dont les quatre points a I'infini sont
les points cycliques une fois et les deux autres respec-
tivement sur les tangentes au point double. »

De méme, les anallagmatiques de quatriéme classe se
divisent en deux familles qui ont respectivement pour
équations

{ aop* -+ p3o;(cosy,sing) + p2o,(coso, sing)

(23) . )
+ R2po(cosy,sing) +asR* =o
et
(26) ) P222(c0%9, Sing) 4+ pos(cosy,sing)
24

| - R2gy(cosg,sing) =0
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ou, en coordonnées tangentielles ordinaires,
(25) ag R (u? 4+ 02)2+ R2(u2+02) o (u, v)
22
“+ 0(u, 0) + o1 (u, ¢)+ ay = o,
(26) R2(u?+02)oy(u,v)+ c3(u,0)+ 0s(u, v)=o.
Les premiéres correspondent aux quartiques bicircu-
laires. Les autres sont caractérisées par les propriétés

sulvantes :

Elles sont bitangentes & la droite de Uinfini et ont
un foyer tel que les tangentes issues de ce point vont
passer par les points de contact de la courbe et de la
droite de l’infini.

Comme cas particulier de’équation (24) considérons
I'équation
. { p2va(cose,sine) + poy(cosy, siny)

(24 -+ R20,(cosg, sing) = o.

Solent p, et p, les racines de 'équation (24’) et po-

sons 2p = p,—+ p». On a

o,(cosw, sing)

2 o9p =— 01T
(27) s ©,( €08, SINY)
ou, en coordonnées tangentielles ordinaires,
(28) (w4 02) o (u, v) 4 205(u, ¢) =o.

Mais si nous supposons que, dans les équations (24')
et (27), p et o désignent des coordonnées polaires ordi-
naires, ces équations représentent des courbes qui ont
pour équations en coordonnées rectangulaires

(29) (22+y?) ea(2, )+ (224 y?) oy (x,y) + R2o(z,y) =0
et
(30) 29:(2, ¥ ) + s (2, ) = o.

L’équation (28) est I'équation tangentielle de la dé-
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férente de I'anallagmatique de seconde espéce (29) oude
Pantipodaire de la conique (30).
Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :

Si Uon considére 'anallagmatique (24') du qua-
triéme ordre et de seconde espéce, le liew du milieu de
la corde qui joint deux points correspondants est une
conique qui passe & l'origine et dont les points a ’in-
Jini sont sur les tangentes & Uorigine a l'anallagma-
tiqgue. La déférente est une courbe du quatriéme ordre
et de troisiéme classe, c’est-a-dire une quartique &
trois rebroussements. C’est I’ antipodaire de la conique
précédente. Elle a pour foyer Uorigine et elle est bi-
tangente a la droite de U'infini aux points situés sur
les tangentes « l'origine a l’anallagmatique.

QUELQUES COURBES CELEBRES.

Courbe p= ap. — Considérons la courbedont I'équa -
tion est

(30 p=as.

Pour reconnaitre la nature de cette courbe, le moyen
le plus simple consiste a recourir aux formules (11) qui
donnent

1=—asing,

B= acosy;
y '
d’on
i+ 82 = a2
La courbe est une développante de cercle et comme
I'équation (31) en coordonnées polaires ordinaires repré-
sente une spirale d’Archiméde, on a ce théoréme :
La podaire de la developpante d’un cercle C par

rapport au centre du cercle Cest une spirale d’ Archi-
mede avant pour pole le centre du cercle C.
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a . .
Courbe p = _- — Cette courbe est I'antipodaire

d’une spirale hyi)erboliq ue; on voit encore que les tan-
gentes de cette courbe sont les transformées par rayons
vecteurs réciproques des tangeutes d'une développante
de cercle, la transformation étant celle que nous avons
définie plus haut.

On sait que la propriété caractéristique de la spirale
hyperbolique

est d’avoir une sous-normale constante, propriété
exprimée par la formule

(1) =2

AT

De méme de 'équation p = — on déduit

-G | Q

d’ott
])
5 =9
i P
On a ensuite
a .
r = ;(9 cOsw — sing),
a .
Yy = ;—(qsm;;——-co%'?):
a , )
— 5 sin © .
o4 o3 9 lnY (Ob(f
o a .
p = . (G cosuosing).
w3 . v Y
ct, par suite,
a? p -—
= yi= — (1 =2, r= = 2+ a?
> ¢t v a Vpraz,
a? LI
ri=at4 8= — ({22 /1~£;\/ip2~—a‘-’,
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formules qui permettent de déterminer le point M ou

la tangente touche son enveloppe, et le centre de cour-
bure au point M.

Courbe p = ae?. — De I'équation
(32) p=ae®,
qui représente une spirale logarithmique, on déduait
immédiatement

p =ae>, p'=ae?, e
d’ov
ou
sp=—2p.

On a ensuite

‘T: ae?(cosw — sinw),
7 7
y= ae?(cossv +sing),
(33) ¢ ) ) Lt
' a=—ae?(cosg —+sing),
n
4

! 3= ae?(cosp —siny).

On en déduit, en désignant par 7 le rayon vecteur
d’un point de la courbe,

d’ou
r=py2.
Les formules (33) donnent ensuite

=, -4 :—}’.
L’équation

représente évidemment aussi une spirale logarithmique
et les coordonnées (x, y) d’un point de cette nouvelle
courbe s’expriment par les formules

T = e 9(sing + cosy),

Y —ac ¥(sins —coso).
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Des formules précédentes résultent la plupart des

propriéiés de la spirale logarnlumque.
Tout d’abord on voit que les formules

x .

~ = ¢e?(cosw — sinov),
a ¢ ¢
f—l = ¢%(coso + sino)

représentent une spirale logarithmique (Journal de
Mathématiques spéciales, p. 152).

Dans la spirale logarithmique, les rayons vecteurs
qui partent du pole coupent la courbe sous un angle
constant.

Le rayon de courbure de la courbe en un point est
égal & deux fois la distance du pole a la tangente en ce
point.

La projection du rayon de courbure sur le rayon vec-
teur est avec lui dans un rapport constant.

Le licu des extrémités de la sous-normale polaire
coincide avec la développée de la spirale logarithmique.

La développée, la podaire, I'antipodaire, la polaire
réciproque, la transformée par rayons vecteurs récipro-
ques d’une spirale logarithmique sont des spirales lo-
garithmiques.

Courbes pm=a™sinmy. — De cette équation on

déduit

pm—ip'= amcosmy,

et, par suite, en appelant V ’angle sous lequel le rayon
vecteur coupe la courbe au point M, on a

tangV = [l;—, = tangmo;

d’on
V =mo,

c’est-a-dire que angle V varie proportionnellement
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a 9. « La courbe s’infléchit d’'un mouvement uniforme
sur le rayon vecteur quand celui-ci tourne lui-méme
&’un mouvement uniforme. » (Nouvelles Annales, 1883,
p- 118.)

Ce résultat était d’ailleurs évident, puisque la podaire
d’une spirale a inflexion proportionnelle est une spirale
de méme nature.

Le rayon de courbure donné par la formule

p=—(p+p")
est égal a 1
o=(m —1)asinm’ Qm(;,

formule qui peut s’écrire
qui g

0_(m—l)p.

T sintmo

Mais si I'on appelle N la portion de normale com-
prise entre la courbe et la pvrpendiculaire au rayon
vecteur au pole, on voit facilement que 'on a (Nowu-

velles Annales, 1883, p. 126)
p=(m—1)N.

Cette propriété peut servir a déterminer le centre de
courbure de la courbe en un point.

APPLICATIONS DIVERSES.

Théoreme fondamental de la théorie des dévelop-
pées. — En désignant par ds et ds les différentielles
des arcs d'une courbe et de sa développée, on ales for-
mules

&

ds=—(p'+p")de:



d'ou
do _dp
dy — dy’
ds — dp = o,
G — P = eonst.
Coordonnées intrinséques. — La position d’un

point M sur une courbe C est fixée, si I’on connait la
longucur de P'arc qui sépare le point M d’une origine
fixe O, choisie sur la courbe, c’est-a-dire la distance du
point M au point O évaluée sur la courbe. Le rayon de
courbure p de la courbe au point M est une fonction de
I’arc OM =35,

o =0(s).

Cette équation est I’équation intrinséque dela courbe;
intrinséque, parce qu’elle permet d’étudier les pro-
priétés de la courbe sans I'intervention d’aucun élé-
ment extérieur.

Quand on connait I’équation tangentielle polaire
d’une courbe, il est facile, au moins théoriquement,
d’obtenir son équation intrinséque. En effet, soit

p=f(¢)
Péquation de la courbe. On a’les relations
ds = p ds,
p=—(p+p)=—f(e)=f"(¢)
d’ot I'on déduit
ds=—(p+p)de=—f(g)do —f"(¢) dg,

s =-—ff(a°)d<? -f(9);
en éliminant 9 entre cette équation et I'équation qui
donne p, on obtient une relation entre 1 ct p, c'est-
a-dire I'équation intrinséque de la courbe.

Prenons comme exemple la courbe enveloppée par
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une droite de longueur constante dont les extrémités
décrivent deux droites rectangulaires; c’est-a-dire une
hypocycloide a quatre rebrousscments.
Son équation, facile a obtenir, est

p = Rsin2g;
on en déduit

p=—(p+p")=3Rsinag =3p:
d’ou ce théoréme :

Le rayon de courbure de Uhypocycloide & quatre
rebroussements en un point est égal & trois fois la
distance du centre de la courbe & la tangente en ce
point. (Voir Nouvelles Annales, 1886, p. 278. Le

théoréme est attribué a M. Lamarle.)

On a ensuite

¢
s =— [ Rsmaydo—2Rcosag,
14
%
3
— 3 Rcosno,
o 3R sina2g;
t
par suite,
4s2+p2=9gR2:

c'est I’équation intrinséque de la courbe; les arcs sont
comptés a partir du point qui se trouve sur la bissec-
trice de I'angle O x. L’arc compris entre deux points
de rebroussements est égal a 3R, d’ou ce théoreme :

La longueur de I’hypocy cloide a quatre rebrousse-
ments est douze fois le rayon du cercle inscrit.

L’¢quation
p = Rsinag

représente c¢n coordonnées polaires ordinaires la po-
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daire de I'hypocycloide par rapport & son centre; c’est
une rosace a quatre branches.
Comme second exemple, prenons I'hypocycloide a
trois rebroussements. Son équation tangentielle est

4Ro2u — (u2+ v2)=o.

On y arvive facilement en la considérant comme I'en-
veloppe d’une droite dont le milieu de la portion com-
prise entre les axes décrit le cercle qui a pour équation

2+ yr—a2Rx =o.
En coordonnées tangenticelles polaires, I'équation
précédente devient
P = 4R sin?o coso = 2Rsinao cosw,
ou par unc transformation facile
p = R(coso —cos3o).
On a par suite

p'=R(— sino + 3sin3o),
p'=R(—coso +9gcus3o):
d’ou

p=—238Rcos3o,

? 8
s:—SRf cns39:—§Rsin3<.s
A :

et, par suite,
p2+9s2=064R2:

c’est I'équation intrinséque de I'hypocycloide; origine

est un sommet de la courbe. Lalonguceur d’un arc com-

. . 16
pris entre deux points de rebroussement est — R, d’ou

ce théoreme :

y . . .
La longueur de Ulhypocycloide est seize foris le
rayon du cercle inscrit.

Ann. de Mathemat., 3¢ série. t. X. (Juillet 1893.) 21
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Les formules
p = R(cosgp —cos3o),

2 =-—8Rcos3o
donnent

P.

p—'Rcoscg: g

De 14 résulie le théoréme suivant, dit 4 M. de Loung-
champs (Journal de Mathématiques spéciales, 1884) :

Le rayon de courbure de U'hypocycloide & trois
rebroussements en un point est égal & huit fois la
distance du centre de la courbe & la tangente en ce
point.

I.’équation
p = R(cosp —cos3o0)

est Péquation de la podaire de Uhypocycloide; ¢’est un
folium double.



