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UNE REGLE D’ANALOGIES DANS LE TRIANGLE ET LA SPECI-
FICATION DE CERTAINES ANALOGIES A UNE TRANSFORMA-
TION DITE « TRANSFORMATION CONTINUE »;

Par M. ExmiLe LEMOINE.

On peut remarquer que beaucoup de propriétés du
triangle vont par groupes de quatre; par exemple, a
une propriété du cercle inscrit en correspond une autre
de chaque cercle ex-inscrit, ete.; la recherche d’unc loi
qui relierait ces analogies m’a conduit a4 une transfor-
mation trés féconde des formules, des théorémes et des
¢quations relatives au triangle, transformation dont je
vais parler ici.

Fénoncerai d’abord un principe évident qui conduit
tees vite synthétiquement aux résultats que je veux
exposer :

Towte formule entre les éléments du triangle peut
étre mise sous la forme ¥(A,B,C)=o0, A, B, Cétant
les trois angles du triangle.

En effet, tous les €léments du triangle peuvent s’ex-
primer ¢n fonction des angles et d'un élément linéaire,
lequel disparait 4 cause de ’homogénéité.

L'identité F(A,B, C)=o0 aura évidemment lieu,
quels que soient les angles A, B, C. pourvu que leur
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somme soit ©; donc, si je remplace, dans F(A, B, C)=o,
A par f1(A,B,C), B par f2(A,B,C), C par f3(A,B,QC),

fis fa, /3 remplissant la condition f, + fo+ fi=rm,
Jaurai aussi
F(f1, fa fi)=o,

nouvelle forme de I'identité entre A, B, C, et cette forme
pourra correspondre i une nouvelle forme de relations
entre des éléments du triangle, éléments que I'on intro-
duira, par exemple, soit dans f,, /3, f3, soit dans

F(flvf?ny):o'

Ce sera une transformation de formule et I'on voit
d’ailleurs qu’il y a une inf{inité de transformations pos-
sibles; il est, de plus, évident qu'une formule générale
quelconque du triangle contient en réalité implicite-
ment toutes les autres formules imaginables relatives
au triangle, puisque 'une quelconque d’elles dit simple-
ment : Foici une propriété que l'on a toujours lorsque
l’on a un triangle ct que I'on a aussi, en méme temps,
toutes les autres proprictés inhérentes a I'état de trian-
gle.

La plus féconde, je crois, de ces transformations est

celle que I'on réalise en remplagant dans

F(A,B,C)=o,
A par —A, Bparz—B, Cparx—GC;

c’est méme la seule que jai rencontrée ui présente
un grand intérét pratique; c’est d’elle dont je vais
montrer l'utilité irés générale dans la Géométrie du
triangle (*); nous appellerons ce genre de transforma-

(') L'espace dont je puis disposer dans cet article m’oblige a ren-
voyer le lecteur pour plus de développements a divers Memoires
parus sur la question. (LewoINE, Comptes rendus de I’ Association
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tion : transformation continue ct nous dounerons, en
terminant, le motif de cette dénomination.
Nous désignons par a, b, ¢. p, p—a,p—b, p—c,
R, S, r, 1. s, e les cOtés, les quantités

Wa—b-—c), }b--c—a), Hera—0), Wa—b- ¢,

le rayon du cerdle circonserit, la surface, les rayons des
cercles tangents aux trois c¢otés du triangle et nous y
ajoutons %, Bay 04+ Ce pour représenter 4R 47, 4R —r1g,
4R -1 4R — 1.

Enfin le signe @ signifiera : ce que devient E par
tran \fol'm(llion conlinue.

Cela posé, si mous supposons que a est 'élément
lindaire qui disparait a cause de homogénéité pour
donner

F(\,B,C)—o,

¢lément que nous pouvons admettre invariable puisqu’il

= 2R don-

. R . a b c
dlsp.‘l ail, les formules [ ~. = e T o
sin s B sin G

nent par transformation continue en A

o @ G) N

e 2R)

ang - \) S lin(m—B) an(=—C) BN
ce qui montre que b, ¢, R deviennent — b, — ¢, — R,
par (ransformation continue en A.

Py tp--ar, (p—->b), (p—c) deviennent évidem-
ment 4/) - a), - Ps P —cCu (p —_ b): la formule
S -iabsinC, montre que S devient : — 8,

Les formules § = pr= (p—a)ra=... montrent
que 7y ry, 1,0 deviennent rg, vy — roy — 1y, ete.

francanse pows 1 avcancement des Sciences, Congres de Marseille
PSgrc Mt sis, g poos ot SiL Potr sy, Jow nal de Mathema
furues dlementawr oy de M de Longchamps, 18g2, po1ro. 1330 101,
Lesvte v s meme rccual, isgo p boqgr cte
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Sans insister davantage, nous allons donner le Ta-
bleau de la transformation continue en A des princi-
paux €léments du triangle et, si hg, iy, he et w sont les
hauteurs et ’angle de Brocard du triangle, nous pou-
vons dire :

Dans une formule on peut remplacer : a, b, c, p,
(p—a), (p—25), (p—c), S, R, 1, ra, 14, r¢, 8, 84,
84, Ocy hay sy he, A, B, C, w, etc., par a, — b, —c¢,
—(p—a), —p, (p—e¢), (p——b} — S, — R, rg, 1y
— Tey — I'py — aa, —_— O —O(, ——Ob, —]Ia, ]Ib, frey
— A, =—B, n— C, — v, ctc., et l'on aura une for-
mule exacte.

Il y a évidemment aussi les transformations conti-
nues en B et en C.

Les théorénies se ransformeront d’une facon ana-
logue ; par exemple, s’il s’agit d’avoir, par la transfor-
mation continue en A, la transformation d’un théoréme
ou eutrent le cercle circonserit de rayon rg, la lon-
gueur p, cte., nous les remplacerons respectivement
par rc et par (p—a), ete., en changeant le signe des
segments y relatifs portés sur des droites s'il y a licu.

Les équations se transformeront également de la
fagon suivante :

Supposons que les coordonnées normales absolues
d’un point M soient @ o, (a,b,c), ©,(a,b,c), o5(a, b,c),

on aura
(1) ao+ boy+co3=128:

appelons o, q, ®2as P3a ce que deviennent oy, ¢y, 93 par
transformation continue en A et appliquons la trans-
formation continue en A a Iégalité (1), elle deviendra

a%ia — /’?-Za“(«"?aa: - 25

et 'on voit qu’il y a un point M, dont les coordonnées
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normales sont — 9,4, ©a, ¥32. Mg est le transformeé
continu en A de M ().

On déduit de ce qui précéde :

Si I'on a une équation en coordonnées normales
¢(x, ¥, 2, a, b,cr= o, sa transformée continue en A
sera

ol—z, y,5,a, —b, —c)=o0

et, si des calculs opérés sur diverses équations ont con-
duit a4 un certain théoréme, les diverses équations de
ce calcul transformées en A conduiront directement &
la transformation en A de ce théoréme. Il est clair
qu’il n’est aucunement besoin de faire chaque fois cette
vérification pour légitimer la transformation opérée
immédiatement,

On verrait de méme que : si, au lieu des coordonnées
normales, on se sert des coordonnées normales bary-
centriques, un point M ayant pour coordonnées

¥y (a,b,c), Yy(a,b,c), ¥i(a,b,c)

donnera licu & un transformé continu en A, M., dont
les coordonnées serount

‘rl(a$ _bv ‘_C)v \Ihg(f‘l, '—b) —C)’ ‘V3(ay —b) - -C)

et 'équation
U, 8, v,a, b, c)=o0

transformée donnera
W, @, v, a, — b, — c)=o0.

En coordonnées cartésiennes (CB axe des o, CA axe

(") Un point M matque sumplement sur le plan n'a pas de &7 ans-
forme continue, cela na aucun sens. 1l faut que I'on donne ses coor-
donnces o fonction des clements du triangle. 1l n'y a donc pas de
constiuction genet le pon dedune M, de M la constinction depend
oxclusivement des foncnions de a. b, ¢ qui dehiniss ot M
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des y), un point M : X, Y a pour transforme continu

en A,

M, : X4, — Yq, en désignant par X,, Y, ce que

deviennent les fonctions X, Y en y faisant la transfor-
mation continue en A.
Une équation F(X, Y, a, b, ¢)= o devient

F(X,—Y,a, —b,—c)=o0.

Voici les principales propriétés, faciles a démontrer,
de la transformation continue en A; quelques-unes
rentrent I’'une dans autre. '

6.

La droite de 'infini a pour transformée la droite de
I'infini.

Les ombilics du plan se transforment 'un dans l'autre.

Le degré d'une courbe se conserve ainsi que sa classe.

Un cercle et une parabole ont pour transformés un
cercle et une parabole.

Les transformées des tangentes & une courbe sont les
tangentes a la courbe transformée au point trans-
formé du point de contact; d'od :les droites qui enve-
loppent une courbe se transforment en droites qui
enveloppent la transformée de la courbe.

Si n droites concourent en V, leurs transformées con-
courent en V, transformé de V.

7. Si n points sont sur une droite L, les transformés de ces

8.

10.

11.

12.

points sont sur L, transformée de L.

Si les longueurs de deux droites ou les valeurs des tan-
gentes de deux angles sont dans un rapport indépen-
dant des éléments du triangle de référence, ce rap-
port se conservera dans la transformation.

Les divisions harmoniques. I'homographie, ’homologie,
I'involution, 'orthologie se conservent.

Des droites paralléles se transforment en des droites
paralléles.

Deux droites perpendiculaires se transforment en deux
droites perpendiculaires.

Les fovers ou les sommets d'une courbe s¢ transforment
en fovers ou en sommets de la transformée.

Les valeurs des rapports anharmoniques des divisions
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tiansformées se déduisent par transformation continue
des rapports anharmoniques des divisions données.

14. La polaire d'un point par rapport a une conique se
transforme en la polaire du point transformé par rap-
port a la conique transformée.

15. La distance de deux points transformés, la distance d’un
point transformé a une droite transformée se déduisent
par tran<formation continue de Ja distance des deux
points donnés ou de la distance du point donné a la
droite donnée, cte.

Ce qui précéde suppose que les éléments de la rela-
tion que Pon traite algébriquement, par transformation
continue, sont déterminés sans ambiguité possible, ¢’est-
a-dire, par exemple, qu’ils ne contiennent point de
radicaux, car ces radicaux ont implicitement un double
signe: s’il y en a, il fauu discuter le cas particulier qui
se présente.

Ainsil'on a

(N1 \ —‘ .(_,)___{L {L—_(),
2

qui semble, a premiére vae, donner par transformation
conlinue en A

. N Sip=ep=b _ [fp—c)p—b).
m< 2)-\/ “bx—c \/ be ’

mais, le radical comportant implicitement le double
igne, la transformation continue en A correspond ici
au signe — ct 'on a effectivement

\in<_~_\ — /(p—c)(p»—/)
p) \ be ’

ce qui est exact, mais reproduit simplement la formule
ovour loc. eit., Potram).

o

Fa égard « la 1ransformation continue, les points
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remarquables, droites, courbes, formules, théorémes
relatifs au triangle se divisent en quatre catégories :
1° La transformation continue faite en A, en B ou
en C les reproduit sans modification.
Exemples : Le point de Lemoine, la formule

a=">bcosC +ccosB,

o

2° La transformation continue faite en A, en B ou

en C donne des résultats différents entre cux et diffé-
rents du premier.

Fxemples : Les théorémes relatifs an cercle inscrit
donnent des théorémes relatifs aux cercles ex-inscrits.

La formule
1S(b - ey —pr—3rd

2
transformée en A donne
H(b—e)l+(c+a)+(b+ap]=(p—a)-+3rqyd,,
transformée en B donne
Hb+e)24+(c—a)+(a-+b)2]=(p—0)2—+3r,d,
transformée en C donne
b +cy—ric—ar—(a- b)]=(p--¢)?+3rco.
3° La transformation continue faite soit en A, soit
en B, soit en G, reproduit une fois sans modification la
formule ou le théoréme; les deux autres donnent toutes
deux un méme résultat dillérent de la formule ou du
théoréme primitif.
Lxemple : La formule
(b —c)rpr.=S(r, re
se reproduit en A3 mais, soit en B, soit en C, clle donne

(h 4 evrr,—S(r—rg.
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4° La transformation continue faile soit en A, soit
en B, soit en C donne un méme résultat, mais difiérent
de la formule ou du théoréme que 'on transforme.

Exemple : L'équation

Ty sin(A +60)=o,
transformée soit en A, soit en B, soit en C donne
sy/zsin(A —6o0)=o.
Ces deux équations représentent Jes coniques de Sim-
mons.

Je n’ai pas trouvé de cas ou la transformation conti-
nue donne des combinaisons autres de résultats, comme
serait celle-ci, par exemple :

La formule donnée sc¢ reproduit par une des transfor-
mations et, par les deux autres, donne des résuliats diffé-
rents et différents entre eux.

La transformation continue conduit le plus souvent,
et cela sans aucune recherche, 4 des théorémes ou a des
formules analogues a celles qui sont le but direct de la
recherche que Pon fait; elle ne donne pas, d’ailleurs,
toutes les analogies possibles, car il y en a qui peuvent
dériver d’autres sources. Ainsi voici deux formules qui
ont une analogie bien évidente

arqg—+bry—+cre=2a2p(2R—r),
—arq+ bro+cre=2p(2R—rq),
et qui ne peuvent dériver 'une de 'autre par transfor-
mation continue: elles conduisent d’ailleurs chacune a
trois formules par transformation continue ¢n A, en B
et en C: elles donnent en A
ar —-bros-crp=1a2(p—a) 2R +rg).
—ar—+bre+crp=2(p—aX2R +r,

en B, ete.
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Quand un géométre vient de trouver un théoréme, il
a un avantage évident a appliquer toujours la transfor-
mation continue, car il arrive fréquemment qu’il ob-
tient ainsi de nouveaux théorémes ou de nouvelles for-
mules.

Nous allons prendre quelques exemples, choisis au
hasard dans les publications récentes des journaux de
Mathématiques qui s’occupent du triangle.

M. Furhmann a donné dans le journal Mathesis,
1890, p. 105, un trés intéressant travail Sur un cercle
associé & un triangle, ou il énonce de nombreuses pro-
priétés fort curieuses de ce nouveau cercle. La trans-
Jormation continue montre immédiatement qu’il y a
trois autres cercles qui jouissent de propriétés analogues
et auxquels le Mémoire en entier peut étre appliqué
avec les modifications indiquées par la transformation
continue.

Dans le Journal de Mathématiques élémentaires de
M. pe Loaecnames, M. Boutin donne un grand nombre
de formules relatives au triangle; en y appliquant la
transformation continue, on écrit immédiatement des
formules que leur défaut de symétrie apparente rend
quelquefois assez difficiles a démontrer autrement et
rendrait surtout difficiles a prévoir. Voici sept de ces
formules :

A B C o
Q] acot— — bcot— + ccot— =20,
2 2 2

et, par transformalion continue en A,

A B C N
acot — ——btang; +ctang;— = 20q,

A B C _ o1—ap?
(2)  rq tang — - rptang — +rclang — = —)

P
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ety par tran sjo: malion continue en A,

3 C 22 -a(p—ap
7 lang — ——recot— —74c0t — — s ,
2 > ) [) —

A 3
ab cos? - — ac cos? -
~ 2 2

(3 b - -0

) ) - )

ety par transformation continue en A,
B . ,C
acsin?- — absin? =
) 9
”
. .G A
absin? = — becos? —
> B
re

\ B
bc cos? — — acsin? -
) 2

e = o,

Ty
\l_ﬂm(n+%>~4m(c+?>+wm(A*$)
W)

|- jcm(C;—P\) C"“(E}ﬂ cos( \.'4*@ |

cty par transformation continue en A,

|.J-~in(/B+ A\) - 005<C~— ?) -—(-os(\— ;\)
/ ,

\ 2

B- C ) A — B\ o A—C
feos — - (?0<<;5"—*— — = ) cos(p — y .
i 4 \ 4

. A B C\
(2) 2cotw—cot —cot— cot — — tang ——rtang~+tang~)
2 2 ) 2 2 2

ety par transformation continue en A,

B C

A C A B
» coter — cot — tang tang — — tang — + cot — -—cot —,
) 2 2 2 2

P
\
(I—(‘ﬂl—CO[B\ (I—(‘OL—B—COtC)(l——COLgCOtA)
6y - —— .7 /2 2 / 2 J

A !
( 1ocot= col C> 1 —cot ij cot A) (1 —cot 79 cot C)




(31)
et, par transformation continue en A,

’

A
(|+c0t— cotB)(la—tan‘*—coH (l-- tanfv—colA

\ ),
1+ cot —COLC) (I -+ tanv - CO[A) 1 - tan"‘— cot >

bl

A B .
1+ tang — cotB 1+tan"—cot(,)(|+tanf'——cot )
> :
A B G
l—'—tan"—cot(, l+tang;cotA +nnf*;cotB
ct, par transformation continuc en A,

(/I;Lang‘g‘—cotB> (1~ cotl—}cotc\’) (l —cot gcotA>

(I -+tang é cotC> (l~cot E cotA) (1 —_ 'cot{—' cot B\)

\ 2 \ 2 \ % /

Donnons comme exemple quelques applications de la
(ransformation continue.

La parabole inscrite dans un triangle et qui touche la
droite

a
r =
b—c

[¢’est 1a tangente commune au cercle et A Pellipse inscrite
de Steiner (voir Nouvelles Annales, 1886, p. 126)] a
pour équation

S TR T —

SVar(2a —b—c)=o;

son foyer, situé surle cercle circonscrit, a pour coordon-
nées
a

[

2a —b—c¢

On en conclut immédiatement par transformation
continue en A que :

La parabole inscrite dans un triangle et qui touche la
droite
ax by cs

b—c¢ c+a a+b
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(laquelle est la tangente commune au cercle ex-inscrit o,
et a I’ellipse de Steiner) a pour équation

V—aiiaa—b+c) ~/bynrb+ra—c)+yesaer~a—b)=o
et pour foyer le point dont les coordonnées sont

a b c
_ , s .
2a—b+c¢ 2b4+a—c 20+a—0b

Le cas ot un ¢6té égale la moitié de la somme des
deux autres est intéressant a examiner. Nous ne nous y
arréterons point parce que cette discussion trés simple
ne se rattache pas directement a 'objet de notre Note.

Appliquons la transformation continue a I'étude de la
proposition suivanle énoncée par M. Boutin (Journal
de Mathématiques élémentaires de M. pe Lonccramps,

1891, p. 184):

Sotent O, 0, 04, 0p, 0., A', B, C' les centres du cercle
ABC, des cercles tangents aux trois cotés et les pieds
des hauteurs; les droites A'o,, B'op, C'o. concourant
au point M dont les coordonnées sont

cosB 4+ cosC —cosA, ....

Remarquons d’abord qu’é I'aide des formules que
nous avons données a ’Association francaise, dans Je
journal Mathesis, cte., les coordonndes de M peuvent
séerive plus simplement

R—rey R—ry R—r,

car on a

2R—r—r
cosA = %,

R e,
et donnons quelques propriétés du point M.
. . . 1
Oo contient, comme |’on sait, le point J : e
p—

st souvent rencontré dans Ja Géométrie du triangle. Il
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est facile d'établir que 'on a

MO R—+r JO 2R+ r

kg s =
Mo 2rr Jo 2r

)

et si I'on appelle d la distance Oo, d,, la distance Oo,
qui sont données par les formules

d2= R(R—a2ar). d2=R(R—2ry,),
on verrait aussi que

2rd ard 2Rrd

MO:B—I" Jo= —, JM:(R———W{TI';.

T aR—r

En appliquant la transformation continue en A, on
a immédiatement les résultats suivants :

Les trois droites oA’y o.B', 0;C' concourent en un
méme point M, dont les coordonnées sont

R4+r, —R—+r, Ry

M, est sur Oo,, droite qui contient le point J,, :

-

p p—c p—b

on a
M,O0 —R—+ry 1.0 —a2R+r,
Mgo, DY Jo0a 27, ’
27rq dg 2ry, dy 2Rr,d,
M = , = — M=——r—— = .
a0Oa R—r, Jaoa ZR—ra’ JaM, (R+r)(2R=+ry)

Nous avons fait, dans les divers Mémoires déja cités,
un trés grand nombre d’applications de la méthode a
des questions variées et a plus de trois cents formules,
nouvelles pour la plupart; nous ne nous arréterons
donc pas davantage sur le sujet.

Nous citerons encore seulement trois exemples de for-
mules, non des plus remarquables, que nous pourrions
choisir dans ce que nous avons publié, mais que nous

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. XII. (Janvier 1893.) 3



(34)

n'avons pas cncore mentionnées,

b2— ) R—2
3 - 2O (e (3R ),

p2a—p)Y=rqrpy—+ rore—rpre,

atroa+b2ry— ctro= 4Rp[(p—c)— ccosA cosB],

qui donnent respectivement par transformation conti-
nue en A

_ (b2— ¢2)? . (c?— a2} . (a2— b2)
a b c

_ 2([)-——-(1)‘()‘““" ?-ra)[(p__a)ﬁ._—_ra(2n - ra)]'

pz_d2= rry+rretryre,
atr —br.+c?ry=4R(p—a)[(p — b)— ccosA cosB].

La transformation continue ne s’applique qu’au
triangle général ; ainsi les formules du triangle rectangle
ne peuvent ¢tre transformées, au moins sans certaines
précautions (woir I'article de M. Poulain déja cité).
Par c¢xemple, dans le triangle BAC rectangle en A, on a

¢ = btangC;

la transformation continue, telle que nous I’avons défi-
nie, donnerait

. ¢ =—btangC,
ce qui est faux.

La transformation continue s’applique au téiraédre;
nous n’indiquerons que la transformation fondamen-
tale dont tout dérive et qui correspond au changement
de a, b, c cn a, — b, — ¢ dans le triangle.

Soit ABCD un tétraédre; désignons les arétes oppo-
sées DA, BC par a' ct a; DB et AC par & et b; CD et

AB par ¢’ ¢t ¢; on peut dire que :

81, dans une formule quelcongue représentant une
propriété geéncrale du tétraédre, on laisse a, b, c et
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que U'on change a', b/, ¢ en —a', —b', — ¢, la nou-

velle formule est encore exacte.

La transformation continue appliquée au tétraddre
est aussi générale, mais, en fait, jusqu’ici moins féconde
qu’appliquée au triangle. Cela tient surtout a ce qu’il y
a, dans le tétraédre, peu de points remarquables ayant
des propriétés simples et aussi que la Géométrie de dé-
tail du tétraédre est actuellement aussi peu avancée que
Pétait celle du triangle il y a quelques années; la ques-
tion est, du reste, beaucoup plus compliquée.

Nous allons terminer ce petit travail en justifiant
I'appellation de transformation continue que nous avons
adoptiée.

Si 'on considére un triangle ABC, il est clair que,
par définition, toute propriété générale du triangle
s'applique 4 ABC; imaginons que CA soit mobile autour
de C el faisons tourner CA autour de C dans un méme
sens qui 'éloigne de CB, la figure aura deux dtats :
1 A est au-dessus de BC; 2° A est au-dessous; elle ne
peut passer de I'un a lautre de ces états par le mouve-
ment continu de CA, qu’aprés que CA est devenue pa-
rallele a BA; or une propriété générale du premicr état
de la figure appartient évidemment au second état, mais
il est facile de voir qu’clle s’énoncera souvent dillérem-
ment en employant la terminologie habituelle rappor-
tée au triangle ABC; ainsi, suivons par continuité ce
que devient le cercle inscrit 4 ABC pris dans le premier
¢état de la figure, on voit qu’il deviendra, dans le deuxiéme
¢tat, le cercle ex-inscrit o, du triangle ABC; par consé-
quent, un théoréme dans I’énoncé duquel entreront le
cercle inscrit, son centre, son rayon, ctc., donnera par
continuité un énoncé d'une forme nouvelle ou entreront
le cercle ex-inscrit o4, son centre, son rayon, ctc. Le
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changement est produit par la transformation continue
en A.

Pour le tétraédre ABCD on réalisera géométrique-
ment la transformation continue en D en faisant tourner
unc des faces aboutissant en D, BCD par exemple, au-
tour de sa base BC et I’on aura deux états de la figure :
1° D est au-dessus du plan ABC; 2° D est au-dessous;
ces deux états étant séparés par la position ou le plan
BGD est parallele & AD.



