NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

P. MICHEL
Transformation omaloidale des quadriques

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 12
(1893), p. 192-224

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1893_3 12 192_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1893, tous droits
réserveés.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1893_3_12__192_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(192)

TRANSFORMATION OMALOIDALE DES QUADRIQUES;
_Par M. P. MICHEL,

Licutenant du Génie.

I. — TRANSFORMATION DE L’ELLIPSOIDE.

1° Définitions et résultats.

1. Les surfaces omaloides ont éié étudiées par Syl-
vester (Cambridge and Dublin Math. Journal,t. V1),
et par Cremona (Rendiconti del reale Istituto lom-
bardo, mai 1851). Aprés eux, M. Picart les a aussi
considérées dans sa Thése de Mathématiques (1877), ou
il les désigne sous le nom de surfaces unicursales.

Je rappellerai briévement la définition élémentaire
de ces surfaces :

Si 'on suppose qu'un point (z, y, z) quelconque
d’une surface £ puisse étre représenté par les formules
P1 G2 @3

’ = S = —3

¢

[

(1) T =

-G

©y 94, 92, 93 étant des fonctions entiéres de deux lettres
t et 0, et qu'inversement on puisse déduire des for-
mules précédentes,

(2) (=0, o=ty

4, ¢y et d, étant des fonctions entiéres des lettres x, y,
z, on dira que X est une surface omaloide.
Les surfaces omaloides jouissent de la propriété de
pouvoir élre représentées point par point sur un plan.
En effey, si Fon imagine dans un plan deux axes wt
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ct o, les formules (1) montrent qu'a tout point (7,4)
du plan correspond un point (x, y, z) de la surface;
inverscment, les formules (2) indiquent qu’a un point
(x, ¥, z) dela surface ne correspond qu’un scul point
(t, 8) du plan considéré.

2. M. de Longchamps, dans son Journal de Mathe-
matiques spéciales (1884), a montré que les quadriques
a centre sont des surfaces omaloides; que I'on peut
représenter les coordonnées d’un point quelconque de

Pellipsoide
2y 3
'(;;; - bE - ; —1=0
par les formules
r 1= —02 Y 21 3 24
a1+ e+ 02 b a2 02 c 1o
d’ott I'on déduit les formules inverses
_ au}/ _ as
T ba+z) T cla—x)

De méme un point de 'hyperboloide a une nappe

peut étre représenté par les formules

r 1--19 y _t—0 5 t+9
a 1—1t8’ TN ¢ 1+18’
desquelles on déduit
a(bz+cy) a(bz —cy)
t= ) §=— Bl
be(a+x) bc(a +—x)

Enfin, pour Ihyperboloide a deux nappes, les for-
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mules analogues sont
. z 1+ 12462

t
=5’ - =

1— 22— 62 Y
b c 20

xr
a 20’

M. de Longchamps a considéré principalement I'el-
lipsoide dans son Etude. 11 a montré qu'a la droite de
I'infini du plan tw8 correspond le sommet A’ de 'ellip-
soide, qu'il a appelé point central de la transformation
omaloidale.

Il a fait voir qu’'unc transformation homographique
permet de prendre pour point central de la transforma-
tion omaloidale un point quelconque de la surface de
Pellipsoide.

Les résultats principaux qu'il a énoncés sont les sui-
vants :

1° A touwte droite du plan twl correspond une el-
lipse tracée sur Uellipsoide et passant par le som-
met A'.

2° 87 la droite du plan twd passe a Uorigine w,
Uellipse correspondante passe aux deux sommets A
et Al.

3° A tout cercle du plan twd correspond une el-
lipse tracée sur Uellipsoide.

4° A deux droites paralléles du plan twd corres-
pondent deux ellipses dont les plans ont pour traces,
sur YOZ, deux droites paralléles.

3¢ A deuwx droites rectangulaires du plan twh cor-
respondent deux ellipses dont les plans coupent YOZ
sutpant dewx droites ay ant des directions conjuguces,
relativement a Uellipse principale située dans ce plan.

Le plan twh est appelé le plan fondamental de la
transformatioun.
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3. Je me propose de poursuivre cette étude; je ferai
d’abord la remarque suivante :

A toute courbe C tracée sur 'ellipsorde correspond
une courbe I' du plan fondamental.

La tangente en un point (¢, 6) de la courbe I' corres-
pondra a une cllipse tracée sur I'ellipsoide, passant par
le sommet A’ et tangente ala courbe C au point (x, y, z)
qui correspond au point (#,9) du plan fondamental.

4. Jérablirai aussi la propriété suivante :

Si I'on considére n points du plan fondamental (z,, §,),
(t2,82)5 + o, (tn, 82), 4 chacun de ces peints correspond
un point de Vellipsoide dont les coordonnées sont don-
nées par les formules

1 — 12— 02 2bt 200
X = ———— e e— = ———
L 202 J |+ 2+ 02 1+ 262

Je joins les 7 points de Pellipsoide au sommet A';

les équations des droites ainsi déterminées serout res-

pectivement

r-—a y z
a YA ch,

T+a_ Y _ 3
a bty c6,’

.................. ,

xTr—+a _ .}/ _ P

“a T bt, ¢,

Ces droites rencontrent le plan YOZ en des points
ayant pour coordonnées
)/:bth .}"—‘b’z- ey )':blm
3 =cly, 3 = chy, Ceey 2z =ch,.
Sil’on prend le centre des moyennes distances des n
points du plan fondamental

...+ ¢, 9‘—1—“2—‘—...—“0"
= R

= — - -— — e —— = - 7,

n n
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et qu’on joigue le point corvespondant de Iellipsorde au
sommet A’, on déterminera ainsi une droite qui rencon-
trera le plan YOZ en un point ayant pour coordonnées

Wy ~—1; —...+ 1, 914—02""-..—‘?—0,,
p Ul el il b

n n

y= —
et 'on voit que ce point est le centre des moyennes dis-
tances des n points qu'on a précédemment déterminés
de la méme maniére sur le plan YOZ.

En particulier, si les » points du plan fondamental
sont en ligne droite, les points correspondants de I'el-
lipsoide sont sur une ellipse passant au sommet A’, et
les points du plan YOZ sont, par conséquent, en ligne
droite; la propriéié éiablie plus haut s’applique, dans
ce cas, ct clle nous scra utile dans la suite de cette
dlude.

2° Qual'liquev coniques.

1. Je considére une conique du plan fondamental,
ayant pour équalion

(1) A2+ 2Bt0 4+ C02—2Dt--2E0 —- F=o.

et je cherche quelle est la courbe située sur I'ellip-
soide qui lui correspond; je remplace pour cela ¢ et §
par leurs valeurs

a) as
e 0 —

R TP R cla—+uzx)

ct il vient aprés réduction

/ . 2 ~2

: IV Lo ¥
‘l (‘h (1) A 0?2 (Jcl 'B b

( )<.+2)(\| D)o

0
Ceute équation représente un come dua second ordre
ayant sou sommet au point A'(—a,o0,0) de Pellip-

aln

(92)

(o]
Al
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soide; la courbe d’intersection des deux surfaces est une
quartique gauche.
Done :

Toute conique du plan fondamental correspond a
une quartique gauche, intersection de l’ellipsoide par
un cone du second ordre ayant son sommet au point
central de la transformation omaloidale.

Inversement, si dans I’équation (2) d’un céne ayant
son sommet en A’ on remplace x, y et z par leurs
valeurs

1 — 12— 02 2 bt 2¢0

r=a ————-: = 5= —
[-— 82+ 02 A — T 1 2+ 02

on retrouve équation (1). On aura donc la propriété
réciproque :

Tout cone du second ordre, ayant son sommet au
point central de la transformation, coupe U’ellipsoide

sutvant une quartique gauche qui se iransforme en
une conique.

Toutes les quartiques ainsi déterminées ont un point
1 [

double réel ou isolé, au sommet A’ de Iellipsoide; je

les désignerai sous le nom de quurtiques conigues pour

les distinguer des quartiques d’un autre genre que

Jaurai a considérer dans la suite de ce travail.

2. Le centre de la conique (1) a pour coordonnées

‘ CD —BE AE -- BD
‘:

B2—AC’ 1= B2 TAC

Je joins le point correspondant de 'ellipsoide au
sommet A'; j'obtiens ainsi une droite ayant pour équa-
tions

r+a ¥y 5

) A TR
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et dont le plan diamétral dans le coéne (2) est

\

+D)

+
o]

+
5
lh ol

Ff—v'—D:}—’—i—Efq—F—:»-t,(D
a b c

QIR QI8

+
=
% %
,|_
o

Sy (E -+ E) =o.
\

Si I'on remplace dans cette équation ¢, et §, par les
valeurs indiquées plus haut, il vient aprés simplifica-
tion

xr -+ a = 0.

Le plan diamétral dela droite (3) est donc paralléle

au plan YOZ. Par conséquent :

Le centre de la conique (1) correspond au point
oi le diaméire conjugué des plans paralléles ¢ YOL
dans le cone (2), rencontre Uellipsoide.

Jappellerai ce point centre de la quartique conique.

3. Si Ton coupe lellipse (1) du plan fondamental
par une série de cordes paralléles a une divection (D),
la guartique conique correspondante sera coupée par
une série d’ellipse (T') passant au sommet A’ de Pellip-
soide et dont les plans coupent YOZ suivant des droites
paralléles a une certaine direction (v).

Chacune des ellipses (T') rencontrera la quartique
conique en deux points. D'aprés la propriété établie
plus haut (1), le diameétre conjugné (1Y) des cordes de
direction (D) par rapport a la conique du plan fonda-
mental correspondra a une ellipse’(T') dount le plan cou-
pera YOZ suivant une droite dont la direction (y') sera
conjuguée de (y) par rapport a la conique (e) d’inter-
section du cone (2) par le plan YOZ.

Je désignerai cette ellipse (T') sous le nom d’ellipse
diamétrale conjuguée de la direction (T').
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On peut immédiatement énoncer alors la propriété
sulvante :

Toutes les ellipses diamétrales d’une quartique co-
nique passent par le centre de cette courbe.

En particulier, les deux axes de la conique (1) corres-
pondent a dcux ellipses passant au sommet A’ et dont
les plans coupent YOZ suivant deux droites de direc-
tions conjuguces par rapport a lellipse principale de
ellipsoide située dans ce plan ; mais, d’aprés ce qui pré-
ceéde, ces deux directions sont aussi conjugudes par rap-
port a la conique (¢) du cone (2). Fappellerai ellipses
principales de la quartique conique celles qui corres-
pondent anx deux axes de la conique (1).

Et 'on pourra dire que :

Si l'on considére un cone du deuxiéme degré ayant
son sommet au sommet A' de [l'ellipsoide et qui dé-
termine sur cetle surface une quartique conique, les
plans des deux ellipses principales de cette courbe
gauche coupent le plan YOZ suivant deux directions
conjuguces communes aux deux coniques détermindes
par ce plan dans le cone et dans Uellipsoide.

4. 1° Lorsque la conique (1) du plan fondamental
est une ellipse, la quartique conique correspondante a
un point double isolé : le point A’ sommet de Pellip-
soide.

20 Si la conique (1) est une hyperbole, le point
double A’ est véel : il correspond d’ailleurs aux deux
points a l'infini de I'hyperbole. Les asymptotes, étant
tangentes a I'hyperbole a Pinfini, correspondent a deux
ellipses passant en A’ et tangentes aux deux branches
de la quartique conique; ces deux ellipses passent au
centre de la quartique.
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En particulier, pour une hyperbole équilatére, les
plans des deax ellipses tangentes au point double A’
coupent le plan YOZ suivant deux directions conju-
guées par rapport a l'ellipse principale de I'ellipsoide
située dans ce plan.

3° Enfin si la conique (1) est une parabole, les deux
tangentes & I'infini sont confondues; la conique d’in-
tersection du cone (2) parle plan YOZ est une para-
bole; ce cone a donce une génératrice paralléle 2 YOZ :
la quartique conique correspondante a un point de
rebroussement en A’. Dans ce cas, toutes les ellipses
diamétrales de la quartique coupent YOZ suivant des
droites paralléles.

5. On voit, d’aprés ce qui précéde, que les quarti--
ques coniques situées sur ellipsoide sont tout a fait
assimilables aux coniques du plan, et que, des nom-
breuses propriéiés de celles-ci, on pourra déduire les
propriéiés de celles-la.

Une conique du plan étant déterminée par cinq
points du plan :

Toute quartique conique est déterminée par cing
points de Uellipsoide.

Sil'on se donne quatre points du plan, on sait que le
lieu des centres des coniques passant par ces points est
une conique; donc :

Le lieu des centres des quartiques conigues passant
q q q P
ar quatre points de l'ellipsoide est une quartique
par g P P q q
conique.

A chaque propriété des coniques correspond donc
une propriété des quartiques coniques; mon but n’est
pas d’énoncer toutes ces propriétés, il suffit d’indiquer
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cette cortélation entre les deux espéces de courbes pour
qu’on puisse en tirer toutes les conséquences logiques.
Je me bornerai a quelques remarques générales.

Remarques. — Iorsque la conique (1) passc a ori-
gine o du plan fondamental, la quartique conigue cor-
respondante passe au sommet A de Pellipsoide; si la
conique (1) a son centre en v, la quartique a son centre
en A.

Si la conique (1) a ses deux axes paralléles 4 wr et
o, la quartique conique correspondante a deux ellipses
principales dont les plans sont parallles aux axes O
et OZ de Vellipsoide.

Quand le centre de la conique (1) se déplace sur une
droite ou sur un cercle, le centre de la quartique cor-
respondante déerit une ellipse, qui, dans le premier cas.
passe au sommet A’

Si la conique (1) reste tangente 4 une droite, a un
cercle ou a une conique, la quarlique conique aura
pour enveloppe dans les cas correspondants : une cl-
lipse passaut en A', une ellipse ou une quartique co-
nique.

6. La tangente ct la normale en un point de la co-
nique (1) ont pour correspondantes deux cllipses dont
'une est tangente a la quartique conique, qui passent
en Al et qui coupent le plan YOZ suivant deux direc-
tions conjuguées par rapport i Iellipse principale de
I'cllipsoide située dans ce plan. Je désignerai ces deux
ellipses soas le nom d'ellipse tangente, ct ellipse nor-
male en un point de la quartique.

Le cercle osculateur en un point de la conique (1)
estle transformé d’une ellipse osculatrice a la quartique
conique au point correspondant. Le plan de cette ol
lipse osculatrice coupe YOZ suivant unc droite paral-

Ann. de Mathémat.. 3¢ séric. t. X1L (Mai 18¢3.) 1o
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léle i la droite d'intersection du plan de Dellipse tan-
gente avee YOZ.

Le centre de courbure de la conique (1) est le trans-
formé d’un point situé sur V'ellipse normale, a 'intersec-
tion de cette cllipse avee la droite qui joint le point A’
au pole du plan de Tellipse osculatrice (voir G. pe

Loncensurs, J. S, 1884).

7. A un cercle bitangent ala conique (1) correspond
une cllipse bitangente 4 la quartique conique. Dans le
cas ou ce cercle se réduit 4 un point, c’est un foyer de
la conique (1). De méme, on appellera foyer d’une
quartique conique, toute ellipse-point bitangente 4
cette quartique.

D’aprés cela, une quartique conique a quatre foyers
situés deux a deux sur ses ellipses principales.

A un systéme de coniques homofocales du plan fon-
damental correspondra un systéme de quartiques coni-
ques homofocales sur I'ellipsoide. On pourra énoncer
les propriétés snivantes :

Si lon considére un systéeme de quartiques coniques
homofocales, par itout point de Uellipsoide passent
deux quartiques du systeme.

L’une de ces quartiques a un point double isolé au
pownt A'; lautre a un point double réel en ce point.

En leurs points de rencontre, Uellipse tangente «
lune de ces deuxr quartiques est Uellipse normale &
l"autr e et vice versa.

ao .
3° Quartiques gauches.

1. Les quartiques coniques ne constituent qu’un cas
particulier des quartiques gauches générales, obtenues
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par Dlintersection de l'ellipsoide avec une surface du
deuxiéme ordre quelconque.
Je vais donc chercher quelle est, sur le plan fonda-
mental, la transforméc de la quartique gauche d'in-
tersection de Vellipsoide

(3 :i+‘z2'*?i~—l:(),

avee une quadrique quelconque

[ xr? y2 z2 13 sr y
T A 2Bo— 4+ oB' = 2B
, ‘ a? 28 R ca ab
()« z . ~
’ —l—‘z(;‘»L'A(;’i*.—‘z(;”:—-‘—l):().
\ a A c

Je w’ai qu’a remplacer, dans cette équation (4), x, v,
= par leurs valeurs indiquées plus haut, ct j'obtiens
( (A—z(, + D)(ez--062)2
J[(B" — 'y (B — C")0]( 22— 02)

‘5"( (4A oA D 8B L0 (A —2 A+ Db
(B — Gt §(B — ()0 - A = 2C D = o,

équation d’une quartique plane bicirculaire ou cyclique
plane.
Inversement, si ’'on considére une cyclique plane

M(72-— 022 — (Nt —PO)(£2+62) +0(¢,0) =0,

ot ¢ (7, §) est une fonction du deuxiéme degré, et
qu'on remplace dans son équation ¢ et § par lears va-
leurs

ay as

— = ——,
()(aﬁ—.rl’ Cla—+1x)

il vient
yr o522 oy \ ; 2 g2
M<_ﬁ+ )741<\%TP§)<.#2\ %f;>
- ("‘k g\)z'!’(}’-:ﬁ:"
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ou 41, 7) st une fonction du deuxiéme degré; mais,
d’aprés Péquation (3),

y? 3
ey —

- T
h2 ~? e

L’équation précedente s’écrira done

(=5 (- 5)

aT -
+ IV Wiy 5)=o.
(\I—{—a){(j. Y=o

2N 2 /
\1(._:_2) -1V

‘\ll

2

. N r
et, en supprimant le facteur <| =+ ~,> )
4

\I(n— (\ +|‘;>(|—§>r'!¢(’y.;)~n,

équation d’'une surface du sccond ordre.
On conclut done de ce qui préeéde que :

Touwre quartique gauche située sur Uellipsoide se
transforme svivant une eveliqgue plane, et réciproque-

ment.

L'équation (5) ne représente une cyclique plane
que si Pexpression A — 2C + D n’est pas nulle. Si
A—oC+ D= o. I’dquation (5) représente une cu-
bigue citculaire; dans ce cas, si F'on cherche I'intersee-
tion de la quadrigque (4) avee P'axe des a, on tiouve la
solution

r—-—a.
La quadiique () passe done au point A’z par suite :

Toute quartique gauche de Uellipsoide, passant au
pole de la transformation omaloidale, se transforme
sutvant une cubique circulaire du plan fondamental.



3. Je pose

B —

ST

(6) 7= g &=

L’équation (3) s’éerit alors

TN —o\N+D

2_(2)2 — ¢ g Y2y o g
(2—02%) Hxl—30)(2+02) —)<1+I),
8B V" —>A D
/ _— 7 P —— b
(7)? Ry bt N ey wy paray 1
A —+~>oC-—D
— jrt+ 400 — ) o

\- oG—D

et représente une cyelique ayant pour centre le point
dont les coordonnées sont o et P (*).

Fappellerai centre de la quartique gauche le point
qui, sur ellipsoide. correspond au centre de la cyclique
du plan fondamental. Voyons comment on peut déter-
mincr ce centre. Pour ccla, je considére le plan polaire
du point A’ par rapport ala quadrique (4) : ce plan a
pour équation

s (- \<E T(#}’—I:”)l (=B D —G—o
« 12 I

et e cherche son pole par rapport a Pellipsorde. Le
plan polaire da point (4. vy, 7,) par rapport a ellip-
sorde a pour équation

Zo1 VoV 503
() oeh 0 2y — o,

L’identification des équations (8) et (9) conduit aux

(') Le mot cenire est ecmployé 1ct dans le sens que lui a donnc
M. Humbert dans son 7 tude sur les cyclides (Journal de I’Ecole
Poly technique, L\ Cahier 1885).
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égalités
[DEEAY
Ty — ]y-——(f’
B
Yor by
o — B
S ey

La droite qui joint le sommet A’ de Dellipsowde au

point (x4, )y o) a pour équation

xro— 3 S

a«(A—2C D) LB =, T em—ay)’

ou, d'apres les relations (6),

J - ¥

B

7 bx ¢

e

et 'en voit qu’elle coincide avee la droite qui joint le

point A’ au centre de la quartique gauche. Donc :

Le centre d’une quartique gauche déterminée sur
Uellipsoide par une quadrique Q s’obtient en joignant
le sommet A" au péle, par rapport a Uellipsoide, du
plan polaire du point A’ par rapport a la quadri-
que Q et en prenant le point d’intersection de la
droite ainsi déterminée avec ellipsoide.

4. L'équation (8)du plan polaire de A’ par rapport a

la quadrique (4) peut s’écrire

C—A r 1}' 0 S D—C o
N 2CxDbDa 76 PFTA—C—D

Lorsque z et 3 sont fixes, on voit que ce plan coupe
YOZ suivant une droite ayant une direction fixe. Donc :
Les plans polaires du sommet A' par rapport a

! /

toutes les quadriques qui determinent sur Uellipsoide
des quartiques gauches de méme centre coupent le
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plan YOUZ suivant des droites paralléles i une direction
fixe.

En particulier, si 2 = = o, le plan polaire du som-
met A’ est paralléle au plan YOZ.
5. Je suppose que le centre (a, 3) de la cyclique du
plan fondamental se déplace sur une droite
mt= nb-+p=—=o.

On peut écrire I'équation (8)

C—A m+]" <Y g% .
A—2C+D\a > PR

D’autre part on a
ma—+nf--p=o;
par suite, ’équation précédente devient

C—A z A v my /5 on\ _
i (o) (5 5) (55 ) =

Le plan polaire du sommet A’ passe done par le point

. —bm —en
IJxeP(——n, L, .

b
r p
Mais, dans ce cas, le centre de la quartique gauche

décrit une cllipse passant par A’ et dont le plan a pour

ep(i D)=

\

équation

mL n
b

SRR

et c’est justemenl le plan polaire du point P par rap-
port a ellipsoide. Donc :

Lorsque des quadriques Q déterminent sur 'ellip-
soide des quartiques gauches dont les centres sont sur
une ellipse £ passant par le sommet A', les plans po-
laires de ce point A' par rapport a toutes ces qua-
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driques passent par un point fixe P qui est le péle du

plan de Uellipse E par rapport a Uellipsoide.

6. On pourra donc assimiler les quartiques gauches
aux cycliques planes, et déduire leurs propriéiés de
celles de ces derniéres courbes: ’énumération en serait
trop longue.

Je me bornerai a citer les plus importantes :

On sait que le lieu des centres des coniques inscrites
@ une cycligue plance est une hyperbole que lon
nomme conique principale de la cyclique; cette conique
principale passe au centre de la cyclique (V).

De méme

Le lieu des centres des quartiques coniques inscrites
a une (/ual'liquc g(luclm est une (/uarli(]ur) coiziqu(' «
point double réel, qui passe au centre ide la quartique
gauche. On la nommera quartique conique principale
de la quartique gauche.

Enfin on peut imaginer pour les quartiques gauches
sur ellipsoide un mode de génération analogue a celui
indiqué par Casey pourles cycliques planes :

Imaginons une ellipse fixe (E) sur Ucllipsoide, et
une sérwe d’autres ellipses (€) qui coupent (L) de facon
que les plans des ellipses tangentes & (¢) et (1) en
leurs points de rencontre déterminent sur YOZL deux
directions conjuguées par rapport & Uellipse princi-
pale de Uellipsoide. Si nous supposons, de plus, que
les centres des ellipses (e) sont sur une quartique co-
nigue (1), lenveloppe des ellipses (e) sera une quar-
lique gauche ay ant pour centre le centre de (T).

(') Voir mon étude @ Sur les cycliques planes (Journal de V-
thematiques speciales. de Lonzchamps, 18g>-93%).
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Comme pour les cycliques planes, il y aura quatre
modes de génération semblables pour les quartiques
gauches ().

Les quatre quartiques coniques (T') sont homofo-
cales.

Enfin, sil’on définit toujours le foyer d'une quartique
sur l'ellipsoide comme on I'a fait plus haut, on pourra
dire que :

A un systeme de ¢y cliqgues homofocales du plan fon-
damental correspond un systéme de quartiques gau-
ches homofocales sur Uellipsoide.

On pourra désigner les quatre ellipses (E) sous le
nom d’ellipses directrices de la quartiqgue gauche; et
les quartiques coniques (T') sous le nom de guartiques

Sfocales.

De méme que pour les cycliques planes on dira que :

Sur Pellipsoide une quartique gauche a seize
Joyers. Ces seize foyers sont situés sur quatre el-
lipses.

Ce théoréme est analogue a cclui du D' Hart.

Sil'on appelle péles de la quartique gauche les cen-
tres des ellipses directrices E, on pourra énoncer la pro-
priété suivante :

Pour chacun des poles d’unc quartique gauche, on
peut tracer deux ellipses passant par le sommet A’ et
bitangentes a la quartique.

EnfinTon peut faire une classification des quartiques

(*) Voir Journal de Mathematiques speciales de Longchamps,
loc. cit.

Ann. de Mathémat., 3¢ séric, t. X. (Juin 1893.) 16
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gauches, analogue a celle des cycliques planes, en se
basant sur la forme de leur quadrique principale (*).

7. Je terminerai cctte étude en appliquant ce qui
précéde a la transformation des lignes de courbure de
Pellipsoide

r? 7'2 z2

_ e A 4 — — [ = 0.
a? 6 T T

On sait que ces lignes sont déterminées par les inter-
sections de cet ellipsoide avec les surfaces homofocales
de la série

r? y2 22
T ey g —1=0,
az--A b4k 24 A

ou A est un paramétre variable.
Des deux équations précédentes, on déduit

re y2 22
Y - + - =0
a(at—+X)  b2(b2+ L)  c(ci-+ A) ’

et si Pon remplace x, ¥, z par lears valeurs en fouc-
tion de ¢ et 0, il vient

(122 g g6
(10) ar— \ b2 + ) 2+ h

0,

équation qui représente des cycliques ayant pour centre
Porigine ® du plan fondamental et pour axes de symé-
trie wt et wi.

Les lignes de courbure de 'ellipsoide ont donc leur
centre au sommet A, ct leur quartique conique princi-
pale se décompose en deux ellipses qui sont les sections
principales de I'cllipsoide situées dans les plans XOY
et XOZ. Donc :

Les lignes de courbure de Uellipsoide se transfor-

(1) Voir Journal de Mathematiques spéeciales, loc. cit.
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ment suivant des cycliques planes a deux axes, ayant
méme centre et mémes axes de symétrie.

La théorie des cycliques planes indique que lori-
gine o est un pole double des cycliques (10); les
deux autres poles sont a I'infini. Par suite :

Les lignes de courbure de lellipsoide ont pour péles
doubles les sommets A et A’ de la surface.

Les cycliques (10) ont pour cercles directeurs les
deux axes wt et wh et les deux cercles

202 ==,

En transformant cette propriété :

Les lignes de courbure ont pour coniques direc-
trices les quatre ellipses déterminées sur [’ellipsoide
par les trois plans principaux de cette surface et par

le plan de Uinfini.
Enfin on verrait de méme que :

Les quartiques focales des lignes de courbure sont
les deux ellipses principales XOY et XOZ de I’ellip-

soide et deux quartiques coniques.

Ces deux quartiques coniques correspondent aux co-
niques focales des cycliques (10), qui ont respective-
menl pour équations

12 62
T ai_or TITO
b2 4 & c? -+ A
et
t2 62
a2t h o Tarea Fr=o.

b2+ ) T+ A
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Les lignes de courbure, étant des quartiques gauches,
sont susceptibles d’un mode de génération analogue; il
est facile de I'imaginer d’apreés ce qui précéde.

Il. — TrANSFORMATION DE L'HYPERBOLOIDE
A UNE NAPPE.
1° Sections planes.

1. La considération des génératrices qui passent par
un point de la surface, et dont les équations sont

(=) =+(1-3)

(G) x 9 Y
‘t(—+'>=5+3
et
z_, =0<‘-"+Z\),
(G') a c b

conduit aux formules de transformation citées plus

haut
Z_l—i—le Z_t—() s 1+0
a_ 1—’ b 1—0 ¢ 1—¢8’
d’ou I'on déduit les formules inverses
_a(bz+cy) _albs—cy)
T be(z+a) T be(w+a)

Ces formules montrent immédiatement que les géné-
ratrices du systéme (G) seront représentées sur le plan
fondamental par des paralléles al'axe ot : celles du sys-
téme (G') par des paralléles a 'axe w@.

L’origine v du plan fondamental correspond au som-
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met A de I'’hyperboloide; les deux axes wt et wh sont
les droites transformées des deux génératrices passant
en A. On peut donc énoncer la propriété suivante :

Si, par un point m du plan fondamental, on méne
des paralléles aux axes wtet wl, ces deux droites
sont les transformées des deux génératrices de I’hy-
perboloi'de qui passent au point M correspondant au
point m du plan fondamental.

2. Je cherche la courbe transformée de la section de
I’hyperboloide par le plan

x Y N
(1) a2+pZ+Y + 6 =o.

ol

Les formules de transformation conduisent a I’équa-
tion

(2) (2—)t0+(B+y)t+(y—B)0+2+8=0;

elle représente une hyperbole équilatére dont les asym-
ptotes sont paralléles aux axes wt et wf.
Le centre de cette hyperbole a pour coordonnées

l=Y_'(31 9:?""—1,
a—a a—o

et I'on vérific aisément qu'il correspond au point de
Phyperboloide obtenu en joignantle sommet A’ de cette
surface au pole du plan (1). Donc :

Toute section plane de Ulyperboloide & une nappe
se transforme suivant une hyperbole équilatére, dont
les asymptotes sont paralléles aux axes ot et wb.

J’ai supposé o« — 6 £ 0; dans les casoua—d =o, la
transformée devient une droite; alors le plan sécant a



pour équation

Par suite :

Toute section plane passant au sommet A’ de U'hy-
perboloide se transforme suivant une droite du plan
Jondamental.

3. On déduit immédiatement des formules de trans-
formation les résultats suivants :

1° Les sections principales de 'hyperboloide sont
représentées sur le plan fondamental comme suit :

YOZ par I'hyperbole équilatére.... t0+1=0
ZOX par la droite. ........ .. ... t+0=o0
XOY par la droite.......oooiil. t—0=o0

2° Les sections paralléles & YOZ se transforment
sutvant des hyperboles équilatéres ayant leur centre a
Uorigine.

. N . | 20X , ,
Les sections paralléles I\lOY sont représentées

pardes hyperboles dont le centre est sur la bissectrice

réels

0
o imaginaires |

et passant par deux points fixes

t—0=o0 z

t+0=o0]
3° Enfin, toute section passant par l'axe AA' de

Uhyperboloide se transforme suivant unc droite pas-

R
sant a [’origine v.
e

situés sur la droite

On pourra, comme pour lellipsoide, vérifier facile-
ment les propriétés suivantes :

Deux droites paralléles correspondent & des sec-
tions passant par A', dont les plans coupent YOZ sui-
vant deux droites paralléles.
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Deux droites rectangulaires, a des sections passant
par A', dont les plans coupent YOZ suivant deux direc
tions conjuguées par rapport a l'hyperbole principale
située dans ce plan.

4. Les formules de transformation montrent que,
lorsque

() th—i1=o,
les coordonnées x, y, z deviennent infinies. Donc :

Les points a Uinfini de 'hyperboloide sont repré
sentes sur le plan fondamental par Uhyperbole équi-

latére (H).
De la résultent les propriétés suivantes :

1° Deux droites paralléles aux axes wt et wl et se
coupant sur Uhyperbole (H) représentent deux géne-
ratrices paralléles de systeme différent sur Uhyperbo-
loide.

2° Toute courbe du plan fondamental rencontrant
en un point m U'hyperbole () est la transformée
d’une courbe de l'hyperboloide ayant un point a l'in-
Jini sur cette surface. La direction asymptotique sera
celle des deux génératrices paralleles dont les trans-
formées passent au point m.

3° Toute courbe du plan fondamental tangente &
Uhyperbole () est la transformée d’une courbe de
U'lyperboloide ayant une branche infinie parabo-

ligue.

En appliquant ces deux derniers résultats aux sec-
tions planes on voit que la scction sera elliptique si
I’hyperbole () ne rencontre pas (H); hyperbolique si
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Phyperbole (2) rencontre (H) en deux points distincts;
parabolique si elle lui est tangente.

5. Je pose
t=£k9

et je suppose que le point (¢,0) du plan fondamental
s’éloigne a I'infini dans cette direction; les formules de
transformation deviennent

x 1+ k62

a = 1—k02’

0(k—1) 3z 0(k=+1)
1— k02’ ¢ (—koz

L=
)

et, si 8 croit au dela de toute limite, on a

4

lim = =—1, hmz:o, lim - = o.
a c

b
1 résulte de 1a que :

Au sommet A’ de Uhyperboloide correspond la
droite de Uinfini du plan fondamental.

Or, si 'on considére les points & infini sur wt
et wl, ces points sont les transformés des points a P'in-
fini des deax génératrices de I'hyperboloide passant
en A/, puisqu'ils sont situés sur 'hyperbole (H).

On peut donc dire que :

Aux deux génératrices de Uhyperboloide passant
au sommet A' correspondent les points & Uinfini du
plan fondamental, situes sur wt et wh.

6. Enfin, la propriété démontrée plus haut pour I'el-
lipsoide, et relative au gentre des moyennes distances
de n points du plan fondamental, subsiste pour '’hyper-
boloide a une nappe et se démountre de la méme ma-
niére.
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2° Quartiques gauches.

1. De méme que pour ellipsoide, a toute conique
du plan fondamental

A2+ 2Bt0+ CH2+2D2+2E0 +F =0

correspond une quartique conique, intersection de
Phyperboloide avec un céne ayant son sommet au point
A’ et dont I’équation est

i 2 _ 2 _ Y\
A<E+b) +2 B( b2>+c<c b)

YR ST R O

On peut énoncer pour ces quartiques coniques les
mémes propriéiés que pour celles qui sont situées sur
Iellipsoide; je ne m’y arréterai pas.

2. Si l'on cherche la transformée de la quartique
d'intersection de I'hyperboloide avec la quadrique

A_+A'L+A" +233’ +zB'j

a? b2 a
(2) ay .
-+ 2B - +zC +zC' +92C"= +-D=o,
ab c

on trouve apreés réduction
(A—2C-+ D)o
o (B 4 B — ' C") 20 -2 (B'— B+ O'— (")
(3) { 4 024-(A' A" 2B)2 4 2(A — A’ A"— D)t
(A A" aB) 024 2 (B = B’ 4- €'+ C) ¢
+2(B'—B"— 0+ 00 +A+2C0+D=o.
En désignant par ¢(¢0) I'ensemble des termes du
deuxiéme degré, du premier degré et du terme con-
stant ; et en posant

B’—C”:l, B”—C’: I?‘a
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I’équation précédente s’écrit
(A—2C+D)e2h24+[(a+8)t+(2—3)0]20 —o(2h)=o;

elle représente une quartique plane dont les directions
asymptotiques sont paralléles aux axes wt et wl; cette
courbe a, en général, quatre points & I'infini sur wt
et wll; ces points correspondent aux points de I'hyper-
boloide ou la quartique gauche rencontre les deux gé-
nératrices passant par le sommet A’

Done :

Toute quartique gauche de Uhyperboloide se trans-
forme en une quartique plane dont les directions
asymplotiques soat paralléles aux axes wt et vf.

Dans le cas particulier ot A—2C+D=o, la
courbe du plan fondamental se réduit au troisiéme
degré; il est facile de voir que la quadrique (2) passe
alors au sommet A’; donc :

Toute quartique gauche de l’/m'pel'bolol'de passant
au sommet \ se transforme suivant une cubique plane.

3. Les guartiques (3) jouissant des mémes propriétés
diamétrales que les cycliques planes, tout diamétre y
est perpendiculaire a la direction des cordes correspon-
dantes; tous les diametres passent par un point fixe ap-
pelé centre qui a pour coordonnées

a4+ 8 o a—38

E ey — T T A—L.C+D’

v =

On aura donc, a ce point de vue, pour les quartiques
gauches de I'hyperboloide des propriéiés analogues a
celles des quartiques situées sur Uellipsoide; il est inu-
tile de les énoncer.
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4. A chaque point d’intersection de la quartique (3)
avee 'hyperbole équilatére (H), correspond un point a
Tinfini pour la quartique gauche de I’hyperboloide. Or,
si I’on combine les deux équations (3) et (H), on arrive
a la suivante

(A"~ A"+ 2B) 2~ (A’ A"— 2 B) 2

() ) 4B+ B") t -+ 4(B'— B") 0+ 4A — 2A' 2 A" o,

qui représente une conique dont les axes sont paral-
leles a we et wl; et, ¢’est en cherchant les points d’in-
tersection de cette conique avec I’hyperbole (H) que
I'on aura les branches infinies de la quartique gauche.
Jappellerai la conique (4) la caracteristique de la
quartique gauche.

5. Silon coupe le cone asymptote de 'hyperboloide
par le plan YOZ, on obtient deux droites D et IV repré-
sentées dans ce plan par I’équation

t
9

v 2

I
|
i
°

3
o

Sil'on transporte le sommet du cone asymptote de la
quadrique (Q) au centre O de hyperboloide, I'inter-
section de ce cone par le plan YOZ sera composée des
deux droites D, et D} dont ’équation est

FL NN
A e A e 2 be = o.

Or, dans le cas ou la caractéristique est une ellipse,
on a

(A A"+ >B)(A'+A"--2B)>o0

et les droites D, et D} sont comprises dans I’angle DOD’.
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Si la caractéristique est une hyperbole,
(A'+A"+2B)(A'+A"—2B)< o

ct les directions D et D) séparent les directions D et D'.
Si la caractéristique est une parabole, I'une des droites
D, et D] se confond avec D ou D'.

6. La considération de la caractéristique permet de
faire une classification des quartiques gauches de I’hy-
perboloide, relativement aux branches infinies de ces
courbes :

1° La caractéristique rencontre '’hyperbole (H) en
quatre points réels distinets; & ce cas correspondent les
quartiques gauches a quatre branches hyperboliques.

2* Les quatre points d’intersection de la caractéris-
tique avec I'hyperbole sont imaginaires : quartiques
gauches fermées.

3° La caractéristique est tangente a hyperbole (H);
les deux autres points de rencontre peuvent itre réels
ou imaginaires; d’ou deux espéces de quartiques :

(¢). Quartiques gauches & branche parabolique et
& deux branches hyperboliques ;

(B). Quartiques gauches & branche parabolique.

4° La caractéristique est bitangente a ’hyperbole (H).
Quartiques gauches & deux branches paraboligues.

5° La caractéristique est osculatrice a hyperbole (H).
Quartiques gauches & deux branches hyperboliques,
Dune de ces branches étant située d’un méme cété de
son asymptote : ¢’est celle qui correspond au point
d’osculation.
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III. — TRANSFORMATION DE L'HYPERBOLOIDE
A DEUX NAPPES.

1° Sections planes.

1. Les résultats que 'on obtient par la transforma-
tion omaloidale de 'hyperboloide a4 deux nappes sont
analogues a ceux obtenus dans celle de Pellipsoide; je
m’attacherai donc a faire ressortir simplement les dif-
férences des deux transformations.

Pour I'hyperboloide a deux nappes, les formules de
transformation sont

r _1—2—0 ¥y _t 5 142462,
a 20 b0’ c 26’
on en déduit les formules inverses
ac acy
=2 t= 2y .
az+cx b(az+cx)

De ces formules on peut tirer immédiatement les ré-
sultats suivants :

1° Les sections principales de l'hyperboloide se
transforment comme il suit :

YOZ en un cercle..... e 2402 =
ZOX suivant laxe wf............ t=o0
XOY en un cercle imaginaire.... 2+ 02=—1

YOZ
xoy ' € des cercles
ay ant leur centre sur ’axe ol et coupant U'axe wt en
réels =1
imaginaires ¢ === ¢

2° Les sections paralléles a

deux points . Les sections paral-

leles @ ZOX, en des droites passant a lorigine v.
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2. Toute section plane de I’ hyperboloide

T gV E s
aa—t—ﬁz.yc—%—o__o

se transforme en un cercle
(y—a)(2+02) +- 28t -—2680 +a -y =o.

Cependant, dans le cas ouy -— o = o, la transformée

est une droite
28t —208 +2a = o0;

mais alors le plan de la section
lors le plan de ] t

a<f+f>+;3lb+8:o

a c

est paralléle a la droite

), 17"
(D) r 3
— o = 0.
a ¢

Ceci montre que, pour I’hyperboloide & deux nappes :

Le péle de la transformation omaloidale est a !’in-

Jfini sur la droite (D).
Enfin on voit facilement que :

1© Zoute section dont le plan passe par la droite
(D) se transforme en une droite paralléle & wh.

2° Toute section paralléle au plan déterminé par
la droite (D) et l'axe OY se transforme en une droite
paralléle a wt.

3. A deux droites paralléles

Ai+BO+-C = s
At +~BO s C'=o.
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correspondent des sections dont les plans sont

AZ-FBJ.—C('Eﬂ'-f):o,
b a c

4 (T E) =
AbTB+C<a+c)"0'

et I'on voit que ces plans rencontrent I'axe OY au méme

point
bB

A

Deux droites paralléles correspondent a des sec-
tions paralléles a la droite (D) et coupant ’axe OY
au méme poirt.

On vérifiera de méme la propriété suivante :

Deux droites rectangulaires correspondent a des
sections paralléles a la droite (D) et coupant l'axe
OY en deux points m et n situés de part et d’autre de
Uorigine et tels que

xrm.on = b2.

On peut déduire de tous ces résultats des propriétés
analogucs a celles que M. de Longchamps a démontrées
pour l'ellipsoide (Journal de Math. spéciales, loc. cit.).

4. On peut remarquer, d’aprés les formules inverses
de la transformation, que si

t et 6 sont infinis. Donc :

Au point & Uinfini sur la droite (D) correspond la
droite de Uinfini du plan fondamental.

De méme pour § = o, x, ¥ el z sont infinis. Par suite :

Les points a Uinfini de Uhyperboloide a deux

nappes sont représentés par [’axe wt.
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On aura donc les points & I'infini d'une courbe située
sur I'hyperboloide en cherchant les points d’intersec-
tion de sa transformée, avec 'axe wtj a chacun de ces
points correspondra une branche hyperbolique. Si la
transformée est tangente & w¢, au point de contact cor-
respondra une branche parabolique.

2° Qual'tiques gauches.

1. On démontre, comme plus haut, qu’a toute co-
nique du plan fondamental correspond une quartique
gauche de TI'hyperboloide, située sur un cylindre du
dcuxi¢me degré dont les génératrices sont paralléles a
la droite (D).

On obtient ainsi des quartiques cylindriques qui ont
des propriétés analogues a cclles des quartiques co-
niques.

2. Enfin, les formules de transformation montrent
encore, que toute quartique gauche de ’hyperboloide a
deux nappes se transforme suivant une cyclique plane;
toutes les déductions que I'on fera de ce résultat seront
semblables a cclles que P'on a faites dans le cas de Iel-
lipsoide; tous les calculs sont identiques.

On pourra, de plus, classer les quartiques gauches de
I'hyperboloide a deux mnappes, relativement a lecurs
branches infinies, en cherchantles points d’intersection
de leurs transformées avee 'axe wt du plan fondamen-
tal. Je n’insisterai pas sur tous ces résultats : il a suffi
de montrer comment on peut les obtenir.



