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SUR LES PLANS TANGENTS A CERTAINES SURFACES
ALGEBRIQUES ;

Par M. S. MANGEOT,

Docteur ¢s Sciences.

Je considére une surface algébrique S, d’ordre n,
représentée par P'équation entiére f(x,y,z) =o0. On
peut, d’'une infinité de maniéres, mettre cette équation
sous la forme

o(z,y, 5)+ (2, y,5) =0,
< et ¢ désignant deux fonctions entic¢res. La détermi-
nation du plan tangent T en tout point M de la sur-
face S peut étre ramenée i celle des plans polaires w,
w' de ce point M par rapport aux deux surfaces o, ¢’
(qui correspondent aux équations

olz,y,5)=o0, Y(z,y, 3)=o0.
En effet, soient m ct m — p (pSo) les degrés respec-
tifs de © et 43 m est égal ou supérieur a n. On voit, en

formant son équation, que le plan T passe par l'inter-
section du plan m avec le plan P qui a pour équation

oy o oy 9y Co .
w;;,faf;,;-,—zd—z,——(,—t,+p4'(x,y,~)—o, (¢ =1),

2’y o', 2! étant les coordonnées de M. Or le plan Pcoin-
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cide avecle plan homothétique P de &' par rapport
m—p

m

aM, le rapport d’homothétie étant (si & n’est pas

confondu avec P, il doit étre placé entre P et M).

D’aprés cela, si I'on sait construire géométriquement
les deux plans @ et @, on aura la un mode particulier
de construction géométrique du plan tangent T.

Il peut arriver que, pour une décomposition conve-
nable de f en unc somme telle que © + ¢, les surfaces
correspondantes s, ¢ soient telles que 'on sache dé-
terminer les plans polaires &, »’ en partant uniquement
de leur définition géométrique. Dans ce cas, on saura
construire le plan T avee la regle et le compas, sans le
secours d’aucun calcul. 1l en serait ainsi, par exemple,
a égard de la surface représentée, en coordonnées rec-
tangulaires, par I'équation

Y23t {3220 4+ 22yt fatat — b2 a2
+(3c2 —Jar —402) y2 + jarb? = o,
ou a, b,c désignent trois longucurs connues, et ceci
résulte de ce que son premier membre est la somme des

deux expressions
(2242 — D) (9% 32 —a?), — 3y (22 + y?+ 52 —c?).

1l en serait également de méme si la surface S était
le licu d’un point tel que ses distances a des plans don-
nés, ou puissances par rapport a des sphéres données,
fournissent un produit constant quand on les multiplie
entre elles apres les avoir élevées a des puissances en-
tiéres positives ou négatives.

Que I'on suppose nulle la coordonnée z, ctlesrésultacs
indiqués ci-dessus deviennent des conclusions relatives
aux courbes planes algébriques : il suffit de remplacer,
dans les énoncés, les plans et les surfaces par des droites

el des courbes.
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Ainsi considérons une courbe plane C faisant partie
de celles qui sont constructibles parla méthode dite des
régions, les lignes séparatrices étant supposées étre des
droites ou coniques dont on sache construire un point
quelconque par la régle et le compas: en sorte que I’'on
a pu mettre son équation sous unc forme

¢(z, y)+d(z, ) =0

telle que les courbes y ety correspondant aux équations
entiéres © = 0, 4 = o soient formées uniquement par
des lignes de ces deux sortes. On saura déterminer, avec
la régle et le compas, les positions des deux droites po-
laires d’un point quelconque M de la courbe C par rap-
port aux courbes vy et y': ces deux droites feront con-
naitre (d’aprés la maniére correspondante a celle
indiquée au sujet des surfaces) la tangente a la courbe C,

au point M (*).

(') ¥indique ici, en axes rectangulaires, quelques exemples sim-
ples de courbes algébriques C dont les tangentes peuvent étre con-
struites géométriquement par ce procédé :

T+ a(x+y*—b') =o,
(IQ—_}—_}rﬂ)z_'_anIyJ:o'
z(x—2)(y—0)—y(y—3)(z—a)=o,
z(y—f) (' —0)—y(z—a)(z"—a’) =o,
.Z'/(.Z" J_J/ﬂ__a’)f:)/(’(‘rz _Ix__},:__bz)r’
(' +ax) (2 + Y 4+ by ) = a+r=-1=rgr yr,

a, b, a, B désignent des longueurs connues et g, r', ¢’, r des nom.
bres entiers positifs donnés. Ces équations ont la forme méme qui
se préte a V'application de la méthode, et P'on voit de suite, dans
chaque exemple, quelles sont les courbes v, ¥', et quelle est la va-

m

;; P qu degré de y' a celui de y.

Dans tous ces exemples, les courbes y et ¥’ sont formées de droites
ou cercles que 'on sait immédiatement tracer, de sorte que les con-
structions a effectuer n’exigeront aucun calcul préparatoire, si I'on
se reporte a la définition géométrique de la droite polaire.

leur du rapport
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Un exemple remarquable des courbes C auxquelles
ce procédé s’applique est celui d’'une courbe U,d’ordre n,
ayant un point multiple d’ordre n — 1. Supposons que
I'on connaisse géométriquement les n—1 tangentes de
la courbe U en ce point, ainsi que ses n directions asym-
ptotiques. Nous prendrons pour la courbe y le systéme
des parall¢les a ces directions, menées par le point mul-
tiple : la courbe v/ sera formée des n — 1 tangentes pré-
cédentes, ct nous saurons ici, sans recourir 4 aucun
calcul, tracer la tangente en un point quelconque de la
courbe U, par I'emploi de la régle et du compas.



