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SUR 1/INTRODlCTION DES NOMBRES NÉGATIFS;

P \ R M. MAURICE FOUCHÉ,

Agrégé de l'Université,
Professeur de Mathématiques élémentaires à Sainte-Barbe.

La plupart des mathématiciens sont aujourd'hui d'accord
pour reconnaître que la différence essentielle entre l'Algèbre
et l'Arithmétique consiste dans l'introduction des nombres
négatifs. Cet accord paraît suffisamment promé par ce fait que
<V&Wi W ŶO%v̂WY\XY£ d'agrégation pour Vannée i8o,3 figure
pour la première fois une leçon intitulée : « Première leçon
d'Algèbre. — Introduction des nombres négatifs. » Cette cir-
constance nou* a déterminé à publier la leçon par laquelle,
depuis plusieurs année*, nous ouvrons notre cours d'Algèbre à
l'Ecole préparatoire de Sainte-Barbe.

11 A a deux manières d'envisager l'introduction des nombres
négatifs. La première, qui est la plus ancienne, car elle a été
élucidée au \ \ n c siècle par Descartes, consiste à les consi-
dérer comme four.iis par la nécessité de représenter des gran-
deurs comptée* dans deux sens différents, tels que les segments
portos sur une droite indéfinie de part et d'autre d'une origine
fixe. La seconde, plus abstraite, consiste à les considérer
d'emblée comme généralisation de l'idée de quantité. Cette
seconde méthode fait partie de tout un ensemble de doctrines
qui ont ;té établies dans ce* dernière* années par plusieurs
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géomètres célèbres et qui ont conduit M. Tannery à ce résultat
de haute portée philosophique que toute l'Analyse algébrique
n'exige d'autre postulatum que la conception si simple du
nombre entier. Ce remarquable caractère de simplicité dans
le point de départ nous a fait adopter le second point de vue
qui conserve à l'Analyse algébrique toute son indépendance
\is-à-vis de la Géométrie et des vérités d'ordre expérimental.

Nous avons cru devoir rappeler, au début de la leçon, les
principes sur lesquels doit reposer la généralisation de l'idée
de quantité, quoique, à vrai dire, ces principes devraient être
expliqués dès l'introduction des fractions ou, au plus tard, des
nombres incommensurables, car ceux-ci appartiennent bien à
l'Arithmétique et leur étude devrait, à notre sens, précéder
celle des nombres négatifs. Mais la théorie des nombres in-
commensurables est incomparablement plus difficile que celle
des nombres négatifs, et dès lors des raisons d'ordre pédago-
gique la font rejeter beaucoup plus loin, à tel point qu'on a
cru récemment devoir la supprimer du programme d'admission
à l'Ecole Polytechnique. Malgré cela, dans la rédaction de ce
qui suit, j'ai supposé cette théorie déjà faite, sans cependant
y chercher aucun appui. Mon but était simplement de rédiger
la leçon de telle sorte qu'on pût, sans aucun inconvénient, la
placer soit avant, soit après la théorie des nombres incom-
mensurables, et dans tous les cas, si on la place avant, profiter
des résultats établis pour les appliquer sans aucune modification
aux nombres incommensurables négatifs, le jour où Von \oudra
faire la théorie de ces importantes quantités.

PREMIÈRE LEÇON D'ALGÈBRE.

Introduction des nombres négatifs.

L'Algèbre a pour objet la généralisation des théories
de l'Arithmétique et rétablissement de formules qui
permettent de traiter d'une manière uniforme tous les
problèmes de la même nature, et de règles qui s'appli-
quent dans tous les cas sans aucune exception. On y est
arrivé par l'emploi simultané de deux procédés.

i° On représente les nombres par des lettres et les



opérations par des signes. Cette méthode, quoiqu'elle
donne aux raisonnements une allure particulière, ne
constitue en réalité qu'une abréviation de langage et ne
saurait à elle seule distinguer l'Algèbre de l'Arithmé-
tique.

C'est pourquoi la signification des symboles d'opéra-
tions est expliquée en Arithmétique, et l'emploi des
lettres et des signes est d'un usage fréquent en Arithmé-
tique même.

Par exemple, dire qu'wn produit de deux facteurs
ne change pas quand on intervertit l'ordre des Jac-
teurs, ou écrire

a x b — b x a,

c'est exactement la même chose.
2° On étend le sens des opérations de l'Arithmétique

et l'on applique ces opérations à des objets qui ne sont
plus des nombres tels qu'on les considère en Arithmé-
tique. C'est là ce qui distingue essentiellement l'Algèbre
de l'Arithmétique. La nécessité de généraliser le sens
et les objets des opérations s'introduit par la nécessité
de les rendre toutes possibles, afin d'éviter les excep-
tions et les discussions plus ou moins pénibles qui en
sont la conséquence.

La théorie de la soustraction en fournit le premier
exemple.

Supposons qu'au nombre 27 nous voulions ajouter la
différence 7 — 3. En Arithmétique on peut retrancher
3 de 7 et ajouter ensuite la différence à 27, ou bien on
peut ajouter 7 à 27 puis retrancher 3, ou encore retran-
cher d'abord 3 de 27 puis ajouter 7 au résultat.

Le fait que les trois systèmes d'opérations conduisent
au même résultat s'exprime par les égalités

, 27 -r- ( 7 — 3 ) - •>; + ; - '> = >7 — > -+- 7.
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Si au contraire on veut faire la suite des opérations

3 + ( 5 - 4 ) ,

on pourra bien la remplacer par

3 + 5 - 4 ,
mais non par

3 — 4 + 5,

car la première soustraction 3 — 4 e s t impossible.
On ne peut donc pas énoncer un théorème général

sur l'équivalence des trois systèmes d'opérations, et les
égalités

a -+-(b — c)= ci -\- b — c = a — c -\- h

ne sont vraies qu'autant que les trois nombres a, b, c

remplissent certaines conditions.

C'est pour faire disparaître les difficultés qui résultent

de cette absence de généralité qu'on a inventé les

nombres négatifs.

On appelle quantité tout ce qu'on soumet aux opéra-

tions. En Arithmétique, on ne connaît d'autres quan-

tités que les nombres entiers, fractionnaires et incom-

mensurables. On peut donc dire que la notion propre à

TAlgèbre et qui la distingue de l'Arithmétique, c'est la

généralisation plus étendue de l'idée de quantité.

Quand on généralise l'idée de quantité, les nouvelles

définirions des opérations ne sont pas arbitraires. II

faut en effet réaliser les conditions suivantes :

i° 11 faut que les quantités plus générales que Ton

vient de définir comprennent les anciennes comme cas

particuliers. Par exemple, en Arithmétique môme, les

fractions comprennent les nombres entiers comme cas

particuliers, et les nombres incommensurables com-

prennent les entiers et les fractions comme cas particu-

liers;



( ' 6 8 )
2° Principe de la permanence du sens des opéra-

tions, — II faut que les opérations appliquées aux nou-
velles quantités reproduisent les anciennes opérations
de même nom, dans le cas où les nouvelles quantités
se retrouvent être les mêmes que les anciennes. Par
exemple, en Arithmétique, la multiplication des frac-
tions n'a pas le même sens que la multiplication des
entiers, mais si les fractions se réduisent à des nombres
entiers, la définition de la multiplication des fractions
reproduit celle des nombres entiers.

Ainsi
9, 5 i x 5
T\ X ÏÏ = ~ 3 x 6

e t
•i 5 9.x5

7 x 7 = " 7 ~ ;

3° Principe de la permanence des règles de calcul.
— Il faut que les nouvelles opérations jouissent des
mêmes propriétés que les anciennes pour qu'on puisse
leur appliquer les théorèmes de l'Arithmétique.

Propriétés des opérations. — L'étude de ces pro-
priétés constitue la première et la plus importante
partie de l'Arithmétique, mais il semble que toutes ces
théories cessent d'être applicables dès qu'on n'opère
plus sur les nombres considérés en Arithmétique.

Cependant les propriétés des opérations dépendent
exclusivement d'un petit nombre d'entre elles que nous
appellerons les propriétés fondamentales, de telle sorte
que si une opération généralisée jouit des propriétés
fondamentales de l'opération arithmétique de même
nom, elle jouira aussi de toutes les autres propriétés
démontrées en Arithmétique. Quand nous introduirons
une nouvelle espèce de quantité, nous aurons donc seu-
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ienient à nous assurer que les opérations faites sur ees
nouvelles quantités possèdent les propriétés fondamen-
tales. Il convient alors de rappeler quelles sont les pro-
priétés fondamentales des opérations. J'y joindrai la
propriété fondamentale de l'égalité, quoique l'égalité ne
soit pas une opération.

Propriétés fondamentales des opérations.

Egalité. — Deux quantités égales à une troisième
sont égales entre elles. Toutes les fois qu'on inventera
une nom elle espèce de quantité, il faudra en définir
l'égalité, et vérifier que cette propriété s'applique à la
nouvelle définition.

J4 dàition. — Tontes les propriétés de l'addition dé-
pendent des trois suivantes

o )

< > ) <7 -

a

hb

a -+-
-hb

-hC:

O = <7,

=- a -f- <" -4-/A

On pourra donc appeler addition toute opération
jouissant de ces trois propriétés, et l'addition ainsi dé-
finie jouira de toutes les propriétés de l'addition arithmé-
tique.

Soustraction. — Elle a pour objet de trouver une
quantité qui ajoutée à une quantité donnée en repro-
duise une autre également donnée. Elle est donc définie
en même temps que l'addition et ses propriétés dépen-
dent exclusivement de celles de l'addition. Il faudra
seulement vérifier que la soustraction n'admet qu'une
solution.

Multiplication. — Toutes les propriétés de la multi-
Ann. de Wathémat . 3< ^éne, t. XIF. (Mai i8<)3.) i 3



plication dépendent des cinq suivantes

a x o = o,
a x i = «,

(a-\-b)xc = axc-\-bx c,

a x b — b x a,
a X b x c — a x c x b.

Si ces cinq propriétés sont vérifiées, toutes les autres
le seront.

Division. — Elle a pour objet de trouver une quan-
tité qui multipliée par une quantité donnée en repro-
duise une autre également donnée. Elle est définie en
même temps que la multiplication et ses propriétés sont
des conséquences de celles de la multiplication. Il
faudra donc seulement vérifier que la division n'admet
qu'une solution.

Elévation aux puissances. — C'est une suite de mul-
tiplications.

Extraction des racines. — C'est Tin verse de l'éléva-
tion aux puissances.

*Nom bres a Igébriq ues.

[/espèce nouvelle de quantité qu'on introduit en Al-
gèbre est l'assemblage d'un nombre et du signe -f- ou —
qu'on place devant, et qui jusqu'à nouvel ordre ne doit
être considéré que comme un symbole de distinction et
doit être provisoirement dépouillé de sa signification
relative à l'addition ou à la soustraction. Nous appel-
lerons ces quantités des nombres algébriques. Les
nombres précédés du signe -f- seront dits positifs; ceux
qui sont précédés du signe —, négatifs. Le nombre
arithmétique qui figure dans le nombre algébrique en
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est la valeur absolue. Ainsi -f-§ est un nombre positif
dont la valeur absolue est f ; — | est un nombre né-
gatif dont la valeur absolue est -|. Il faut comprendre
parmi les nombres algébriques le nombre o qui a le
signe qu'on veut et une valeur absolue nulle. Si Ton
convient de faire précéder tous les nombres considérés
en Arithmétique du signe -f-, on voit que les nombres
algébriques comprennent les nombres arithmétiques
qui deviennent les nombres positifs, ce qui vérifie la
première condition générale.

Egalité. — Deux nombres algébriques sont égaux
(juand ils ont même valeur absolue et même signe. L'é-
galité ainsi définie des nombres algébriques jouit évi-
demment de la propriété fondamentale.

Addition. — Elle est définie par la règle suivante :
if) Pour ajouter deux nombres de même signe on
ajoute .leurs valeurs absolues et Von conserve leur
signe commun. 'À° Pour ajouter deux nombres de
signes différents on retranche leurs valeurs absolues
et Von donne au résultat le signe du nombre pui avait
la plus grande valeur absolue.

Il résulte d'abord de cette règle que l'addition n'a
qu'une solution et que l'addition des nombres positifs
reproduit l'addition arithmétique, ce qui est la se-
conde condition générale.

On remarquera que la somme de deux nombres
égaux en valeur absolue mais de signes contraires
est o.

Il faut vérifier que les propriétés fondamentales de
l'addition sont conservées

i° a H- o = a.

Les deux membres ont évidemment même valeur ab-



soliie ('t même signe

j° a — h — b — a.

Dans la définition on ne distingue pas l'ordre des
termes. Cette deuxième propriété est donc \raie.

3° a - b -J- r •=- a -+- c -r- b.

Si l'on change le signe des trois nombres a, Z>, c, on
change le signe de la somme a-h b et le signe de la
somme a -4- h - j - c. Si V égalité était vraie avant le chan-
gement, elle l'est donc encore après. 11 peutse présenter
deux cas : ou bien les trois nombres sont de même
signe ou bien il y en a deux d'un certain signe et l'autre
du signe contraire. D'après ce qui précède, on peut tou-
jours supposer que le signe le plus fréquent est le
signe -f-.

Si l'on désigne par 7, [3, y les valeurs absolues de
a,b,Cy on n'aura donc à examiner que les quatre cas
suiv ants

<-^a)-r-( t-p)-^(—Y^f-r-a)- ( _ 7 ) —f-t-3),

> (-f. a )-*-(— 3) - (H-Y)-( -+-«) — (—Y )-+-(—3)̂

La première égalité où tous les nombres sont posi-
lils revient à l'Arithmétique; la troisième égalité est
identique à la deuxième lue en sens inverse : elles cor-
lespondent toutes deux aux cas où les deux derniers
nombres ont des signes contraires. 11 suffit donc de dé-
montrer la deuxième et la quatrième.

Je \ ais démontrer que

Je suppose d'abord y <^ a et y — v



Le premier membre revient à

qui d'après la règle donne H-(a: •+• ^) .

Le deuxième membre donne aussi -4-(.r -4- ^ ) .

Maintenant je suppose y ^> a et y = a -\-x\ le pre-

mier membre revient à

+ («-«-p)-K-t* •+•*•)],
c'est-à-dire

et
- ( a r - p ) si p<.r.

Le deuxième devient

ce qui donne aussi

H-(p— .r) ou —(a?—p),

suivant les cas.

Enfin démontrons que

Le premier membre peut s'écrire successivement,

soit en changeant l'ordre des deux premiers termes,

soit en changeant l'ordre des deux derniers quand ils

sont de signe contraire, ce qui est le cas précédent.

CL)

= ( - « ) + (-+- T )-+-(+ p).

L'égalité est donc démontrée et les propriétés rela-

tives à l'addition sont démontrées.



Soustraction. — Puisque l'addition est définie, la
soustraction l'est aussi.

Retrancher b de «, c'est trouver un nombre c tel que
b -+- c — a. Par conséquent les deux égalités

a — b = c et a = b -\- c

veulent dire la même chose par définition.
Je dis que la soustraction peut s'effectuer par la

règle suivante :

Pour soustraire un nombre algébrique d'un autre,
on ajoute le nombre qu'on veut retranche/ après en
avoir changé le signe.

En effet, soit b à retrancher de a et b' le nombre
obtenu en changeant le signe de b.

D'après la règle, la différence sera

ft -h b .

II faut donc démontrer que

a -1- b -i- h = o,

Or
a -+- b'-+- b = b'-i- b -+- a et b'-t- b = o.

On remarquera que la soustraction n'a qu'une solu-
tion, car, s'il y avait deux différences inégales, en leur
ajoutant le deuxième ternie de la soustraction, on ne
retrouverait pas deux résultats égaux.

On voit aussi que, dans le cas où les deux nombres
sont positifs, et le second plus petit que le piemier en
valeur absolue, la soustraction des nombres algébriques
reproduit la soustraction arithmétique.

Multiplication. — Elle est définie par la règle sui-
vante :

Pour multiplier deux nombres algébriques on mul-



( «73 )
tiplie leurs valeurs absolues et l'on donne au produit
le signe -+- si les deux f acteurs sont de même signe et
le signe — si les deux facteurs sont de signes con-
traires.

Il peut se présenter quatre cas compris dans le Ta-
bleau suivant

On peut encore dire que le produit a le signe du mul-
tiplicande si le multiplicateur est positif, et le signe
contraire a celui du multiplicande, si le multiplicateur
est négatif.

On remarquera que la multiplication n'a qu'une so-
lution et que la multiplication des nombres positifs
reproduit la multiplication arithmétique.

ll^faut démontrer qu'ainsi définie la multiplication
jouit des propriétés fondamentales.

Ces propriétés sont

a x o — o,
a x i = «,

a x b = b x a,

axbxc = axcxb1

(a -+• b)c — ac -r bc.

La première est évidente par définition.
Dans la deuxième le nombre i est positif, il convient

de le remplacer par -f- i. Or on a

a X ( - H i ) = a,

d'après la règle.
La troisième propriété est démontrée, car dans la

règle on ne spécifie pas l'ordre des facteurs.



La quatrième égalité est vraie en valeur absolue.
Pour faire voir qu'elle est vraie en signe, il suffit de

remarquer que d'après la règle des signes le produit de
plusieurs faeteurs est positif si ie nombre des faeteurs
négatifs est nul ou pair, et négatif si le nombre des fae-
teurs négatifs est impair. Doue le signe du produit ne
dépend pas de l'ordre des faeteurs.

Reste la cinquième égalité.
Si l'on change le signe de c, on change à la fois le

signe du premier membre et le signe de chaque ternie
du second membre. On change donc aussi le signe du
deuxième membre.

Donc si l'égalité est vraie avant, elle l'est encore
après. On peut donc supposer c positif.

On fera la même remarque si l'on change à la fois le
signe de a et le signe de h.

Si donc a et h sont de même signe, on pourra les
supposer positifs et l'on retombe dans l'Arithmétique.
Si a et h sont de signes contraires, je supposerai po-
sitif le plus grand en valeur absolue :

11 la ut démontrer que

le premier membre donne

[-Ha-PXK-UY)
=-_ _u(a _ p) (v ) = (aT - pY) = + *Y + (~ Vih

comme le second membre. c. Q. F. D.

Division. — La division est définie en même temps
que la multiplication.

Diviser a par by c'est trouver un nombre c tel que

b x c — a,



les deux égalités

a .
-7 = c et a — bc
o

veulent dire la même chose par définition.
Il en résulte que la valeur absolue du quotient muî-

tipliée par celle du diviseur doit reproduire celle du
multiplicande. Elle est donc le quotient des valeurs
absolues des deux termes. Quant au signe, il résulte de
la règle de multiplication que, si le diviseur est positif,
le quotient aura le signe du dividende, et si le diviseur
est négatif, le quotient aura le signe contraire à celui du
dividende.

Ou a donc les quatre cas

-ha a
—"fi = " $ '
— a a

compris dans la règle suivante :

RÈGLE. — Pour diviser deux nombres algébriques,
on divise leurs valeurs absolues et Von donne au quo-
tient le signe 4- si les deux nombres sont de même
signe, le signe — si les deux nombres sont de signes
contraires.

11 résulte de ce qui précède que la division n'admet
qu'une solution.

Nombres inverses. — On dit que deux nombres sont
inverses quand leur produit est -+- i. Ils onl donc forcé-
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ment le même signe. Au lieu de diviser un nombre par
un autre, on peut le multiplier par l'inverse du diviseur.
Si a et a' sont inverses

N
- = N X n\
a

cai
N a' x a — N aa' = N x i = i.

Elévation aux puissances. — C'est une suile de mul-
tiplications.

Pour élever un nombre algébrique à une puissance
quelconque, on élève sa valeur absolue à cette puissance
et l'on donne au résultat le signe -f- si Je nombre donné
était positif ou bien si, le nombre donné étant négatif,
l'exposant est pair. On donne au résultat le signe — si
le nombre donné est négatif et l'exposant impair.

Toutes les opérations que nous venons d'examiner
sont toujours possibles et n'admettent qu'une solution.
Jl n en est pas de même de la suivante.

Extraction des racines. — Extraire la racine mieine

d'un nombre a, c'est trouver un nombre x qui élevé à
la puissance m reproduise a. Par conséquent les éga-
lités

m/~

x — y a
et

xm = a

veulent dire la même chose.
On démontro en Arithmétique que tout nombre a

une racine rricme et une seule. En Algèbre cette re-
marque détermine la valeur absolue de la racine. Il reste
à déterminer le signe.

Si m est impair .r™ aura le signe de x. Jl faudra donc
que x -et a soient de même signe; tout nombre algé-
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brique a donc une racine d'un ordre impair déterminé
et une seule, laquelle est du même signe que lui.

Ainsi

Si au contraire m est pair xm est toujours positif
quel que soit le signe de x. Si alors a est positif, il y
aura deux racines égales en valeur absolue et de signe
contraire ; mais, si a est négatif, il n'y aura aucun nombre
positif ou négatif qui soit racine mI<jme du nombre donné.

Ainsi y/ió' est -H 2 ou — 2, mais y— 16 ne représente
aucun nombre positif ou négatif. C'est une opération
impossible.

Cette impossibilité est l'origine d'une nouvelle géné-
ralisation de l'idée de quantité qui a conduit à l'inven-
tion des quantités appelées imaginaires.


