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SUR L'INTRODUCTION DES NOMBRES NEGATIFS;
Pir M. Macrice FOUCHE,

Agrégé de I'Université,
Professeur de Mathématiques élémentaires & Sainte-Barbe.

La plupart des mathématiciens sont aujourd’hui d’accord
pour reconnaitre que la différence essentielle entre I’Algébre
et '’Arithmétique consiste dans l'introduction des nombres
négatifs. Cet accord parait suffisamment prouvé par ce fait que
dans e programme d'agrégation pour Vannée 1893 figure
pour la premiére fois une lecon intitulée : « Premiére lecon
d'Algébre. — Introduction des nombres négatifs. » Cette cir-
constance nous a déterminé a publier la lecon par laquelle,
depuis plusicurs années, nous ouvrons notre cours d’Algébre a
I'Ecole préparatoire de Sainte-Barbe.

Iy a deux mani¢éres d’envisager U'introduction des nombres
négatifs. La premicre, qui est la plus ancienne, car elle a été
élucidée au xyvn® sicele par Descartes, consiste a les consi-
dérer comme fourais par la nécessité de représenter des gran-
deurs comptées dans deuv sens différents, tels que les segments
portés sur une droite indéfinie de part et d'autre d’une origine
fixe. La seconde, plus abstraite, consiste a les considérer
d’emblée comme généralisation de l'idée de quantité. Cette
seconde méthode fait partie de tout un ensemble de doctrines
qui ont ‘té établies dans ces derniéves années par plusicurs
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géométres célébres et qui ont conduit M. Tannery a ce résultat
de haute portée philosophique que toute ’Analyse algébrique
n’exige d’autre postulatum que la conception si simple du
nombre entier. Ce remarquable caractére de simplicité dans
le point de départ nous a fait adopter le second point de vue
qui conserve a4 I’Analyse algébrique toute son indépendance
vis-a-vis de la Géométrie et des vérités d'ordre expérimental.

Nous avons cru devoir rappeler, au début de la lecon, les
principes sur lesquels doit reposer la généralisation de I'idée
de quantité, quoique, & vrai dire, ces principes devraient étre
expliqués dés I'introduction des fractions ou, au plus tard, des
nombres incommensurables, car ceux-ci appartiennent bien a
I'Arithmétique et leur étude devrait. a notre sens, précéder
celle des nombres négatifs. Mais la théorie des nombres in-
commensurables est incomparablement plus difficile que celle
des nombres négatifs, et dés lors des raisons d’ordre pédago-
gique la font rejeter beaucoup plus loin, & tel point qu'on a
cru récemment devoir la supprimer du programme d’admission
a 'Ecole Polytechnique. Malgré cela, dans la rédaction de ce
qui suit, j'ai supposé cette théorie déja faite, sans cependant
v chercher aucun appui. Mon but était simplement de rédiger
la lecon de telle sorte qu’on put, sans aucun inconvénient, la
placer soit avant, soit aprés la théorie des nombres incom-
mensurables, et dans tous les cas, si on la place avant, profiter
des résultats établis pour les appliquer sans aucune modification
aux nombres incommensurables négatifs, le jour ot I'on voudra
faire la théorie de ces importantes quantités.

PREMIERE LEGON D'ALGEBRE.

Introduction des nombres négatifs.

L’Algébre a pour objet la généralisation des théorics
de I'Arithmétique et Pétablissement de formules qui
permettent de traiter d’une maniére uniforme tous les
problémes de la méme nature, et de régles qui s’appli-
quent dans tous les cas sans aucune exception. On y est
arrivé par 'emploi simultané de deux procédés.

1 On représente les nombres par des lettres et les
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opéralions par des signes. Cette méthode, quoiqu’elle
donne aux raisonnements une allure particuliére, ne
constitue en réalité qu'une abréviation de langage et ne
saurait a elle seule distinguer ’Algébre de I'Arithmé-
tique.

C’est pourquoi la signification des symboles d’opéra-
tions est expliquée en Arithmétique, et 'emploi des
lettres et des signes est d’un usage fréquent en Arithmé-
tique méme.

Par exemple, dire qu'un produit de deux facteurs
ne change pas quand on intervertit l'ordre des fac-
teurs, ou écrire

axb=0>0xa,

c’est exactement la méme chose.

2° On étend le sens des opérations de I’Arithmétique
ot 'on applique ces opérations a des objets qui ne sont
plus des nombres tels qu’on les considére en Arithmé-
tique. Clest 14 ce qui distingue essentiellement I’Algébre
de PArithmétique. La nécessité de généraliser le sens
ct les objets des opérations s’introduit par la nécessité
de les rendre toutes possibles, afin d’éviter les excep-
tions et les discussions plus ou moins pénibles qui en
sont la conséquence.

La théorie de la soustraction en fournit le premier
exemple.

Supposons qu’au nombre 27 nous voulions ajouter la
différence 7 — 3. En Arithmétique on peut retrancher
3 de 7 et ajouter ensuite la différence a 27, ou bien on
peut ajouter 7 a 27 puis retrancher 3, ou encore retran-
cher d’abord 3 de 27 puis ajouter 7 au résultat.

Le fait que les trois systémes d’opérations conduisent
au méme résultat s’exprime par les égalités

27 (7 —3)= o7 4+7- 3T=97 =34+ 7.
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Si au contraire on veut faire la suite des opérations
3+(5—4),
on pourra bien la remplacer par

3+5—14,
mais non par
3—4+5,

car la premicre soustraction 3 — 4 est impossible.

On ne peut donc pas énoncer un théoréme géndral
sur I'équivalence des trois systémes d’opérations, et les
égalités

a+(b—c)=a+b—c=a—c+1b
ne sont vraics qu'autant que les trois nombres a, &, ¢
remplissent certaines conditions.

C’est pour faire disparaitre les difficultés qui résultent
de cette absence de généralité qu’on a inventé les
nombres négatifs.

On appelle guantité tout ce qu’on soumet aux opéra-
tions. En Avithmétique, on ne connait d’autres quan-
lités que les nombres entiers, fractionnaires et incom-
mensurables. On peut done dire que la notion propre a
I'Algébre et qui la distingue de I’Arithmétique, ¢’est la
géuéralisation plus étendue de 'idée de quantité.

Quand on généralise I'idée de quantité, les nouvelles
délinitions des opérations ne sont pas arbitraires. 1l
faut en effet réaliser les conditions suivantes :

1° 1l faut que les quantités plus générales que on
vient de définir comprennent les anciennes comine cas
particuliers. Par exemple, en Arithmétique méme, les
fractions comprennent les nombres entiers comme cas
particuliers, et les nombres incommensurables com-
prennent les enticrs et les fractions comme cas particu-
liers;
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2° Principe de la permanence du sens des opéra-
tions. — Il faut que les opérations appliquées aux nou-
velles quantités reproduisent les anciennes opérations
de méme nom, dans le cas ou les nouvelles quantités
se retrouvent étre les mémes que les anciennes. Par
exemple, en Arithmétique, la maultiplication des frac-
tions n’a pas le méme sens que la multiplication des
entiers, mais si les fractions se réduisent a des nombres
centiers, la définition de la multiplication des fractions
reproduit celle des nombres entiers.

Ainsi
')X:')__ 2 <5
37767 3x6
cl .
2 5 9 x5
2 - = 5
1 1 I

3o Principe de la permanence des régles de calcul.
— Il faur que les nouvelles opérations jouissent des
mémes propriétés que les anciennes pour qu’on puisse
leur appliquer les théorémes de I’ Arithmétique.

Propriétés des opérations. — 1’étude de ces pro-
priétés conmstitue la premiére et la plus importante
partie de I’ Arithmétique, mais il semble que toutes ces
théories cessent d’étre applicables dés qu’on n’opére
plus sur les nombres considérés en Arithmétique.

Cependant les propriétés des opérations dépendent
exclusivement d’un petit nombre d’entre elles que nous
appellerons les propriétés fondamentales, de telle sorte
que si une opération généralisée jouit des propriétés
fondamentales de l'opération arithmétique de méme
nom, elle jouira aussi de toutes les autres propriétés
démontrécs en Arithmétique. Quand nous introduirons
unc nonvelle espece de quantité, nous aurons done seu-
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lement & nous assurer que les opérations faites sur ces
nouvelles quantités possédent les propriétés fondamen-
tales. Il convient alors de rappeler quelles sont les pro-
priétés fondamentales des opérations. Fy joindrai la
propriété fondamentale de I'égalité, quoique I’égalité ne
soil pas unc opération.

Propriétés fondamentales des opérations.

LEgalité. — Deux quantités égales a une troisiéme
sont égales entre elles. Toutes les fois qu’on inventera
une nomvelle espéce de quantité, il faudra cn définir
I’égalité, et vérilier que cctte propriété s’applique a la
nouvelle définition.

Addition. — Toutes les propriéiés de addition dé-
pendent des trois suivantes

(1) a+0=da,
(2) a+b=0b+a,
13) a+b4c=a-+c+0.

On pourra donc appeler addition toute opération
jouissant de ces trois propriétés, et 'addition ainsi dé-
finie jouira de toutes les propriétés de I'addition arithmé-
lu]ue.

Soustraction. — Elle a pour objet de trouver une
quantité qui ajoutée i une guantité donnée en repro-
duise une autre également donnée. Elle est done définie
en méme temps que Paddition et ses proprié¢tés dépen-
dent exclusivement de celles de ’addition. Il faudra
seulement vérifier que la soustraction n’adinet qu’une
solution.

Multiplication. — Toutes les propriéiés de la multi-
Ann. de Wathemat . 3+ série, t. XII. (a1 1893.) 13
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plication dépendent des cing suivantes

a>x o0 =o,
axi1=a,
(a+by<c=axc+bhxc,
axb=>bxa,
axbxec=axcxb.

Si ces cing propriétés sont vérifides, toutes les autres
le scront.

Division. — Elle a pour objet de trouver une quan-
tité qui multipliée par une quantité donnée en repro-
duise une autre également donnée. Elle est définie en
méme Ltemps que la multiplication et ses propriétés sont
des conséquences de celles de la multiplication. Il
faudra donc sculement vérifier que la division n’admet
qu’une solution.

Llévation aux puissances. -— C’est une suite de mul-
tiplications.
Extraction des racines. —— Clest 'inverse de 1’éléva-

tion aux puissances.

‘Nombres algébriques.

I’espéce nouvelle de quantité qu’on introduit en Al-
gebre est'assemblage d’un nombre et du signe + ou —
qu’on place devant, et qui jusqu’a nouvel ordre ne doit
¢étre considéré que comme un symbole de distinction et
doit ¢tre provisoirement dépouillé de sa signification
relative a4 P'addition ou a la soustraction. Nous appel-
lerons ces quantités des nombres algébriques. Les
nombres précédés du signe 4+ seront dits positifs; ceux
qui sont précédés du signe —, negatifs. Le nombre
arithmétique qui figure dans le nombre algébrique en
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estla valeur absolue. Ainsi 43 est un nombre positif
dont la valeur absolue est %; —2 est un nombre né-
gatif dont la valeur absolue est 3. Il faut comprendre
parmi les nombres algébriques le nombre o qui ale
signe qu’on veut et une valeur absolue nulle. Si I’on
convient de faire précéder tous les nombres considérés
en Arithmétique du signe +, on voit que les nombres
algébriques comprennent les nombres arithmétiques
qui deviennent les nombres positifs, ce qui vérifie la

premicére condition générale.

Egnlité. — Deux nombres algébriques sont égaux
quand ils ont méme valeur absolue ct méme signe. L’é-
galité ainsi définic des nombres algébriques jouit évi-
demment de la propriéié fondamentale.

Addition. -~ Elle est délinie par la régle suivante :
1° Pour ajouter deux nombres de méme signe on
ajoute leurs valeurs absolues et l'on conserve leur
signe commun. »° Pour ajouter deux nombres de

o

signes différents on retranche leurs valeurs absolues

et Uon donne au résultat le signe du nombre qui avait

la plus grande valeur absolue.

Il résulte d’abord de cette régle que I'addition n’a
qu'une solution ct que I'addition des nombres positifs
reproduit I'addition arithmétique, ce qui cst la se-
conde condition géunérale.

On remarquera que la somme de deux nombres
égaux cn valeur absoluc mais de signes contraires
est o.

Il faut vérificr que les propriéiés fondamentales de
I’addition sont conservées

1° a-+o=a.

Les deux membres ont évidemment méme valeur ab-
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solue et méme signe
)° a—b—0- a.

Dans la définition on ne distingue pas Pordre des
termes. Cette deuxiéme propriété est done vraie.

3° a- ba-c=a+c—0b.

Si on change le signe des trois nombres a, b, ¢, on
change le signe de la somme a6 et le signe de la
somme a + b -+ ¢. SiVégalité était vraie avant le chan-
gement, clle Pest done encore aprés. 1l peut se présenter
deux cas : ou bien les trois nombres sont de méme
signe ou bien il y ena deux d’un certain signe et autre
dusigne contraire. D’aprés ce qui précéde, on peut tou-
jours supposer que le signe le plus fréquent est le
signe .

Si l'on désigne par 2, 3, v les valeurs absolues de
a,b,c, on n'aura donc & examiner que les quatre cas
suivants

° (D= B —(+ ) = (+ a) == (4 Y+ (= 8),
(=) ( - B)—(— )= (+2a)=~ (—v)—(+ 3.
3 (2= (=B —=(+ )= (+a)—(—v)+(—B),
i (—2)+ (= B)—(+ )= (—a)~(+ ) == B).

La premiére égalité ou tous les nombres sont posi-
tils revient a 'Arithmétique; la troisiéme égalité est
identique a la deuxiéme lue en sens inverse : elles cor-
respondent toutes deux aux cas ou les deux derniers
nombres ont des signes contraires. 1l suffit done de dé-
monirer la deuxieéme et la quatri¢me.

Je vais démontrer que

) ) (= =) (=) (- B

Je suppose d'abord y < xet 9 =y + .
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Le premier membre revient a

[+(y+2)]+(+B)+(—1)

qui d’aprés la régle donne + (x + §).
Le deuxiéme membre donne aussi + (.«r -+ 3).
Maintenant je suppose y >a et y =z + x; le pre-
micr membre revient a

+(a+ B)+[—(2+ )],
¢’est-a-dire

+(B—=z) si B>
et

—(x—38) si B<a
Le¢ deuxiéme devient
(— 2)4-(+ B
ce qui donne aussi
+(B—a) ou —(z—§),

suivant les cas.
Enfin démontrons que

(—a)+(+B)(+1)=(—2)+(+7)+(+B).

Le premier membre peul s’écrire successivement,
soit en changeant Uordre des deux premiers termes,
soit en changeant 'ordre des deux derniers quand ils
sont de signe contraire, ce qui est le cas précédent.

(+B)+(—a)+(+7)
=(+B)+(+y)+(—a)
=(+ 1)+ (+ B+ (—a)
=+ +(—2)+=(+1)
=(—a)+(+v)+(+8)

L’égalité est donc démontrée et les propriétés rela-
tives a I’addition sont démontrées.
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Soustraction. — Puisque I'addition est définie, la
soustraction l’est aussi.
Retrancher & de a, ¢’est trouver un nombre ¢ tel que
b + ¢ == a. Par conséquent les deux égalités

a—b=c ct a=b+c

veulent dire la méme chose par définition.
Je dis que la soustraction peut s'effectuer par la
régle suivante :

Pour soustraire un nombre algébrique d’un autre,
on ajoute le nombre qu’on veut retrancher apreés en
avoir changé le signe.

En effet, soit & a retrancher de « et &' le nombre
obtenu c¢n changeant le signe de &.
D’aprés la régle, la différence sera
a—+b.
Il faut done démontrer que
a-b b= O,

Or

a+0+0=0~+b+a et b+ b=o.

On remarquera que la soustraction n’a qu’une solu-
tion, car, s’il y avait deux différences inégales, en leur
ajoutant le deuxieme terme de la soustraction, on ne
retrouverait pas deux 1ésultats égaux.

Ou voit aussi que, dans le cas ou les deux nombres
sont positils, ct le second plus petit que le premier en
valeur absoluc, la soustraction des nombres algébriques
reproduit la soustraction arithmétique.

Multiplivation. — Elle est définie par la régle sui-
vante :

Pour multiplier deux nombres algébriques on mul-
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tiplie leurs valeurs absolues et 'on donne au produit
le signe + si les deux facteurs sont de méme signe et
le signe — si les deux facteurs sont de signes con-
traires.

Il peut se présenter quatre cas compris dans le Ta-
bleau suivant
(+ 2) < (+ B)=+ a8,
(+a)x<(=B)=—2B,
(—a)>< (4 B)=— 2B,
(—a)x<(—B)=—+ 8.

On peut encore dire que le produit a le signe du mul-
tiplicande si le multiplicateur est positif, et le signe
contraire a celui du multiplicande, si le multiplicateur
est négatif.

On remarquera que la multiplication n’a qu’une so-
lution et que la multiplication des nombres positifs
reproduit Ja multiplication arithmétique.

11 faut démontrer qu’ainsi définie la multiplication
jouit des propriétés fondamentales.

Ces propriéiés sont

a <o =0,

a>1=d,

axb=">bxa,
axbxec=axcxb,

(¢ +b)c =ac— be.

La premiére est évidente par définition.
Dans la deuxiéme le nombre 1 est positif, il convient
de le remplacer par 4 1. Or on a

ax(+1)=a,
d’apres la regle.
La troisiéme propriété est démontrée, car dans la
régle on ne spécifie pas 'ordre des facteurs.
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lL.a quatriéme dgalité est vraie en valeur absolue.

Pour faire voir qu’elle est vraie en signe, il suffit de
remarquer que d’aprés la régle des signes le produit de
plusicurs facteurs est positif si le nombre des facteurs
négalifs est nul ou pair, et négatif si le nombre des fac-
teurs négatils est impair. Donc le signe du produit ne
dépend pas de I'ordre des facteurs.

Reste la cinquiéme égalité.

Si Pon change le signe de ¢, on change a la fois le
signe du premier membre et le signe de chaque terme
du second membre. On change donce aussi le signe du
deuxiéme membre.

Done si I'égalité est vraie avant, elle U'est encore
apres. On peut done supposer ¢ positif.

On fera la méme remarque si P'on change 4 la fois le
signe de a et le signe de b.

Si done a et b sont de méme signe, on pourra les
supposer positifs et Pon retombe dans I'Arithmétique.
Si @ et b sont de signes contraires, je sapposcrai po-
sitif le plas grand en valeur absolue :

a =+ 2, b =—23, a> 8.
Il faat démontrer que
[(+= o)+ (=B (+y)=(+2)(+¥)+(=B) (=7
le premier membre donne
[+ (2 —B)(=7)
== (= BV (y) = (2 — BY) = +ay +(—BY).

comme le second membre. C.Q. F.D.

Division. — La division est définie en méme temps
que la muliiplication.

Diviser a par b, ¢'est trouver un nombre c tel que

b<e=a,
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les deux égalités

=c et a = be

>

veulent dire la méme chose par définition.

Il en résulte que la valeur absolue du quotient mui-
tipliée par celle du diviseur doit reproduire celle du
multiplicande. Elle est donc le quotient des valeurs
absolues des deux termes. Quant au signe, il résulte de
la régle de multiplication que, si le diviseur est positif,
le quotient aurale signe du dividende, et si le diviseur
est négatif, le quotient aura le signe contraire a celui du
dividende.

On a donc les quatre cas

a 2
Fpo®
-+ a A€
Q=g
- g
—zz_ a
~B ¥
— A a
BT

compris dans la régle suivante :

RicrLe. — Powr diviser deux nombres algebrigues,
on divise leurs valeurs absolues et I’on donne au quo-
tient le signe + si les deux nombres sont de méme
signe, le signe — si les deux nombres sont de signes
contraires.

I résulte de ce qui précéde que la division n’admet
qu’une solution.

Nombres inverses. — On dit que deux nombres sony
inverses quand leur produit est 4+ 1. Is ont donc forcé-
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ment le méme signe. Au lieu de diviser un nombre par
un autre, on peut le multiplier par I'inverse du diviseur.
Si a et @’ sont inverses
N

—=Nxda,
(l

cat
Na'<xa =Naa'=Nx1=1.

Elévation aux puissances. — C’est une suite de mul-
tiplications.

Pour élever un nombre algébrique a une puissance
quelconque, on éléve sa valeur absolue a cette puissance
et 'on donne au résultat le signe - si le nombre donné
était positif ou bien si, le nombre donné étant négatif,
Pexposant est pair. On donne au résultat le signe — si
le nombre donné est négatif et 'exposant impair.

Toutes les opérations que nous venons d’examiner
sont toujours possibles et n'admettent qu’une solution.
Il n'en est pas de méme dela suivante.

eme

LFxtraction des racines. — Extraire la racine m
d’un nombre a, c¢’est trouver un nombre x qui élevé a
la puissance m reproduise a. Par conséquent les éga-
lités

my=
xr = a

et
M= q

veulent dire la méme chose.

On démontre en Arithmétique que toul nombre a
une racine mi°™® et une seule. En Algébre cette re-
marque détermine la valeur absolue de la racine. Il reste
a déterminer le signe.

Si m estimpair ™ aura le signe de x. 1l faudradonc
que x et a soient de méme signe; tout nombre algé-
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brique a donc une racine d’un ordre impair déterminé
et une seule, laquelle est du méme signe que lui.
Ainsi

V—27=—3.

Si au contraire m est pair x™ est toujours positif
quel que soit le signe de x. Si alors a est positif, il y
aura deux racines égales en valeur absolue et de signe
contraire ; mais, si @ est négatif, il n’y aura aucun nombre
positif ou négatif qui soit racine m'*®¢ du nombre donné.

Ainsi /{/E est + 2 ou — 2, mais l{/w 16 nc représente
aucun nombre positif ou négatif. C’est une opération
impossible.

Cette impossibilité est 'origine d’une nouvelle géné-
ralisation de¢ I'idée de quantité qui a conduit a I’inven -
tion des quantités appelées imaginaires.



