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SUR L'ORIENTATION DES SYSTEMES DE DROITES (');
Par M. G. HUMBERT.

V. — Liev pEs FOYERS p'UN FAISCEAU TANGENTIEL
DE CONIQUES.

20. Soient deux coniques A et B ayant respective-
ment pour foyers réels les points f et f', get g’ :le
lieu I' des foyers des coniques inscrites dans le méme
quadrilatére que les coniques A et B est, d’aprés la théo-
rie générale, le lieu des points M tels que les systémes
de droites M f et Mf', Mg et Mg’ aient mémes bissec-
Lrices.

Rien n’est plus facile que d’obtenir, en partant de la,
I'équation du lieu : on trouverait une cubique, passant
par les points cycliques du plan, et ayant une asymptote
paralléle a la droite qui joint les milieux des segments
Sf' et gg', cest-a-dire les centres des coniques A et B.

Cette cubique peut étre déterminée par points d’une
maniére trés simple.

La conique A a deux foyers 1mnaginaires, qui s’obtien-
nent en joignant f ct f aux points cycliques I et J, et
en prenant les intersectious des droites ainsi obtenues;
ces deux nouveaux points, f, et f). sont aussi sur le
licu des foyers I'.

De méme, si 'on joint les points f ¢t /7 aux points g
et g, les droites fig et f'g’, fg' et f' g se coupent respec-

(') Voir méme Tome, p. 37.
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tivement en deux nouveaux points, A et A’y qui sont
sur Iy d’aprés la propriéié fondamentale de ce lien.

Il'yaplus: les couples de pointsf, et £, keth'jouent
le méme role que les couples fet f/ ou g et g’ La pro-
position est évidente pour les points f et /7, qui sont des
foyers d’une des coniques du faisceau; on peut montrer
de méme que k et A’ sont aussi les foyers d’une de ces
coniques @ en eflet, une conique du faisceau a un foyer
en hy puisque A est sur I'; le second foyer réel de cette
conique est néeessairement en A, car soit A ce foyer :
les systémes de droites g, g’ et fh, _//./4 ont méme
orientation, d’aprés la propriéié fondamentale de I
les droites f3 et fA coincidant, il en est de meme de fg'
el A, ce qui prouve que Ay est sur la droite f&; il est
¢galement sur la droite f72 ¢t coineide par suite avee A,

En dautres termes, le licu 17 peut ¢re défini, au
moyen des trois couples de points fev f/, get g, Tetd,
de Ta maniére suivante : on joint deux a deux les points
de deax de ces couples; on obtient, parles interscetions
des droites ainsi construites, un nouveau couple; en
opérant de la méme maniére sur ce nouveau couple et
sur le troisiéme, on obtient un cinquiéme couple, et 'on
continue ainsi indéliniment en combinant deux quel-
conques des Couplvs oblcnus; tous ces couples sont sur F.
On reconnait la construction discontinue donnée par
Schriiter pour les courbes du troisi¢me ordre; les couples
de points considérds sont des couples de poles conju—
gucs ou couples steinériens; ils jonissent de la propriété
que les tangentes mendes i la cubique aux deux points
d'un couple se rencontrent sur la courbe.

21. On peut dire d’apres cela que le lieu des foyers
des coniques inscrites dans un quadrilatére est une

vll/)i:/:m circulaire, dont les fangentes aux points ¢y -
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cliques se coupent sur la courbe; ou, plus simplement,
une cubique circulaire qui passe par son foyer singu-
lier.

Réciproquement, toute cubique circulaire passant par
son foyer singulier peut étre considérée comme le lieu
des foyers de coniques inscrites dans un quadrilatére : il
suffit de prendre sur cette cubique deux couples steiné-
riens quelconques, fet f7, g ct g/, du méme systéme que
le couple formé par les points cycliques, et la cubique
est le lieu des coniques du faisceau tangentiel déterminé
par deux coniques, quelconques d’ailleurs, ayant respec-
tivement pour foyers les points f et f7, g et g'.

22. Les propositions démontrées plus haut relative-
ment aux centres lml'moniques prennent une forme
asscz simple si l'on observe, avee Laguerre, que le
centre harmonique a de deux points fet f/ par rap-
port & un point M est sur la circonférence passant
par M, fet /', et queles points M, «, f, f" divisent har-
moniquement cette circonférence.

Par un point M, dulicu ¥ des coniques inscrites
dans un quadrilatére, et par les foyers f et f' de l’une
quelconque de ces coniques, faisons passer un cercle et
prenons, sur ce cercle, le point a, qui, avec les points
M, f, /7, divise harmoniquement la circonférence :
d’aprés un théoreme établi plus haut, le point a décrit
un cercle tangent en M a la courbe I

On voit aisément que ce cercle passe par le point
obtenu en prolongeant d'unc longueur égale a elle-
méme la droite qui va de M au foyer singulier de la
cubique.

Si la courbe I a un point double, le centre harmo-
nique des deux points d'un méme couple f et f/ par
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i int fixe : d’apre
rapport a ce point double est un point fixe : d’aprés ce
qui a été dit aun® 19, la courbe F n’aura de point double
quesi le faisceau de coniques qui sert a la définir con-

tient un cercle; le point double est alors le foyer ou

centre du cercle. Done :

Si, par les foyers f et [ de Uune quelconque des
coniques inscrites dans un quad rilatére circonscrit & un
cercle de centre o, et parle point o, on méne une circon-
Sférence, celte circonférence passe par un second point
fixe o qui, avec les points o, [ et f', la divise har-
moniguement. Le segment 00’ a pour milieu le foyer sin-

gulier de la cubique lieu des foyers f, f7.

La courbe F est alors ce que Quételet appelle une
Sfocale & neud; une focale a nocud est, d’aprés ce qui
précéde, une cubique unicursale passant par les points
cycliques et par son foyer singulier. On peut la définir
aussi comme le licu du sommet d’un angle de grandeur
variable dont les cotés passent par deux points fixes f ct
S5 etla bisseetrice par un troisieme point fixe o.

23. On rencontre cetle courbe dans un probléme
assez intéressant de la Géométrie de Pespace.

Chasles a fait voir que le licu des pieds des normales
a un systeme de quadriques homofocales, contenues
dans un plan donné P, est une focale i noeud, et nous
avons démontré que le lieu des foyers des sections faites
par le plan P dans les quadriques homofocales coincide
avecle licu de Chasles. On peut d’ailleurs établir dirvec-
tement que le licu des foyers est une focale a nceud,
en s’appnyam sur les principes généraux énoncés au
comm.enccmcm de ce travail, et en déduire quelques
propriciés géométriques sim ples.
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24. Cherchons, en effet, 'équation tangentielle, dans
le plan P, des coniques communes a ce plan et aux sur-
faces homofocales.

Il y a deux quadriques du systéme homofocal qui tou-
chent une droite donnée; donc deux des coniques, dans
le plan P, touchent une droite de ce plan, et I'on en
conclut aisément que 1’équation générale cherchée con-
tiendra un paramétre 9 au second degré. Elle sera de

la forme
A924+ B0+~ C =o,

et 'on pourra supposer que les coniques A=o et
C = o sont deux quelconques des coniques du systéme.
Or parmi ces coniques figure celle qui se compose
des deux points cycliques du plan P, puisque le cercle a
infini fait partie du syst¢éme homofocal; on peut donc
supposer que l'on a
A= u2+ 2

et I'équation devient
(u2+92)02+ B0+ C =o.

Les coniques ainsi représentées sont homofocales aux
coniques
B +C = o,

qui appartiennent a un méme faisceau tangentiel.

Cette remarque suffit pour établir que le lieu des
foyers des coniques est une cubique circulaire, passant
par son foyer singulier; observons maintenant qu'une
des quadriques du systéme homofocal touche le plan P,
el, par suite, une des coniques se réduit (au point de
vue tangentiel) au point de contact compté deux fois;
ce point est donc un point double de la cubique, qui
est dés lors une focale & neeud.

Si maintenant on désigne par f et [, g et g', les
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foyers de deux des coniques, la focale a neeud peut éure
(«Jusidél'é«: comme le licu des foyers des coniques tan-
gentes aux droites [, g’,f’g,j’g.’, et, puisqu’c‘lle aun
point double, ces quatre droites doivent nécessairement
oucher un cerele déerit du point double comme centre.

25. On peat donc  énoncer les propositions sui-

vantes :

Le licw des foyers des sections faites dans une série
de quadriques homofocales par un plan P est une fo-
cale ¢ neeud, dont le point double est le point de con-
tact o du plan P avee la quadrigue du systéme qui
touche ce plan.

St par le point o et les foyers f et f'de lUune des
coniques d’intersection on fait passer un cercle, ce
cercle pusse par un second point fixe o qui, avec les
points o, fet f', divise harmoniquement la circonfe-
rence.

Le segment oo’ a powr miliew le foyer singulier ®
de la focale: ce poini ® est le [0y er de la parabole qui
figure parmi les coniques d intersection.

Les quatre droites qui joignent les Soyers réels de
l"une des coniques dintersection aux foyersréels d’une
autre de ces coniques touchent un méme cercle qui a
pour cenltre le /milzl 0.

En particulier

Les droites qui jotgnent deux & deux les points ot
dewx coniques, focales Uune de Uautre, sont coupées

par un méme plan forment un quadrilatére circon-
seriptible a un cercle.
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VI. — PROPRIETE DES FOYERS DES COCURBES

APPARTENANT A UN FAISCEAU TANGENTIEL.

26. Nous avons démontré au n° 18, comme consé-
(uence d’une proposition fondamentale, que le centre
harmonique des 2 foyers réels d’une courbe appartenant
a un faiscean tangentiel de classe 2, par rapport a un
point du lieu F correspondant, reste sur un cercle, tan-
genten ce point a la courbe F.

Par des considérations d'un autre ordre, on arrive a
un résultat qui compléte le précédent :

Le centre harmonique, par rapport & un point du
plan, des foyers réels de chacune des courbes d’un

Jaisceau tangentiel decrit un cercle ().

Ce théoreme peut recevoir une lorme plus élégante si
P'on observe avec Laguerre que le centre harmonique
des foyers réels d’une courbe par rapport & un point
coincide avec le centre harmonique des points de con-
tact des tangentes qu’on peut mener de ce point a la

courbe. Ainsi :

Le centre harmonique, par rapport a un point du
plan, des points de contact des tangentes qu'on peut
mener de ce point & chacune des courbes d’un méme

faisceau tangentiel decrit un cercle.

VII. — ExTeNsiov A 1L'ESPACE.

27. 1l ne parait pas possible d’introduire, pour un
systéme de plans disposés d’une maniére quelconque

(') M. Franklin, dans le Mémoire cité, a démontré cette proposi-
tion que nous nous étions borné a énoncer.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIL. (Avril 1893.) 10
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dans 'espace, de notion géométrique analogue a celle
de Vorientation d’un systéme de droites tracées sur un
meéme plan: aussi nous bornerons-nous, dans ce qui suit,
au cas ou tous les plans considérés passent par une
méme droite : on peut alors étendre a lespace, sous
cette forme restreinte, un grand nombre des résultats
qui précédent et arriver ainsi a des propositions inté-
ressantes.

On dira que deux systémes de plans, passant tous par
une méme droite, 1. ont méme orientation lorsque les
systemes de droiles obtenus en coupant les plans par un
plan pvrpvndi(‘u]airé a D ont ménme orientation. Cela
posé, des théorémes des n** 3, 4 et 5 résultent presque
immdédiatement les conséquences suivantes :

Pour gu’un systéme variable de n plans passant tous
par une droite fixe, et dont I’équation contient algé-
briguement un nombre quelconque de paramétres,
conserve une orientalion fixe, il faut et il suffit que
lorsqu’un ou plusieurs des plans du systéme viennent
a toucher le cercle imaginaire de l’infini en un point 1,
dautres plans du systéme, en méme nombre, touchent
au méme instant ce cercle en un autre point J.

Les points 1 et J sont ceux on les plans normaux a la
droite fixe coupent le cerele a infini.

Soitune famille desurfaces dontl équationdépend al-
gébriquement d’unnombre quelcongue de paramétres :
pour que l'orientation du systeme des plans tangents
qu'on peut mener par une droite donnée, D, a cha-
cune de ces surfaces demeure constante, il faut et il
suffit que les surfaces de la famille qui touchent un des
plans isotropes passant par D touchent I’autre plan
tsotrope mene par cette droite.
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Par plan isotrope. nous entendons un plan tangent au
cercle de 'infini.
En particulier :

Soit un faisceau tangentiel de cénes algébriques de
classe n, ayant méme sommet ; par une droite focale, f,
de l'un d’eux, menons les n plans tangents & U'un quel-
conque des autres : tous les systémes ainsi obtenus au-
tour de la drotte f ont méme orientation.

Réciproquement,

Si une droite f, passant par le sommet commun des
cones, jouit de cette propriété, c'est une focale de l'un
des cones du faisceau.

Le systéme des plans tangents menés a un céne alge-
brigue de classe n par une droite issue de son sommet
et le systeme des plans qui passent par la droite et
chacune des n focales réelles du céne ont méme orien-

tation. (LAcuERRE).

De la combinaison des deux derniéres propositions
résulte celle-ci :

Le lieu des focales d’un faisceautangentiel de cones
algébriques de méme sommet, déterminé par deux
cones A et B de classe n, est un céne tel que si, par une
de ses génératrices et les n focales de A, puis les n
Jocales de B, on fait passer des plans, les deux sys-
temes de plans ainsi obtenus aient méme orientation.

En coupant Jes cones considérés par une sphére ayant
pour centre leur sommet commun, on établit, comme
au n° 16, le théoréme suivant :

Si une courbe sphérique est telle que de chacun de
ses points n arcs de grand cercle soient vus sous des
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angles dont la somme est un multiple de =, elle con-
serve la méme pl‘oprie'le' avec une infinité d’autres
groupes de n arcs ayant tous leurs extremites sur la

courbe. (Dirsoux).

Cetle courbe peut étre considerée d’'une infinité de
. , .. .

facons comme le licu des foyers d'un faisceau tangentiel
de courbes sphériques de classe n, et, en particulier,
comme le lieu des foyers des courbes sphériques de
classe n ltangentes aux n? grands cercles qui joignent
n points de la sphere a n autres points de cette surface.

Les deux systemes de n points ainsi introduits sont
les extrémités d’'un méme systéme de n arcs de grand
cercle convenant i la premiére définition des courbes

qui nous occupent, et réciproquement.

98. 1l est aisé de trouver 'ordre du cone, lieu des
focales des cones de méme sommet et de classe n appar-
tenant & un faisceau tangentiel. Ces cones sont, en effet,
coupés par le plan de linfini suivant des courbes ap-
partenant aussi a un faisceau tangentiel, et le probleme
revient évidemment au suivant : étant donné un fai-
sceau tangentiel de courbes planes de classe n et une
conique (le cerele a Pinfini), on méne les tangentes
communes a la conique et a une quelconque des courbes
du faisceaus trouver le degré du licu engendré par les
points de concours de ces tangentes deux a deux, lorsque
I'on fait varvier la courbe dans le faisceau.

Soient 7 une tangente quelconque de la conique; A la
courbe du faiscean qui touche ¢ : il est clair que les
points du licu situés sur ¢ sont a I'intersection de cette
droite avee les 21— autres tangentes communes ala
conique et & lacourbe Ajlelicu est done d’ordre 2 n—1.

On voit facilement que ce lieu n'a, en général, de
point double que si une meéme courbe du faisceau touche
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la conique en deux points; le point double est alors le
pole, par rapport a la conique, de la droite qui joint les
deux points de contact. Donc :

Le liew des focales des cones d’un méme faisceau
rangentiel de classe n est un céne d’ordre an —1; ce
céne n’a, en général, de génératrice double que si un
des cones du faisceau est doublement tangent au cercle

de Uinfini.

29. Si, au licu d’un faisccau tangentiel de cones
avanlt méme sommet, on considére un faisccau tangen-
tiel de surfaces quelconques de classe n, les résultats
précédents peuvent encore se généraliser.

1] est aisé d’établir tout d’abord, comme au n° 5, que :

St les /)lans tangenls menes par une droite ¢ deux
surfaces de classe n forment deux systemes de méme
orientation, lesn /)lan.\‘ tangents menes par celte droite
a une (/uelconque des surfaces du faisceau tangentiel
détermine par les deux premiéres forment encore wn
systéme de méme orientation que les deux systémes
promitifs.

On en conclut, étant donné un faisceau tangentiel de
surfaces, que les droites qui jouissent, par rapport aux
surfaces du faisceau, de la propriété précédente, for-
ment un complexe.

Il est aisé de déterminer les cones et la surface des
singularités de ce complexe.

Soit, en effet, M un point quelconque deTespace; les
cones de sommet M circonscrits aux surfaces du faisceau
forment eux-mémes un faisceau tangentiel de classe n,
et les droites du (‘omp]e\o issues de M sont évidem-
ment, d’apres ce qui a été dit aux n° 27 et 28, les fo-
cales de ces cones.
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Les c¢ones du complexe sont donc des cones de degré
an —1, et chacun d’eux coupe une sphére ayant son
sommet pour centre suivant une des courbes remap-
quables rencontrées plus haut.

Pour qu’un cone du complexe, de sommet M, ait une
génératrice double, il faut, en général, et il suffiv dans
tous les cas, qu'un cone de sommet M, circonscrit a
I'une des surfaces A, du faisceau, touche deux fois le
cercle de Tinfini (n” 28); ou, en d’autres termes, que
la sphére de rayon nul ayvant M pour centre, soit bitan-
gente a la surface A. Le point M est alors, par défini-
tion, un foyer de A, c'est-a-dire est situé sur une des
Jfocales de A, en appelant focales d’une surface, selon
I'usage, les lignes doubles de la dévt'eloppable circonscrite
a la surface et au cercle de infini.

On peut done ¢noncer ce théoréme :

Soit un faisceau tangentiel de surfaces de classe n
les droites qui jouissent de la propric¢té que lorienta-
tion du systeme des n plans tangents menés par l’une
d’elles & une surface du faisceau demeure fixe, quand
la surfacevarie dans le faisceau, forment un complexe
d’ordre on —1.

La surface des singularités du complexe est le lieu
des focales des surfaces du faisceau; les droites singu-
licres du complexe sont les tangentes de ces focales.

Tout céne du complexe coupe une sphére ayant son
sommet pour centre suivant une courbe, qui peut étre
considérée comme le lieu des points d’oi I’ on voit, sur
la sphére, n arcs de grand cercle sous des angles dont
la somme est un multiple de =.

Le cas particalier d’un faisceau tangentiel de qua-
(lrlqucs est intéressant; on verrait aisément que le lieu
des facales des qnaduqucs de ce faisceau est une sur-
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face du huitiéme ordre. Le complexe précédent est ici
d’ordre trois, il coincide avec celui que déterminent les
génératrices rectilignes des quadriques homofocales a
celles du faisceau; c’est donc un cas particulier du
complexe formé par les génératrices des quadriques en
nombre doublement infini qui touchent sept (et, par
suite, huit) plans : ce complexe et sa surface des singu-
larités sont bien connus; M. R. Sturm, en particulier,
a fait, dans le Tome 70 du Journal de Crelle, unc
étude détaillée du complexe réciproque ,formé par les
génératrices des quadriques qui passent par huit points.

30. Pour terminer, nous indiquerons une propriété
intéressante des surfaces algébriques qui ont toutes leurs
focales @ U’infini. L’équation de ces surfaces, en coor-
données tangentielles rectangulaires, est semblable a
celle des courbes planes analogues, étudiées au n° 6 si

Ur — v - ws +— p =20

est I’équation du plan, I'équation des surfaces considé-

rées est de la forme
(6) Fo(u,o,w)—(u2+ 02-w?)f, s(u,¢,w,p)=o0,

ou F, et f,_, sont des polynémes homogénes d’ordres
n et n— 2, dont le premier ne contient que u, v, w.

Menons & la surface (6) des plans tangents par une
droite quelconque, que nous pouvons supposer &tre
Paxe Oz, puisque ’équation (6) ne change pas de forme
pour une transformation rectangulaire des coordonnées.
Les valeurs proportionnclles de u et v qui correspondent
a ces plans tangents s’obtiennent en faisant w =0 et
P = o dans (6); on trouve ainsi

Sluoy=F,(u. c,or—(u22:¢02)f, 2(1.v,0.01=0
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I orientation du systéme des plans tangents considé-
rés est donnée par I'expression

<1, 1)

r_y().—i)

b
¢'est-a-dirve par )
Fu(r,i,0) |
Fo1.— 1,0
elle est done laméme que celle da systéme des plans tan-
gents menés par Oz ala surface

F,(u, ¢, w)=o,

qui est une courbe de la classe n située dans le plan de
Uinfini. Or Porientation du systéme des plans tangents
mends a cette courbe par la droite O z est celle des plans
tangents menés par Oz au cone de sommet O dont les
génératrices s’appuientsurla courbe, et, par suite (n°27),
celte orientation est la méme que celle des plans menés
par Oz et par les n focales réelles du cone précédent.
La direction de ces focales est d'ailleurs indépen-
dante du point qu'on a choisi pour sommet du cone,
puisque les cones qui passent par une méme courbe a
Pinfini sout paralléles entre cux. En d’autres lermes :

8t une surface algébrique de classe n a toutes ses -
Socales a Uinfini, Iorientation du systéme des n plans
tangents quon peut lui mener par une droite quel-
conque de 'espace est la méme que celle du systéme

des n plans qu'on peut mener par la droite paralléle-
ment & n directions fixes.

Les n directions fixes sont évidemment celles des 7
focales véelles du cone qu’on peut circonscrire a la sur-
face a partir d'un point quelconqne de Pespace.



