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THEOREMES SUR LES CONIQUES.
(APPLICATIONS DE LA METHODE DES POLAIRES RECIPROQUES);
Par M. R. GODEFROY,

Ancien éleve de I'Ecole Polytechnique.

Il est question, dans ce qui suit, de diverses applica-
tions de la méthode des polaires réciproques. Nous élu-
dicrons la transformation d’une conique quelconque en
prenant un cercle pour conique auxiliaire et supposant
le centre du cercle d’abord en dehors du périmétre de
la conique puis sur la courbe. Les résultats obtenus
conduiront a d’élégants théorémes sur les sections co-
niques.

I. Soient V une conique quelconque, et V/ sa polaire
réciproque, le centre O du cercle auxiliaire n’étant pas
sur la conique V. Nous nous proposons de chercher la
solution du probléme suivant :

Déterminer les points du ];l(uz de la coniqueV aux-
quels correspondent les axes de la conigue /.

Aux extrémités A’y B’ d'un diametre de V' corres-
pondent deux tangentes @, b de V. Leurs points de con-
tact A et B, correspondant aux tangentes paralleles o/, b/
de V') sont sur une droite passant par O. Le point de
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rencontre P de @, b correspond 4 la droite A'B'. Si cette
droite est un axe de V', le diamétre A’ B’ est perpendi-
culaire aux tangentes a’, &’ en ses extrémités; par suite,
la droite AB sera perpendiculaire au rayon OP. Soit I
le centre de la conique Vj le point M correspondant a
un axe de V/ se trouve a D'intersection d'un diamétre
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IM et d’une perpendiculaire OM, issuc du point fixe O,
au diamétre conjugué de IM. Le point M est par suite
sur I'hyperbole d’Apollonius relative ala conique V et
au point O (CuasLes, Traité des sections coniques,
p. 142). Il appartient du reste a la polaire de O par
rapport a4 V. Donc :

Les axes de la polaire réciprogue d’une conique

correspondent aux points ou la polaire de I'origine
coupe I'hyperbole d’ Apollonius relative & ce point.

La polaire de I'origine correspond naturellement au
centre de la polaire réciproque.
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Soient M et N les deux points correspondant aux axes.
OM, ON sout les dircctions axiales de V'. Ces droites
correspondent aux points a Uinfini sur les axes de V.
Si E, I', G, H sont leurs points de rencontre avee V,
les axes de V/ sont proportionnels a

I I 1 I
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Voici, ¢n outre, quelques remarques intéressantes.

1’angle droit MON est inscrit a I'hyperbole d’Apollo-
nius : cette hyperbole étant équilatére, il résulte du
théoréme de Frégier que la droite MN est paralléle a la
normale en O a cette courbe. On retrouve ainsi celle
propriété.

L' hyperbole d’ Apollonius, relative & une conique V
et & un point O, a sa normale en O paralléle a la po-
laire de O par rapport & la conique V.

Nous avons uniquement supposé jusqu’ici que le point
O n’était pas surla conique V; si, en particulier, il se
trouve a I'extéricur du périméwre de V, les points Met N
correspondant aux axes de V' sont les points d'intersee-
tion de la polaire de O avec les bissectrices des angles
formés par le systéme des tangentes issues de O. On
peut donc énoncer le théoréme suivant :

Les po[ai/'ex d’un /)oint./ixc par rapport aune serie
de comques homothétiques sont divisées harmonique-

ment par ces courbes et lewr Iy perbole d’ Apollonius
relative au point fixe.

Considérons (') une conique V' et un point fixe O.

(") Le lceteur est prie de faive Iew figures relatives au reste de la
Note.
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Appelons P'Phyperbole d’Apollonius relative a ce point.
Elle passe par les points suivants : le point O, le centre
Vde V) les pieds A, B’y €', D' des normales a V/ issues
de O et les points My N correspondant aux axes de V,
polaire réciproque de V' par rapport au point O. Daus
la wansformation, I'hyperbole équilatére P’ passant par
I'origine correspond a une parabole P dont les tangentes
issues de O sont paralléles aux asymptotes de hyper-
bole, ¢’est-a-dire aux axes de V. Les points I', A7, B, €/,
D', M, N correspondent i d’autres tangentes de cette
parabole. Ce sont, respectivement, la polaire de O par
rapport & V, les tangentes ala conique V menées par les
pieds de ses normales issues de O (1) et les axes de V.

On a ainsi ce théoréme :

La parabole qui touche les tangentes a une co-
nique Ny mendées par les pieds des normales & cetie
conique issues d'un point O, est également tangente a
la polaire du point O, aux axes de la conique et aux
paralléles menées par le point O aux axes de la co-

nique polaire réciproque de V j-ar rapport @ ce point.

Cette parabole est celle dout il est question dans ce
théoréme de Chasles :

Si, autour d’un point pris dans le plan d’une section
conique, on fait tourner une transversale, et que par
son péle on méne une perpendiculaire a cetie droite,
ces perpendiculaires successives enveloppent une para-
bole qui est tangente a la polaire du point fixe et aux
tangentes ¢ la conique menées par les piedsde ses nor-

(') D'aprés cette remarque : « Une conique et sa polaire réciproque
par rapport a une circonférence de centre O ont les mémes normales
partant de O.» (Manaugiy, Messenzer of Mathematics, new scries,
n" 129 1Rg0.)
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males abaissées de ce point (1raité des sections co-
niques, p. 145).

Et dans une Note de M. Mannheim : Sur une para-
bole liée & une conique par certaines propriétés remar-
quables (Messenger of Mathematics,new series, n°231,
1890), dans laquelle sont citées, outre les axes de V et
la polaire de O, cinq autres tangentes remarquables de
la parabole.

1l est intéressant d’arriver par le procédé exposé ci-
dessus a une partie des résultats connus, et de montrer
en outre que les tangentes issues de O sont paralléles
aux axes de la polaire réciproque, ce qui permet
d’ajouter :

La directrice de la parabole considérée est la droite
qui joint le point fixe au centre de la conique.

On pourrait, pour établir les différents résultats dn
commencement de cette Note, prendre comme point de
départ la démonstration de M. Mannheim ct opérer en
sens inverse la transformation précédente.

IL. Supposons maintenant que le centre O du cercle
auxiliaire se trouve surla conique V. La transformée V’
est unc parabole dont Vaxe est paralléle a la normale
en O a Vet qui est tangente aux perpendiculaires menées
de O aux asymptotes de V.

Cherchons a quels éléments du systeme de V' corres-
pondent le foyer et la directrice de V.

A un systéme de deux tangentes rectangulaires a’, b’
de V' correspond un systéme de deux points A, Bde V
tels que I'angle AOB est droit. A la directrice de V’
correspond donc le point fixe par ou passe la droite AB,
c’est-a-dire le point de I'régier relatif au point O de V.
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Au foyer de V', correspond la polaire du point de
I'régier.

Cette transformation démontre le théoréme de Frégier
et indique en méme temps que les propriéés de la para-.
bole relatives au foyer et a la divectrice s¢ traduiront
dans les théorémes transformés par des propriéiés des
coniques quelconques relatives a un point de Frégier et
a sa polaire, que nous appellerons droite de Frégier,
pour abréger le langage.

Ajoutons que la droite aI'infini, la tangente au som-
met et Vaxe de V' correspondent respectivement, dans
le systeme de la conique V, an point O, au deuxiéme
point d’intersection de la normale en O avee Vet au
pole de cette normale.

Nous obtiendrons un élégant théoréme sur la droite
de Frégicr, en transformaunt cette propriété de la para-
bole.

Par deux points A', B d’une parabole H', on méne
les rayons focaux et les paralléles a U'axe. Ces quatre
droites sont tangentes & un cercle ayant pour centre le

pile O de A'B.

Prenons comme cercle auxiliaire le cercle de 'énoncé.
Ala parabole H' correspond une hyperbole H passant par
le point O. Aux points A’B’ correspondent les asym-
ptotes de la courbe, aux vecteurs focaux de A’, B’ etaux
paralléles a 'axe menées de ces points, correspondent
respectivement les points ou les asymptotes rencontrent
la droite de Frégier relative au point O et la tangente a
Phyperbole en ce point. Quantau cercle, il se transforme
en Jui-méme. 11 est done démontré que la circonférence
ayant pour diamétre le segment d'une tangente a I’hy-
|)crl)o]c (70mpris entre les asymptotes admet comme
deuxi¢me corde d’intersection avee le systéme des asym-



(vi2)
plotes la droite de Frégier relative a son point de
contact, ce qui peut s’énoncer :

La droite de Frégier, relative & un point d’une
hyperbole, passe par les projections sur les asymptotes
des points ot ces droites rencontrent la tangente au
potnt considéré.

Pour une hyperbole équilatére de centre 1, la droite
de Frégicr d’un point O de la courbe est la perpendi-
culaire en I &4 OI. Le point de Frégier est alors a V'in-
{ini sur la nermale en O.

Voici une démonstration analytique fort simple du
théoréme énoncé ci-dessus, sous une forme un peu
plus générale.

Prenons, comme axes de coordonnées, la tangente et
la normale a I’hyperbole en O.

L’équation de ’hyperbole est

art+2bxy +cy?+2ey =o.
celle d'une hyperbole homothétique sera
(1) az+ by +cyt-+vey + L =o.
Le point de Frégicr ayant pour coordonnées

2e
xr = o, .}':—(-l—_‘_:,

la droite de Frégier a pour équation

(2) (a—cry —obxr—a2e=o.
Quant a la tangente, son équation est

(3) y=o.

Par Pintersection de la conique (1) et des droites ( 2)
et (3) passe la courbe

Axi- 20y Vi eyt -+ (a—cryl—abxry —2ey=o.
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quin’est autre que le cercle
a(x?+y?)+ ) =o.

Donc :

La tangente en un point d’une hyperbole coupe une
h)'pe/'bole homothétique en deux points. La deuxiéme
corde d’intersection de cette courbe avec le cercle
ayant pour diamétre le segment compris entre ces dewx:
points est la droite de Frégier relative au point de
contact de la tangente.

On peut tirer de 1a une conséquence intéressante.

Une corde quelconque AB d’une hyperbole équi-
latére H est tangente 4 une hyperbole équilatére homo-
thétique H'. Considérons le cercle décrit sur cette corde
comme diamétre. Il coupe hyperbole H en deux nou-
veaux points C et D. La corde CD est {a droite de I'végier
relative au point de contact de AB et de H'. Cette droite
passe donc au centre commun des deux courbes; par
suite :

Si l'une des cordes communes & un cercle et @ une
hyperbole équilatére est un diamétre du cercle, sa con-
juguée est un diametre de l'lhyperbole.

Proposition bien connue (').

(*) Voici encore a ce sujet une remarque curicuse :
Une élimination trés simple conduit au théoréme suivant:

Le centre des moyennes distances des points d’intersection d’une
hyperbole equilatére et d’un cercle est le milicu de la droite des
centres.

On en déduit :

Les droites qui joignent les milieux de deux cordes d’inter-
section conjuguces au centre de 'une des courbes sont égales et
paralléles aux droites joignant les mémes points aw centre de
lautre courbe.

En particulier,

Si l'une des cordes communes est un diamétre de lune des
courbes, sa conjuguee est un diamétre de lautre.
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Prenons ce théoréme sur la parabole :

Le cercle circonscrit au triangle formé par trois
tangentes passe par le foyer.

. Il donne par transformation :

Un triangle étant inscrit a une conique, pour tout
point de la courbe il existe une conique ay ant un foyer
en ce point et touchant la droite de Frégier du point
et les trois cotés du triangle.

Il suffit de remarquer que les projections d'un foyer
d’'une conique sur ses Langentes appartiennent a un
cercle, pour déduire de 1'énoncé précédent ce théoréme :

Les projections d’ un point quelconque d’une conique,
sur les trois cotés d’un triangle inscrit a la courbe et
sur la droite de frégier du point, appartiennent au
méme cercle.

Cinq points quelconques étant sur une conique, on
aura le théoréme suivant :

Quatre points pris trois a trois forment quatre tri-
angles : les quatre cercles passant respectivement par
les projections d’un point quelconque sur les cotés de
ces triangles se coupent en un méme point.

Lequel s’obtient, du reste, par transformation directe
du théoréme bien connu concernant les cercles circon-
scrits aux triangles formés par les cotés d’un quadrilatére
pris trois a trois.

Nous pourrions donner ici différents théorémes sur
le point etla droite de Frégicr, transformés de théorémes
concernant le foyer et la dirvectrice de la parabole, mais,
ceci ne présentant aucune difliculté, il parait inutile
d’inisistvr outre mesure sur cc sujet. Nous nous bor-
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nerons, pour lerminer, 4 considérer le cas particulier de
]'hypcrbolc équilatére.

Voici les propriétés spéciales a cette transformation
supposée toujours faite dans les mémes conditions. Les
perpendiculaires issues de O aux asymptotes de 'hyper-
bole équilatére H sont rectangulaires; le point O appar-
tient a la directrice de la parabole H'; V'axe de cette
courbe étant paralléle 4 la normale en O 4 H, la tan-
gente de H en O estla directrice de la parabole. Le centre
de I'hyperbole équilatére correspond a la corde de con-
tact des deux tangentes rectangulaires de la parabole;
la perpendiculaire menée du centre I de I’hyperbole équi-
latére au rayon OI correspond au foyer de la parabole.

C’est cette derniére propriété que nous allons immé-
diatement utiliser.

On transforme, en cffet, la propriété bien connue,
déja rappelée ci-dessus, du cercle circonscrit au triangle
formé par trois tangentes de la parabole, en celle-ci :

Un triangle étant inscrit @ une hyperbole équila-
tere de centre 1, tout point O de la courbe est le foyer
d’une conique touchant les trois cotés du triangle et
la perpendiculaire en1 a Ol.

Les projections de O sur ces tangentes apparticnnent
a un méme cercle, mais I'une d’elles est le centre de la
courbe : par conséquent,

Le cercle passant par les projections d'un point
quelcongue de Uhyperbole équilatére sur les cotésd’ un
triangle inscrit passe aussi par le centre de la courbe.

Théoréme qui n’est qu’un cas particulier d'un théo-
réme sur I’hyperbole énoncé ci-dessus. On aurait pu
'en déduirc immédiatement, en remarquant qu’ici la



(116)
droite de Frégier du point O n’est autre que la perpen-
diculaire en1l a Ol.
Le point de concours des hauateurs de 1out triangle,
inscrit & une hyperbole équilatére, étant un point de la
courbe, on pent énoncer la proposition suivante :

Le cercle des neuf points d’un triangle inscrit a
une hyperbole équilatéere passe par le centre de la
courbe.

Ce cas particulier n’est pas nouveau.
On aura aussi le théoréme suivant :

Les quatre cercles passant respectivement par les
projections de chacun des sommets d’un quadrilatére
quelconque sur les cétés du triangle formé par les
trois autres concourent en un meme point, centre de
Uhyperbole équilatére circonserite aw quadrilatére.

En particulier :

Quatre points étant pris sur un cercle, les droites
de Simpson de chacun de ces points relativement au
triangle Sormé par les trois autres se coupent au
méme point.



