NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

E. CARVALLO
La méthode de Grassmann

Nouvelles annales de mathématiques 3¢ série, tome 11
(1892), p. 8-37

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1892_3 11__ 8 0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1892, tous droits
réserves.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1892_3_11__8_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

(8)

LA METHODE DE GRASSMANN (*):
Par M. E. CARVALLO,

Examinateur d’admission a I'Ecole Polytechnique.

J'ai montré dans deux Notes (2) le parti qu'on peut
tirer de cette méthode pour la théorie des détermi-
nants. On verra ici comment cette théorie, telle que je
I'ai exposée, découle naturellement de la Géométrie.
Mais le présent travail a une portée plus haute. En effet,
Pocuvre de Grassmann est aussi pen connue que qua-
lifiée de magistrale. Magistrale, elle est par la profon-
deur de la pensée, par la correction et la rigueur du
style, par la puissance de la méthode créée. Elle syn-
thétise les théories connues de Mécanique et de Géo-
métrie eL sa place, je veux le montrer, est a la base de
Penscignement élémentaire. Cependant elle est peu
counue. Cest gque, a ¢oté de mon admiration sans ré-
serve pour le savant, j'adresscrai au professeur une cri-
tique fondamentale. M. Hermite, dans son enscigne—
ment profond, se plait a montrer que les Mathématiques
sont du domaine des Sciences naturelles. C’est un grand
attrait pour ses auditeurs de savoir quil va leur mon-
trer des faits mathématiques découverts par I’Analyse et
non pas créés par imagination du savant. Tout au
contraire, Grassmann, comme s’il prenait a tache de
vous décourager, procede de 'abstrait au concret, de la
convention au fait naturel. Il déploic un volume de

l)lliSSﬁl)lS eltorts l)Olll‘ é[ﬂb“l‘ un ca]cul cn apparence

(') Die Ausdehnungslehre. Berlin, 1862,
(*) Novvelles Annales, 3¢ série, t. X; mai et aout 18g1.
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arbitraire sur des symboles dénués de signification, et
cela avec quel luxe de mots nouveaux! Par miracle, ce
caleul s’applique a la Géométrie. Mais il faut encore
autaut d’eflorts pour le voir avec Grassmann qu’il en
faudra au lecteur pour fonder avec nous la méthode sur
des considérations de Géométrie élémentaire. De lui-
méme, il fera abstraction de la signification géométrique
des symboles ct possédera les régles abstraites de Grass-
mann, pour les appliquer a I’Analyse. Je rends hom-
mage aux importants travaux de MM. Caspary (') ct
Péano (*) qui m’ont suggéré ce travail. M. Péano, s’in-
spirant du calcul barycentrique de Mobius a eu I’heurcuse
idée de baser son exposition sur le volume du tétraédre.
Je me suis empressé d’adopter ce principe. Mais mon
exposition diflére pour le reste de celle de M. Péano. Je
ne saurais trop conseiller au lecteur de lire son livre.
Ma Note lui servira d’introduction. Il trouvera dans le
livee des développements et des applications qui n’ont
pas icur place dans un simple Article. Il reconnaitra
avec satisfaction que je me suis formellement imposé de
justifier les définitions, d'en préciser des 'abord la
signification intime, puis d’exclure les mots et les sym-
boles nouveaux. Le langage ordinaire suffit.

I. — Formes géomeétriques. Définitions et régles de calcul.

1. SENns ET si6NE p'UN TETRAEDRE. — Pour détinir le
sens d’un téiraedre ABCD, f’imagine un mobile parcou-
rant dans le sens ABG le contour formé par ces trois

premiers points, puis un observateur placé debout sur

(") Journal de Kronecher,t. C.— Bulletin des Sc. math., 2°sé-
rie, t. XI, 1885, et t. XIII, 188g.

PRl

(*) Calcolo geometrico. Turin, 1888,
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le plan de ce triangle, 4 Pintéricur et la téte du coté du
point D. Suivant que cet observateur voit le mobile
tourner de droite a gauche ou en sens contraire, le 1é-
tracdre a le sens direct ou rétrograde. Par ABCD, je

désigne Te volume du téiraédre préeédé du signe + ou -
suivant qu’il a le sens direet ou rétrograde. Dans le cas
de la figure, on a

ABCD = -+~ vol. ABCD.
BACD = — vol, ABCD.

On constate que Pexpression ABCD change de signe
quand on échange deux lettres conséeutives, A avee B,
B avee G, ou C avee D). On peut done ranger les lettres
dans tel ordre que Pon veut par une suite d’échanges
entre deux lettres consécutives, chaque échange étant
accompagné d’un changement de signe. Je vais mainte-
nant définir trois entités qui permettent de représenter
des points, des droites et des plans. Je les appelle res-
pectivement formes du premier, dewxicme et troisiéme
ordre.

2. IFormes pu primier orpre. — Pour définir une
forme du premier ordre, je considére des points A,
A'. ... et des nombres correspondants m, m/, ..., po-
sitifs ou négatifs, appelés masses. Enfin je prends un
triangle arbitraire ct variable PQR et je considére le
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volume
(I) mAPQR + m"A'PQR +. ...

C’est unc propriété de I'ensemble des points A, A/, ...
de masses m, nty ... de douner au volume (I) une va-
leur déterminée pour chaque triangle PQR. Si, quel que
soit ce triangle, un deuxiéme cnsemble mey Ay my Ay, L.
donne pour la somme my A PQR + my A, PQR +. ..
le méme volume que le premicr ensemble, les deux en-
sembles sont équivalents a 'égard de cette propriété.
L'entité¢  géométrique abstraite  de Pensemble mA,
m'A’, ..., et communc a tous les ensembles ainsi équi-
valents, sera bien représentée par le symbole

(1) mA+m'A'+...,

qui résulte de (1) en supprimant Péeriture du triangle
arbitraire PQR. Je Pappclle forme du premier ordre.
La condition pour (ue la forme (1) soit équivalente a
la forme my Ay -+ my Ay +. .. est que Pégalité

(L) mAPQR + m/A'POQR-+...— my AqPQR = my Ay POR L.

soit satisfaite pour tout triangle PQR. Cette condition
sera bicn exprimée par la formule

(1) mAN '\ = A=y Ny -

Je dirai que les deux formes sont c'gal(:s.

3. Ricrrs ne carcin. — La premiére égalité (1) est
algébrique; la deuxiéme (1), symbolique, n’en diflére
que par Péeviture du triangle arbitraire PQR. Il en
résulte que toutes les régles de 'Algebre relatives au
calcul des polynomes s’appliquent a la forme (1) etal’é-
galité (1), en regardant les petites lettres m comme des
nombres ct les grandes lettres comme des facteurs litté-
raux. Par exemple, dans Pexpression (1), on peut ré-
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duire deux termes semblables, ¢’est-d-dire, remplacer
mA + nA par (m—+ n)A. Cela revient en clfet a rem-
placer mAPQR + nAPQR par (m—+ n)APQR dans
Vexpression numérique (1). Vemploierai aussiles mémes
dénominations qui sont employées pour les polynomes

algébriques.
4. Exemrrr. — Considérons deux points A ct A’ et
le milien C de la droite qui les joint, je dis que 'on a

A+A=12C,

Il suffit de vérificr que, pour tout triangle PQR, on a

Pégalité
APQR - A’PQR = » CPQR.

Or les wrois tétraédres de cette formule ont méme
base PQR. La hautcur du troisiéme est moyenne arith-
métique entre les deux autres (1), Le troisiéme tétraédre
est done bien égal a la moyenne arithmétique entre les
deux autres, comme Uexprime la derniére égalité.

Cet exemple sullit & faire comprendre qu’une forme
du premier ordre représente généralement un  point
muni d’ane masse. En Mécanique, elle représente la
gravité d'un ensemble de points pesants, en particulier
le centre de gravité muni d'une masse égale i la somme
des masses des poinls composants.

L’égalité (1) signifie que les deux systémes considérés
ont méme centre de gravité et méme masse totale. Ces
considérations justificnt le nom de masse donné a m,
m', ...

- ) . .
o. Formes pu pevxikvr orore. — Jappelle forme
du deuxiéme ordre et je veprésente par le symbole

(2) mAB—m'A'B' — ...

(*) Ces hauteurs, bien entendu, sont susceptibles d’un signe.
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I'entité abstraite de 'ensemble formé par des segments
AB, A’B', ... munis d¢ masses m, n/, ..., et qui est
commune a tout ensemble m A By, m.A,B,, ... pour
lequel I'égalité

AL mABPQ +~m'A'B'PQ ... = my Ay B PQ + m> As B, PQ +...
est satisfaite quel que soit PQ. La condition numérique
(1) s’écrit symboliquement, en supprimant I'écriture
du segment arbitraire PQ,
(2 mAB—4+m'A'B +...=nm A Bi+mpAsBy+.. ..

En Mécanique, 'égalité (II) représente le théoréme
des moments des forces m AB, m/ A’B', . .. pris par rap-
port & Paxe arbitraire PQ. Ainsi la formule symbo-
lique (2) représente la condition d’équivalence de deux
systtmes de forees et la forme (2) Deffet mécanique
d’un systéme de forces appliquées i un corps solide.

6. Forvrs nu Troistive oxnre. — Jappelle forme
du troisiéeme ordre et je représente par
(3) mABC — m'A'B'C'+ ...

Pentité qui est communce a Pensemble des triangles

ABC, A’B’C/, ... munis de masses m, n', ... et a tout

ensemble m, A, B,Cy, myA,B,Cy, ..., pour lequel

I'égalité

1) mABCP+m'A'B'CP+...=m Ay B CP+—my Ay ByCy P —...

est satisfaite quel que soit P. Cette condition s’écrit

symbo]iquvment

(3) mMABC—+—m'A'B'C +...=mAB,Ci+ myA,B,C+....
On verraqu’une forme du troisi¢me ordre représente,

en général, un plan muni d’un sens et d’'une masse.

7. REGLES POUR LE CALCUL D UNE FORME. — Les régles
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pour le caleul des polynomes algébriques s'appliquent
aux formes (») et (3) comme aux formes (1). La dé-
monstration est la méme (n° 3). Nous emploierons
aussi les mémes dénominations. On pent éerire les
termes d’une forme dans un ordre arbitraire, ajouter
et retrancher un méme terme, réduire les termes sem-
blables, ete.

Iy a cependant cette diflérence qu’ici Pordre des
points dans chaque monome influe sur son signe. Ainsi
l’()“ a

mAB--nBA — m AB—nAB —(m —n)\B.

C’est une conséguence de la définition du signe d’un
téwracdre. En effet, cette définition entraine I'égalité
numérique

ABPO — — BAPQ:
par suite, (l’apm"s la délinition d’une forme du second
ordre (n® 59,
AB — B\
Il en résulte aussi les formules

A\ — o, AB— A (B—24A).

dont nous ferons un fréquent usage.

8. Mrrrirnes £t sots-vvLTieLEs. ADDITION ET sous-
ruverion. — Multiplier une forme par un nombre quel-
conque,  positif on négatif, c’est multiplier par ce
nombre chaque terme de la forme. Ajouter plusicurs
formes, c¢’est réunir dans une scule forme tous les
termes qui figurent dans les formes proposdes, en con-
servant leurs signes. De ces notions résultent celles de
Lo division par un nombre et de la soustraction des
formes. A Taide de ces opérations, on pourra former
une fonction lindaire homogéne de plusicurs formes de
méme ordre. Toutes les régles du caleul des polynomes
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algébriques s’appliquent & ces opérations, pourvu qu’on
tienne compte de Povdre des facteuars littéraux (n° 7).
La démoustration est celle du ne 3.

9. MULTIPLICATION DES FORMES DONT LA SOMME DES
ORDRES NE SURPASSE PAs 4. — Je consideére, par exemple,
les deux formes

(1) mA +m' A+ m"\",
(2) pBC P BICL

J'imagine que les symboles (1) et (2) représentent
des polynomes algébriques et j’cflectue la multiplication
du premier par le second d’aprés les régles de TAl-
gébre, en respectant toulefois l'ordre des fuctewrs
lirterana. Yobtiens

§ mp ABC - m'p A'BC -+ m"p \"BC
| ~=mp'AB'C == m'p' A'B'C— " p' \"B'C.

Ce symbole peut représenter une forme du troisieme
ordre. Cette forme, & cause de son origine, je Pappelle
le produit des formes (1) et (2).

10. Ricres vE circrn. — 1© Pour s’assurer de I'in-
wérét de cette notion, on doit constater que le produit
ne change pas quand on remplace les formes (1) et (2)
par des formes ¢égales. Cela est facile.

Remplagons en effet Ja forme (1) par la forme sup-

poséde égale
) my Ay myAs.
Le produit de (1) par (2) sera

mip AyBC 4+ myp A, BG

3 =y p A B G = ma p A BC

Or la forme (1) éant égale a (1), on a d’aprés la dé-
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finition de cette égalité (n® 2) les deux égalités numé-
riques
m \ABCR — m'A’BCR 4+~ m A"BCR
— my \{ BCR —~ m; A, BCR,

MmABCR-m'ANRBCR—m"\"B' U R
— my \yB'C'R 4+ my A, B'C'R,

ou R est un point arbitraire. J’ajoute membre a membre
ces denx égalités aprés les avoir multipliées respective-
ment par p et p'. Jobtiens une égalité numérique qui a
lien quel que soit R. Celle-ci exprime que la forme (3)
égale la forme (3/), (n® 6). De méme on peut remplacer
la forme (2) par une forme égale; on peut multiplier
I'une d'elles par un nombre, pourva quon divise
Pautre par le méme nombre.

2* On pourra aussi considérer des produits de plus
de deux formes, pourvu que la somme des ordres ne
surpasse pas 4. Sicette somme égale 4, le produit repré-
sente un volume qu'on peut regarder comme une forme
du quatriéme ordre.

3¢ Une forme monome peut ¢ue regardée comme le
produit de son cocflicient et des points qui y figurent et
cela de bien des mmicres differentes. Ainsi 'on a, en
marquant par un point le signe de la multiplication,

mABC —m \.B CG— m \.BC
m

— » AB.pC— —BA.mC

4° Si, dans un produit de formes, on echange deux
facteurs consécutits d’ordres p et ¢, le produit st mul-
tiplié par (—1)?9. Il suflit. pour le démontrer, de con-
stater le fait pour chacun des termes du produit déve-
loppé, ce qui est facile.

5° Fn résumé, les régles du calcul algébrigue s’ap-
pliquent & celui des formes géométriques, avec cette
seule différence que, dans ce dernier, un monéme change
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de signe quand on échange deux facteurs du premier
ordre. Cette régle entraine plusieurs conséquences
faciles que nous ne développerons pas. La précédente
(4°) en est une. Nous utiliserons surtout celle du n° 7.

6° Nous serons conduits plus loin a considérer des
produits pour lesquels la somme des ordres des facteurs
est supérieure a 4. Mais nous verrons qu’un tel produit
est égal a un produit de volumes par une forme du pre-
mier, du deuxiéme ou du troisiéme ordre. L’étude se ré-
duit donc a celle des trois premiéres formes.

Nous verrons, comme il est facile de le prévoir, que :

Les formes d’ordre | représentent des points,
» 2 » droites,
» 3 » plans,
ces €éléments ¢tant munis de masses qui sont respective-
ment des nombres abstraits, des longueurs et des aires.
Pour faciliter cette étude, il convient d’étudier d’a-
bord le wecteur, forme égale a la différence de deux
points et les formes qui résultent de la multiplication
de deux ou trois vecteurs.

II. — Vecteurs.

11. Tarorive. — Pour que les deux formes A'— A
et B'— B soient égales, il faut et il suffit que les seg-
ments AA" et BB soicnt égaux, paralléles et de méme
sens ().

1° La condition est suffisante. — Si I'on considére
le triangle arbitraire PQR, on a

(I A'PQR—APQR = B'PQR — BPQR.

(') Le lecteur cst pri¢ de faire les figures. Elles sont tonjours treés
simples.

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. XL (Janvier 18g2.) 2
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Car ces quatre pyramides, ayant méme base PQR,
sont mesurées par leurs hautcurs (positives ou néga-
tives). De plus, a cause de hypothése sur les segments
AA’et BB, la différence des deux premiéres hauteurs
égale la différence des deux autres.

[’égalité (I) élant véritiée pour tout triangle PQR,
on a par définition (n° 2)

() A— A =B—B.

2" Réciproquement, je suppose la relation (1) satis-
faite. Je peux transporter le segment AA’ parallélement
a lui-méme (1°) de facon a placer le point A en B;
A’ viendra quelque part en A” et 'on aura

A—A=A—B=B—B,
d’ou
A= B
On conclut de 1a que A” coincide avec B' et, par suite,
que le segment BB n’cst autre qu'une des positions de
AA’ transporté parallelement a lui-méme.

12. Dirinirions. — Ce théoréme justifie le nom-de
vecteur que je donnerai a la forme A'— A. Elle com-
porte, en cffet, I'idéed’une direction et d’une longueur,
celles de AA'. Un vecteur dont la longueur est I'unité
sera appelé vectewr unité ou direction. En se reportant
4 la démonstration précédente, on voit qu'un vecteur
est égal au produit de sa direction par sa longueur,
coeflicient numérique que j'appelle masse. On peut
aussi changer le signe de la masse en méme temps que
le sens dela direction. Pour la commodité, je dirai que
A est Vorigine et A' Pextrémité du vecteur — A + A,
queique I'un de ces points soit avbitraire, comme on
vient de le voir (n° 11).
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13. Somme pE vecreurs. — D’abord l'ordre des
termes est indifférent (n° 3). Je peux aussi mettre ’o-
rigine de chaque vecteur a l'extrémité du précédent
(n° 11). Alors, dans la somme

S=(—A+A)+(—B+B)+(—C+C)...+~(—H+H),

les termes intermédiaires se détruisent, A’ avec B,
B avecC, ....

Donc

S=—A+H"

La somme de plusieurs vecteurs égale le vecteur qui
a pour origine celle du premier et pour extrémité celle
du dernier vecteur, aprés qu’on a mis tous les vecteurs
bout & bout dans un ordre quelconque.

14. Tutoreve. — Pour que deuwx produits de deux
vecteurs soient égaux, il faut et il suffit que, apreés

qu’on a donné la méme origine aux deux couples de

vecteurs, les deux triangles obtenus soient dans un
méme plan, égaux et de méme sens.

Soit P Torigine arbitraire que je donne aux quatre
vecteurs, 1'égalité des deux produits s’écrira

(1)  (=P+A)(—P+B)=(—P+A")(—P+B)

Or cette dgalité équivaut par définition (n° 5) ala
condition

(I QP(—=P+A)(—P+B)=QP(—P+-A")(—P+ D),
qui contient deux points arbitraires P ¢t Q, ou (n° 7)
(ry QPAB =QPA'B".

L’égalité de ces deux tétraédres doit avoir lieu quel
que soit Q; en particulier, pour Q = A, ellc donne

A'PAB=A'PA'B'=o.
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Donc A’ est dans le plan PAB; de méme B' est dans le
plan PAB. Les bases PAB, PA’B’ étant alors dans le¢
méme plan, la condition (I) exige que ces triangles
soient égaux et orientés dans le méme sens de rotation.
Ces conditions sont évidemment suflisantes pour que la
condition (1) soit toujours satisfaite. Comme elle con-
tient deux points arbitraires P et Q, elle est équivalente
a I’égalité (1). La condition de I'énoncé est donc bien
nécessaire et suflisante.

15. Deérinvimion. — Un pareil produit de deux vec-
teurs, je Pappelle couple, parce que cette forme repré-
sente le couple de forces qu’on rencontre en Mécanique.
C’est ce qui résulte du n° 14, Elle comporte une direc-
tion de plan, un sens et une aire, ceux du triangle PAB.
Elle peut étre regardée comme le produit de cette aire
par un couple unité ou dirvection de plan. A chaque di-
rection de plan munie d’un sens, on peut faire corres-
poundre la direction de la droite perpendiculaire dans
un sens convenu. On peut done représenter un couple
par un vecteur unité multiplié par une masse égale,
non plus a une longueur comme au n° 12, mais a une
surface. Jappelle ce produit Vaxe du couple. Cette
correspondance entre les couples et les vecteurs rentre
dans le principe de dualité que nous renconircrons plus
loin.

16. Abvrrion pes covreLrs. — Je considére deux cou-
ples; je peux toujours (n° 14) faire en sorte que ces
couples aient un vecteur commun. Je peux alors éerire
leur somme

W 1= 1041

Hosuffit done d’ajouter les vecteurs non communs
J et J. De plus; on peut toujours faire en sorte que 1
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soit un vecteur unité et que J et J' soient perpendicu-
laires a I (n°14). Les axes des couples s’obtiennent
alors en faisant tourner J et J' d’un angle droit autour
de I. On voit ainsi que la somme des couples a pour axe
la somme des axes des couples proposés. Ainsi :

Pour ajouter deux couples, il sug?it d’ajouter leurs
'] N pLes, ]
axes.

Cette régle fait rentrer addition des couples dans
celle des vecteurs. Elle rentre dans le principe général
de dualité appliqué aux vecteurs.

17. Tatorive. — Pour que deux produits de trois
vecteurs solent egaux, il faut et il suffit que, si 'on
donne une méme origine « ces vecteurs, les deux té-
tracdres qu'ils forment sotent égaux ot de méme
signe.

En clfct, soit P Porigine arbitraire commune. 1.'éga-
lité des deux produits s”¢éerit

(1) (P —=ANP—B)(P—C)=(P—A')(P— B )(P—C).
Elle équivaut a
(1) P(P—A)P—B)(P—C)=P(P —A')(P—B')(P—C),

égalité entre deux volumes qui contient le point arbi-
traire P. Or (I) s’écrit

1y PABC =PA'B'C.
(]
Cette égalité, équivalente a I'égalité (1), signilie que
les deux tétraédres formés par les trois vecteurs de
chaque produit sont égaux et de méme signe. La notion
du produit des trois vecteurs équivaut donc a celled’un
volume.
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18. Cororraires. — 1° Dans un produit de trois
vecteurs, on peut choisir arbitrairement deux quelcon-
ques d’entre cux. Leur produit forme un couple arbi-
traire. La composante normale du troisiéme vecteur
devra seulement étre égale au quotient du volume
donné par l'aire du couple arbitraire.

2° Unc somme de produits de tfois vecteurs égale un
produit de trois vecteurs dont le volume égale la somme
des volumes représentés par les produits ajoutés.

30 Le produit de quatre vecteurs est nul; car il
s’écrit, en désignant par A et A’ des points, par I, I', 1"
des vecteurs,

(A—=ANITT"=AII'l"—A'IT'I".

Or, les deux volumes du second membre étant égaux,
leur diflérence est nulle.

4° Les égalités Al = o, All'= o, AII'V= o équi-
valent respectivement 1 = o, Il'= o, II'l" = o.

En clfet, Al = o, par exemple, peut étre remplacé
(5) par

0=TPOA = A(P— A)(Q —A)L.

Or, le dernier membre est égal au tétraédre déterminé
par les trois vecteurs P— A, Q — A etI, dont les deux
premiers sont arbitraives comme P et Q. Cette égalité
équivaut donc a I = o.

III. — Discussion des trois formes.

19. Forwe nt erevier oroek. — 1. Réduction. —
Som la forme
(0 F=nmi A= myds+....
Je prends un point O arbitraive. 11 vient

{V F=0mypma— . )0 —m(—0+\y)

(2) )

— = O+ A) 4+ =m0+ 1
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en appelant m la somme des masses niy, my, «..,ctlla
somme des vecteurs m, (— O + A,), my(— O+ A,), ...
obtenue comme on sait.
Deux cas se présenlent :
Premier cas : m = o. — F égale alors le vecteur I.
Second cas: mZo. — Je pose

I=—O0+A=m(—0+G).

Le point A s’obtiendra par la régle d’addition des vec-

. 7 , e s s OA
teurs. Le point G seralextrémité du segment OG = o

porté sur OA a partir du point O. 1l vient
(3) F=mO -+ m(— 0+ G)=mG.

G est le centre de gravité du systéme. Pour I'obtenir, il
suflit d’exécuter les constructions indiquées par les for-
mules ci-dessus.

II. Conséquences. — 1° L'égalité (3) s’écrit, en met-
tant a la place de I sa valeur (1),

my (A —G)+ me(Ae— G)+...= 0.

Appliquée a deux points, elle montre que le point G
est sur A A, et partage ce segment dans le rapport
(positif ou négatif)

GAy m,

GA, ~  my

Celte remarque donne unc seconde maniére de trou-
ver le centre de gravilé en procédant de proche en
proche.

2° Si m, est variable et tend vers —my, le point G
s'éloigne indéfiniment sur A, A,. D’autre part, pour
my=—my, my A+ m,A, représente un vecteur. On
peut done dire que le vecteur représente un point a
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Pinfini dans la direction de ce vecteur. Mais il le re-
présente avee un coefficient numérique qui est la lon-
gueur de ce vecteur. En résumé :

Une forme du premier ordre représente un point
muni d’une masse ou un vecteur, c’est-a-dire un point
muni d’une masse & distance finie ou infinte.

20. TForme nU secoNp orpre. — 1. Réduction. —
Soit
F=mA\ B+ myA, Bg—’-. e

Je transforme un terme quelcongue comme il suit
mAB=mAB—A)=Am(B—A).
Soit O un point arbitraire ct I'le vecteur m(B — A),
jaurai
MAB = A\l =(\ + 0—0)f = Ol —|(A—0)l = Ol +E,

en désignant par K le couple (A — O)I. En faisant la
méme transformation sur chaque terme de I, il vient

F=0l+ Kk, +0OL+hky,+...
= 0(]1—{* lg+.--)+(}\1+ K«z—i—...)'

Les sommes entre parenthéses peuvent étre remplacées
respectivement par un vecteur I et un couple K (13
ct 16). On a done
=0l + K.
En Statique, Ol est la résultante de translation, K le
couple résultant.

1. Conséquences.—1° Pouwr quela forme¥=01+K
sott nulle, il faut que N et I soient nuls.

En effet, en multipliant par O Jes deux membres de
I'égalité

(0 Ol + K=o,
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il vient OK = o, ot K = 0. L'¢galité (1) donne alors
I=o.
L.a condition d’égalité de deux formes réduites s’écrira
Ol + K=0T+K=(0+0—0)I'+ K
on
O —T')4+[K—=(0'—O)'—K'| = o.
Cette égalité équivaut, d’aprés ce qui précede, a
F=1, K=K=+(0—0)l

Ces formules renferment les conséquences qu'on dé-
veloppe en Mécanique. Pour en énoncer quelques-unes,
Je suppose que la forme Ol ++ K est donnée ct que O/ est
variable.

2° Pour qu’une forme Ol + K puisse étre réduite a
un couple K', il faut et il suffit que Uon ait1 = o.

3 Pour gu’une forme Ol + K puisse étre reduite a
un monéme OV, il faut et il suffit que on puisse
choisir le point O' de facon que l’on ait K = (0’ —O)1.
Pour cela, il faul que le vecteur 1 soit paralléle au plan
du couple K. Le lieu du point O est alors une paralléle
menée a I, dans le plan du couple K. C’est le cas d’une
forme mAB 4+ m'A'B', ..., lorsque tous les points A, B,
A',B', ... sont dans un méme plan; il suffit, pour s’en
assurer, de prendre le point O dans ce plan.

4° Pour que deux formes monémes mOA, m'O'A’
soient égales, il faut et il suffit que les segments OA,
O'A’ soient comptés sur la méme droite et liés par la
relation algeébrigue mOA = ' O'A’.

Ainsi, le mondme mOA représente la droite indéfi-
nie OA munie d’un sens et d’une masse égale a m fois

la Yongueur OA.

III. Remarques. — 1° La méthode de réduction se
simplific dans le cas de droites concourantes ou paral-



(26)

léles, comme le montrent les égalités

(1) myAlj+meA Ly +...=A(m i+ myly+... )= Al
(2) miA L 4+ maAsl 4. . =(mAj+ myAg+...) [ = mGI.

2° Cette derniére formule, appliquée au cas ou les
deux formesm, A,I, ms A,Ireprésentent deux segments
(qui tendent & devenir égaux, paralléles et de sens con-
traire, permet d’envisager le couple comme la droite de
I'infini d’un plan-parallé¢le au plan du couple.

3° Ce numéro constituc une théorie de la Statique
des corps solides, pourvu qu’on parte du théoréme des
vitesses virtuelles. Si, en cffet, AB est une force appli-
quée au point A du corps et PQ une vitesse de rotation,
PQABd¢ cst le travail de AB pour cette rotation et
dans le temps dt. Le théortme des vitesses virtuelles
donne pour la condition d’équilibre, en supprimant le
facteur dt commun a tous les termes,

PQAB +~PQA'B'+...=o.

Cette égalité fait rentrer la théorie des forces dans celle
des formes du deuxi¢me ordre.

21. ForvEes DU TROISIEME ORDRE. — 1. Réduction. —
La forme du troisicme ordre s’écrit

F=nmABCi+mA;ByCy+. ...

Je transforme chaque monome ainsi :
mABC=mA(B—A)(C—A)=m(A—O0-+0)(B-—-A)(C—A),
) étant un point arbitrairement choisi. Je désigne le
couple m(B — A)(C—A) par K et le produit (A—O)K

par Vo Ilhvient
mABC — OK + V.
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La forme F s’écrira done
F=O0K +V;+0Ky+Vy+...
= 0K +Ko+..)(Vi+Vot..0).
Les sommes entre parenthéses sont égales respective-

ment a un couple K et a un produit de trois vecteurs V.
Deés lors, on a

F=0K+ V.
Deux cas se présentent :
Premier cas: K=o0. — La forme est égale 4 un
produit de trois vecteurs V.
Deuziéme cas : KZo. — Je peux poser V=1IK,

I étant un vecteur. Alors
F =(0 + I)K = ABC.

A étant le point O + I B et C, tels que
(B—A)C—A)=K.

Ainsi la forme I se réduit au triangle ABC. Celui-ci est

dansle plan mené parle point O + I, paralléle a celui du
couple K, de méme sens et de méme aire que ce couple.

II. Conséquences. — 1° Pour que deux formes mo-
némes ABC, A'B'C’ soient égales, il faut et il suffit que
les triangles ABC, A’B'C’ soient dans le méme plan,
de méme sens et de méme aire.

Ainsi la forme du troisiéme ordre réductible au mo-
nome ABC représente un plan muni d’un sens et d’une
aire, ceux du triangle ABC.

2° La somme de deux mondémes ABC + A’B'C', dont
les plans sont paralléles, peut s’écrire

mOK + m'O'K =(m0O + m'0")K,
en désignant par K le couple unité paralléle ala direc-

tion commune des deux plans. La derniére forme repré-
sente un plan de masse m + m’ et qui partage la dis-
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tance des deux plans ABC, A’B'C/ dans le rapport — ::—;'
Si I'aire »/ du triangle A’B'C’ wend vers — m, ce plan
est rejeté a infini. D’autre part, la somme cst, dans
ce cas, égale A m(O — O')K =V, produit de trois vec-
teurs. On peut donc dire que le produit de trois vecteurs
représente un plan a I'infini. Mais il le représente avee
un cocfficient égal au volume du tétraédre V. Comme
toute trace de la direction des plans donnés a disparu,
ou peuat regarder tous les produits de trois vecteurs
comme représentant un plan unique a infini. Clest ce
qu’on appelle le plan de Uinfini.

3° On pounrra faire abstraction de la forme triangu-
laire qu’on a jusqu’ici supposée a 'aire dont est aflecté
chaque plan : laseule chose qui importe, ¢’est son éten-
duc et son sens, c’est-a-dire le sens dans lequel un mo-
bile parcourt le contour de cette surface.

22. La forme du quatriéme ordre, représentant une
somme de volumes, pourra étre remplacée par un mo-
noémej ce scra un volume égal a cette somme. On pourra,
d’ailleurs, faire abstraction de la forme tétraédrique de
ces volumes.

IV. — Coordonnées. Déterminants. Homographie. Dualité.
Produits d’ordre quelconque.

23. CoorvonnNies. DeTerMINANTS. — 1° Soit un
point O appelé origine, puis trois vecteursI,, I, I; non
parall¢les & un méme plan et appelés vecteurs coordon-
nés. Tout point X pourra s’écrire

(1) X=0+al14+z [+ 2413,

Xy, Ly, 1y étant les valeurs algébriques des composantes
du veeteur — O + X, suivant les veeteurs Iy, I Iy dont
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les longucurs servent d’unité de mesure pour chacune
de ces composantes. A chaque point X répond un
syst¢tme déterminé de nombres x,, x,, x;, et récipro-
quement. Quand les trois vecteurs I,, I, I, ont pour
longueur P'unité, ces nombres sont les coordonnées
cartésiennes du point X.
2° Dans la formule (1), je pose

]121\1-—0, [2:A2—O, l3=A3——O.

De plus, pour la symétrie des notations, je remplace O
ptus, p Y s ) p
par A, et je désigne par x, le coeflicient

| — o —Zy— X3
de ce point. La formule (1) devient
(‘2) X:f]A1+xg:\2+.T3A\g+.Z4A4.

Le tétracdre A, A, A3 A, est le (éeraedre coordonné. 1l
est arbitraire comme le systeme Ol L, I5; xy, xs, 25, 4
sont les coordonnées tétraédriques du point X. Leur
somme est égale a 1.8i clle était m, X représenterait
un point de masse m. Les lettres A de la formule (2),
au lieu de représenter des points simples, pourraient
aussi représenter des points affectés de masses.

3° Dans le systéme des coordonnées tétraédriques, le
plan se présente sous la forme

£ = PQR
=(pAi—pr o+ s +pu A (gr i+ (M A+ L),

Ce produit développé sera une somme de quatre termes,

tels que
ri A A3 A, =2, %

ay étant un nombre et 2, un plan muni d’une aire qui
peut w’ctre pas égale & P'unité. Le nombre x, est le
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coefficient de Ay Ay A, dans le produit
(P2 Az +psAs+pi A (g2 Ae+q3 As+q  Ay) (e As+r3 A g+, AL,

C’est la valeur du déterminant

| P2 Ps P
92 43 g

re ry Iy

On voit s’imposer ici la méthode d’exposition des déter-
minants telle que je I'ai donnée antérieurement. Le
plan £ sera représenté par la somme de quatre termes

=210+ Ty%+ T3z =+ T, %,

Xy, X2y XT3, x; sont les coordonnées tangentielles du

plan £.

24. HomoerAPHIE ET DUALITE. — 1° A quatre points
Ay, A, Ay, A, pris dans une premiére figure, faisons
correspondre quatre points A, A}, A;, A} d’une autre
figure; ces symboles pouvant, d’ailleurs, représenter
des points avec des masses. A tout point de la premiére
figure

(l) x:‘le\1+.7'gr\2+1'3.\3+3"[,r\5
répond un point de la deaxié¢me figure
(2) X'=2 A+ 22 Ay + 23 A+ 2, A,

et réaiproquement. Les deux figures sont dites Lomo-
graphiques.

2° Aux quatre points faisons correspondre, non plus
(uatre points, mais quatre plans «,, %, 23, 2;. A chaque
point X de la premiére figure répond un plan

(3) P= o+ Tay + T3z Xy,

Y , . .y .
et reciproquement. Les p'ans dela deuxiéme ilgurc sont
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homographiques des points de la premiére. A toute
propriété des points de la premiére figure répondra,
comme nous allons voir, une propriété des plans de la
deuxiéme. C'est le principe de dualité.

25. EXTENSION DU CALCUL DES FORMES. PropuiTs DE
pLANs. — Par la méthode du n° 24, je fais correspondre
un plan « a chaque point A. A toute forme de points,
par exemple mAB + m/A’'R’, . .., répond une forme de
plans maB +m/a’'§', . ... Je dois regarder deux formes
de plans comme égales si les deux formes de points
correspondantes sont égales. La forme de plans repré-
sente 'entité commune a tous les ensembles de plans
ainsi obtenus. D’aprés cette définition, toutes les régles
pour le calcul des formes de points s’appliquent aux
formes de plans. Donc a toute propriété d’une figure
représentée par une égalité entre des formes de points
répond une propriété représentée par la méme égalité
entre les formes correspondantes de plans. C’est le prin-
cipe de dualité. 1l nous permet d’étendre aux formes de
plans les résultats du n° 3. D’un autre coté, I’homogra-
phie n° 24 permet de remplacer un vecteur par un point
a distance finie et un couple par un plan a distance fi-
nie. Comme 'homographie est intimement lide a la
dualité, il n’y a pas hieu de distinguer, dans des énoncés
généraux, ces éléments qui peuvent étre substitués I'un
a ’autre. On arrive ainsi aux énoncés suivants :

1° Une forme de plans du premier ordre

My A A Mg e s
est réductible @ un mondme (19).
Ce résultat cst, d’ailleurs, connu directement (21).
2° Une forme de plans du deuxieme ordre
My 3+ maay By +. ..

est réductible @ un binsme (20).
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39 Une forme de plans du troisiéme ordre
2 B s Q..
myzy PyY1—+ M2y PeY> +...

est réductible & un monome (21).

4° Une forme de plans du quatriéme ordre est ré-
ductible & un monéme (22).

On sait que la premiére de ces formes représente un
plan muni d’un sens et d’une aire. Je vais maintenant
rechercher ce que représentent les trois autres formes
réduites chacune 4 un mondme. Je m’appuierai sur le
théoréme suivant :

26. Tutorime ronpameENnTAL. — Pour que deux
formes monémes de meéme espéce et qui ne sont pas
nulles ne différent que par leurs masses, il faut et il
suffit que les fucteurs de ['une soient des fonctions li-
néaires des facteurs de l'autre. Le rapport des masses
est égal au déterminant des coefficients.

1® La condition est nécessaire. Soit, par exemple,
AN =mA A,
En multipliant par A les deux membres, jai
o=mn NAA,.

Comme, par hypothése, m n’est pas nul, cette condition
exige que le point A soit sur Ay A;. On en conclul faci-
lement que A est fonction linéaire de A, et A,. De
méme A’ est une fonction linéaire de A, et A..
2° Soit

AN=mi A+ my A,

\"=m| \{+ mj\s.
Je multiplie ces deux égalités membre a membre. 11
wicnt

\\V'=mAj . C. Q. F. D
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m est la valeur du déterminant

my my

’ ’
my  m

C’est ici que la notion de déterminant, telle que je I'ai
donnée ('), s'impose vraiment. Elle se présente comme
le rapport de deux volumes, de deux aires situées dans
le méme plan, de deux segments comptés sur la méme
droite.

27. Formes monomEs DE pLANS. — Considérons, par
cxemple, le produit de deux plans qui se coupent a,a5.
Pour qu'un autre produit 2 soit égal au premier, il
faut et il suffit que 'on ait (25 et 26)

| 2= my -+ mya,,

(1)

«( U —— mymy—mimg=1.

Les plans « ct 2’ sont donc deux plans pivotant d’une
facon arbitraire autour de lintersection des plans o,
et a,. Voila pour les positions. Pour les masses, soit O
un point commun aux quatre plans. Le plan «, par
exemple, est égal au produit OK du point O par un
couple déterminé K que j'appelle le couple du plan a.
Les égalités (1), écrites avec cette notation, contiennent
le point O en facteur. En supprimant ce facteur, on ob-
tient les égalités équivalentes (18, 4°)

| K=m K+ myK,,
{ K'=m|K;+ m,K,.

()

Ces dgalités subsistent si ’on imagine que les lettres K
représentent, non plus les couples eux-mémes, mais

(*) Nouvelles Annales, 3* série, L. X mai 18gy.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. NL. (Janvier 18¢».) 3
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leurs axes (16). Dés lors, on a (26)

Kh'= K, K,
ou bien (18, 4°)
OKK' = OK, K,.

Cette condition est suffisante, car la démonstration peut
étre remontée, toutes les propositions invoquées admet-
tant la réciproque. On arrive ainsi aux conclusions sui-

vantes :

1° Le produit de deux plans aa' représente leur
droite d’intersection. Le sens et la masse de cette droite
sont ceux de l'axe du couple KK’ formé par les axes
des couples des plans donnés.

2° Le produit de trois plans o' 4" représente leur
point commun avec une masse égale au volume du té-
traédre OKK'K" déterminé par les axes de leurs
couples.

D’aprées cela, la droite d'intersection de deux plans a
pour massc un volume multiplié par unc longucur. Le
point d’intersection de trois plans a pour masse le carré
d'un volume. Ils pourront donc se mettre respective-
ment sous les formes

ABCD.AB, (ABCD)2A.

Le produit d’un plan par une droite pourra se mettre,
dun facteur volume prés, sous la forme a.a'2". 11 repré-
sente leur intersection avec la masse qu’on sait calculer.
Le produit de quatre plans pourra étre regardé comme
le produit de deux droites aa’.a”2”. C’est le cube d’un
volume.

. 928. GROUPEMENT DES FACTEURS D UN PRODUIT.— Dans

un produit de points qui ne dépasse pas le quatrieme
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ordre, on peut grouper a volonté les facteurs et les
échanger en se conformant a la régle des signes. Il n’en
est pas de méme dans les produits d’ordre supérieur a
quatre. Les expressions ABCD.E, A.BCDE, ABC.DE
représentent des résultats trés diflérents. Cette remarque
s'applique, d’aprésle principe de dualité, a des produits
ou n’cntrent que des plans. Avee cetlte remarque, un
peu de réflexion permettra d’effectuer les transforma-
tions légitimes ct d’éviter les fautes de calcul. On sera,
d’ailleurs, toujours guidé par la Géométrie.

29. METHODE DE REDUCTION POURLF. CALCLL DES FORMES.
— Soit a réduire la forme f(A,B,...), ou A, B, ...
représentent des points. A chaque point A, je fais cor-
respondre un plan o (24). A f(A, B, ...) répond la
forme f(«,3, ...). Jetransforme celle-ci en fy (a4, By, ...).
A cette derniére forme correspond, dans la premiére
figure, la forme f, (A, B,,...). Celle-ci est égale a
JS(A, B, ..)(25).

Le choix de la correspondance rend le caleul plus ou
moins facile. Voici le systéme le plus avantageux (') :

Soit un tétraédre ABCD. A chaque sommet je fais
correspondre la face opposée, mais avec une masse telle
que le produit de ce sommet par cette face soit égal
a 1. Ainsi :

a A correspond a =(ABCD)-1BCD, tel que Aa=r,
4 B correspond  =(BACD)-'ACD, tel que BB =1,

Par I’application du n® 27, on constate que cette pro-
priété s'étend a tous les éléments du téiraédre : a
chaque élément du tétraédre pris dans la premiére fi-

(') Il joue un role fondamental dans Peaposition dc Grassmann,
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gure répond, dans la deuxi¢me, I’élément opposé du
tétracdre et avec une masse telle que le produit du pre-
mier élément par le second égale + 1. Ainsi :

a ABcorrespond a3 =(ABCD)-1CD, tel que ABxf =1,
a4 ABGceorrespond28y =(ABCD)-'D, tel que ABCafy =1,

La forme correspondante d’une forme~quclconque de
P'unc ou l'autre figure se calcule aisément par cette
regle.

Exemple. — Soit la forme ABC.AD. La forme cor-
respondante de la deuxiéme figure est

(ABCD)-1D (ADBG)-! BC = (ABCD)-2BCD.

Fn remontant 4 la premiére figure, on a (ABCD) A.
Par ce procédé, on peut oblenir un grand nombre de
formules qu’on trouvera dans Grassmann avec des dé-
monstrations plus pénibles. Il ne me parait pas utile de
s’en charger la mémoire. Le procédé s’applique aussi
a I'dtade des figures planes en remplacant le tétraédre
par un triangle. Plus généralement, il s’applique,
comme tout ce Mémoire, & un cspace 4 n dimensions.

30. Mon exposition a du étre limitée aux fondements
de la théorie. Elle suffit cependant pour faire voir, dans
I'ecuvre de Grassmann, une méthode de Géométrie i la
fois synthétique et analytique. Je I'ai montré, elle em-
brasse les déterminants, la Mécanique, les coordonnées
cartésiennes ct tétraédriques, le principe de dualité,
I'homographic et, par suite, les propriétés projectives
des figures; mais elle n’est tributaire d’aucune de ces
théories. Dans ce riche domaine, les applications sont
en nombre infini. On en trouve un grand nombre dans
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I’ceuvre de Grassmann et dans les travaux de MM. Cas-
pary et Peano. Je me réserve de revenir sur ce sujet.



