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SUR LE THÉORÈME DE Bl'DAÏ ET FOIIRIER;
PAU M. G. FOURET,

Examinateur d'admission à l'École Polytechnique.

1. Le cours d'Algèbre supérieure de Serret contient
une démonstration, déjà très simplifiée, du célèbre théo-
rème découvert à la fois par Ikidan et par Tourier ( 1 ) .
On peut cependant, comme nous allons le f'aii e voir, don-
ner à cette démonstration une forme encore plus simple,
(|ui nous semble ofï'rir quelque intérêt, tant en raison
du théorème lui-même que des conséquences auxquelles
il conduit. On sait, en effet, que le théorème de Des-
cartes s'en conclut immédiatement. On verra également
plus loin comment ou en fait découler très naturelle-
ment la règle de Newton, pour trouver une limite supé-
rieure des racines d'une équation et une règle toute
semblable, qui ne nous paraît pas connue, pour déter-
miner une limite inférieure de ces racines.

La valeur pédagogique, qu'acquiert ainsi le théo-
rème de Budan et Fourier, nous engage a trailer ce
sujet avec quelque développement.

2. THÉORÈME DE BUIUIV ETFOURIEK, —Etant donnée
une équation algébrique entière X = o, à une seule
inconnue .r, le nombre des racines réelles de cette
équation, comptées avec leur ordre de multiplicité,

( ' ) M. Ossian Bonnet en a donné, il y a plusieurs années , une
démonstrat ion toute différente, basée sur le théorème de Rolle
{Nouvelles Annales, i " s. n e , t. l l l , p. M<)) .



( 83 )
qui sont comprises entre a et $ > a, est égal, ou infé-
rieur d'un nombre pair j au nombre des variations que
perd la suite formée par X et ses dérivées successives}

lorsqu'on j fait consécutivement x = a et x = (3.

Les tondions algébriques entières, qui composent la
suite

(n V X', X", . . . , Y'"\

ni désignant le degré de X, ne peuvent changer de signe
qu'en s'annulanl. Celle suite ne peut donc perdre, ou
gagner de variations, que lorsque x passe par une valeur
annulant une on plusieurs des fonctions (i).

Soit a une racine, d'ordie de multiplicité/;, de X = o.
On peut toujours trouver un nombre positif/?, tel que
les fonctions X, X', . . . , X(/w~° ne s'annulent pas,
lorsque x varie de a — h à a et de a à a ~\- h. Alors, en
vertu d'un théorème bien connu sur la dérivée loga-
rithmique, la suite

(2) X, X', . . . , X(/'>

présenle p variations, pour les valeurs de JC comprises
entre a — // et a et p permanences, pour les valeurs de
x comprises entre a et a -\- h Donc, la suite (a) perd p
variationsf quand x passe, en croissant, par une ra-
cine, multiple d"ordre p, de X = o.

Soit maintenant b une racine, d'ordre de multiplicité
r/, de X(/' = o [[ ) . D'aptes la remarque précédente, la
suite

X »', X /i+1), . . . , Xf/'"r</)

perd q variations, lorsque x passe, en croissant, par la
valeur b. Par conséquent, lors même que l'intervalle

( l ) S e m H d i s t i n g u e d e u x c a s , a i m a n t q u e q e s t p a i r ou i m p a i r .

\ o l i e i t U s o i m o m e M l î e tu l r e l i e d i s t i n c t i o n m u t i l e .
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de X(//~'y »i \ffi) acquerrait une variation, lu milite

ne prut gagner aucune variation, quand x passe, en
croissant, par une racine, multiple d'ordre q, de

Cela posé, substituons y etfS > a à x dans lasuite ( i) ,
et désignons par va et *>p les nombres de variations résul-
tant de ces substitutions. Jl est clair que ra surpasse fp
d'autant d'unités au moins, qu'il y a, entre a et j3, de
racines de X = o, comptées avec leur ordre de multipli-
cité, puisque la suite (i) ne perd de \aiiations que
lorsque x passe en croissant par une racine de X = o,
et qu'elle en perd, dansée cas, autant qu'il \ a d'unités
dans l'ordre de multiplicité de la racine.

Pour compléter la démonstiation du théoième, sup-
posons, par exemple, que l'intervalle (a, J3) comprenne
un nombre impair de lacines de X = o, chacune d'elles
étant comptée avec son ordre de multiplicité. En subs-
tituant successivement a et j3a 7 dans X, on obtient des
résultats de signes diiléients, et, comme X{m) est une
constante, les nombres de vaiiations i'a et P'p sont de
parités différentes. Leur diïïéience est donc impaire, de
même que le nombre des racines comprises entre a et j3.

Le raisonnement et la conclusion sont les mêmes,
lorsqu'on suppose que l'inteivalle (a, [3) renferme un
nombre pair de racines de X = o.

3. Remarques. — i" La démonstration précédente,
en ce qui concerne X(rn\ s'appuie uniquement sur la
constance du signe de celte dérivée. On en conclut que
dans l'application du théorème de Budan etFourier, on
peut limiter la suite des déiivées à une dérivée qui,
même en s'annulant, ne change pas de signe, pour les
valeurs de xcompiises entre les nombres y et (3.
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Cette remarque permet d'étendre le théorème aux

équations transcendantes, sous certaines conditions de
continuité qu'il est superflu d'énoncer ici.

2° 11 peut arriver que les nombres substitués, a et J3,
annulent une ou plusieurs fonctions intermédiaires de
la suite (i). On doit, en pareil cas, dans l'application du
théorème, compter le nombre des variations de cette
suite, en faisant abstraction des zéros.

En effet, supposons d'abord que ce soit a <; (3 qui an-
nuleles fonctionsconséc utivesX (" ),X ( /HH),..., X(/H"?~1).
Prenons s positif et assez petit pour qu'aucun nombre
compris entre a et a + s n'annule quelqu'une des fonc-
tions (i). La substitution de a-h s à x dans Xfw),
X ( /HH), . . ., \(n+9~^ ne donnant lieu qu'à des perma-
nences, les variations de la suite (i), pour x = a-f- e,
sont en même nombre que pour , r==a, abstraction
faite des fonctions qui s'annulent. D'ailleurs, l'équa-
tion X = o n'a aucune racine entre a et a-f-e. On
doit donc, pour appliquer le théorème de Buda» et
Fourier, compter les variations de la suite (i) pour
x = a, sans avoir égard aux fonctions qui deviennent
nulles.

Supposons maintenant que ce soit jî qui annule X(">,
X ( w + i ) , . . . , X(/H~tf~°. Prenons r4 positif et assez petit
pour qu aucun nombre compris entre [3 — r4 et [3 n'an-
nule quelqu'une des fonctions (i) . La substitution de
x=°> — T, dans la suite X<"\ X("+", . . . , X("+?~f > n'y
produit que des variations. Il est bien clair alors que
le nombre des variations de la suite (i), pour x = jî, ne
peut être qu'au plus égal au nombre des variations ré-
sultant de la substitution de x = [3 —r4. On est donc
en droit, dans l'application du théorème de Budan et
Fourier, de compter les variations qui correspondent à
x — Jï, abstraction faite dos fonctions qui s'annulent.



i . Application du théorème de Budan et Fourier
aux équations ayant toutes leurs racines réelles. —
Remarquons d'abord que la suite (i) présente toujours
m variations, pour X —— oo, vint permanences, pour
#=-4-00. Donc, dans le cas où l'équation X = oa toutes
ses racines réelles, le nombre de ces racines est juste-
ment é^al à v * — y.». Il résulte de là nue, dans cette
hypothèse, le nombre des racines réelles comprises entre
a et [3 > a ne peut être inférieur et, par conséquent, est
égal au nombre <>a— i>p ; car, pour que le premier de
ces nombres lût inférieur au second, il faudrait, par
compensation, que v_m — ra fût inférieur au nombre
des racines réelles comprises entre — oo et a, ou rp— v+x>

inféiieur au nombre des racines réelles comprises entre
[3 et-f-oc, ce qui sciait contraire au théorème de Budan
et Fourier. Donc, quand une équation algébrique en-
tière X = o a toutes ses racines réelles, le fi ombre de
ces racines, comprises entre deux limites a et [3, est égal
à la différence des nombres de vaiiations que présente
la suite formée parX et ses dérivées successives, quand
on y substitue consécutivement a et [3.

o. Théorème de Descartes. — Le nombre des va-

riations de la suite (i), pour x = o, est égal au nombre

des variations du polynôme

= fi Q X " L —f- CI\ X ' n ~ l — . . . — O- m - *> & ~ ~*~ Ct X -4- Cl

supposé ordonné^ caries fonctions, qui composent la
suite, prennent alors respectivement les valeurs ann

arn_{, i . a . t f^ .o , . . . i . 2 . . . m.a0. D'ailleurs, la suite (i)
ne présente aucune \ariation pour x = -f- oo. Donc
d'après le théorème de Budan et Fouiier :

i° Le nombre des racines positives d'une équation
algébrique entière X = o est au plus égal au nombre
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des vaiiationsdu polj nome X ordonné, et la différence,
s'i/j en a une, est un nombre pair,

s&° Le nombre des racines positives d'une équation
algébrique entière X = o, qui a toutes ses racines
réelles, est égal au nombre des variations du po/j nome
X ordonné,

0. Limite supérieure des racines d'une équation. —
Rogle de Newton. — Soit / un nombre qui, substitué
i\ x dans la suite (i), n'y produit que des permanences.
Comme il en est de même pour la substitution de
x =z -+- oc, on peut affirmer, d'après le théorème de Bu-
dan et Fourier, que l'équation X = o n'a pas de racine
réelle comprise entre /e t + oo. Donc, tout nombre qui,
substitué à x dans le polynôme entier X et dans ses dé-
rivées successives, donne des îésultats de même signey

est une limite supérieure des racines de l'équation
X = o.

7. Limite inférieure des racines cVune équation. —
Soit k un nombre positif ou négatif, qui, substitué à x
dans la suite (î), y donne des résultats alternativement
positifs et négatifs. Comme il en est de même pour la
substitution de x = — oo, on est en droit d'en conclure,
d'après le théorème de Budan et Fourier, que l'équation
X = o n'a pas de racine réelle comprise entre —oo et
A". Donc, tout nombre qui, substitué à x dans le pol)-
fi ome entier X et dans ses dérivées successives, donne
des résultats alternativement positifs et négatifs, est
une limite inférieure des racines de l'équation X = o.

8. Il serait sans doute téméraire d'affirmer que celte
règle si simple, pour trouver une limite inférieure des
racines d'une équation, est nouvelle; et cependant, si
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elle est déjà connue, comment se fait-il qu'on ne la
trouve dans aucun des ouvrages classiques qui traitent
de la résolution des équations? Elle présente en etïet,
comme il est facile de le voir, les mêmes facilités d'ap-
plication et les mêmes avantages que la règle de Newton
donnant une limite supérieure des racines. Elle jouit
notamment de ces deux propriétés : i° de fournir une
limite inférieure, plus approchée de la plus petite racine
que toutes celles données par les autres méthodes con-
nues; 2° de permettre, dans le cas d'une équation ayant
toutes ses racines réelles, de déterminer un nombre aussi
peu inférieur que l'on veut à la plus petite racine.

Kien n'est plus aisé d'ailleurs que d'établir directe-
ment la règle en question de la manière suivante.

9. Soit k un nombre qui, substitué dans le polynôme
entier F( . r) et dans ses dérivées successives, donne des
résultats alternativement positifs et négatifs. Nous al-
lons montrer que F(JC) ne peut s'annuler pour aucun
nombre plus petit A — / i ( / * > o ) . On a, eu eiïet,

F(k-h)=F(k) — hF'(k)+ — F'(/c) . . .
i . 'i

D'une manière générale, FP(k) est du signe de F(Z)
ou d'un signe contraire, suivant que p est pair ou im-

pair, et le terme — - — *V (*) e s t précédé, dans le dé-

veloppement précédent, du signe -f- dans le premier cas,

du signe — dans le second. Donc F(Â — A), étant une

somme de ternies tous de même signe, ne peut être nul.


