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SUR LE THEOREME DE BUDAN ET FOURIER;
Par M. G. FOURET,

Examinateur d’admission a PEcole Polytechnique.

1. Le cours d’Algebre supéricure de Serret contient
une démonstration, déja trés simplifiée, du célebre théo-
réme découvert a la fois par Budan et par Lourier (V).
On peut cependant, comme nous allons le faire voir, don-
ner a cette démonstration une forme encore plus simple,
(ui nous semble ofltvir quelque intérét, tant en raison
du théoréme lui-méme que des conséquences auxquelles
il conduit. On sait, en effet, que le théoréme de Des-
cartes s’en conclut immédiatement. On verra également
plus loin comment on en fait découler trés naturclle-
ment la régle de Newton, pour trouver une limite supé-
reure des racines d’une équation et une régle toute
semblable, qui ne nous parait pas connue, pour déter-
miner une limite inférieure de ces racines.

La valenr pédagogique, qu’acquicrt ainsi le théo-
réme de Budan et Fourier, nous engage a traiter ce
sujet avee quelque développement.

2. Tutoreve ve Bunan ex Founter, — /tant donndée
une équation algébrique entiére X = o, @ une seule
inconnue x, le nombre des racines réelles de cette
équation, comptées avec lour ordre de multiplicité,

(') M. Ossian Bonnet en a donné, 1l v a plusieurs années, une
démonstration toute différente, basee sur le theoreme de Rolle

(Nouvelles .Annales, 1 ~ovie, tTHL po11g),
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qui sont comprises enire % et % > o, est égal, ou infoé-
rieur d’un nombre pair, aw nombre des variations que
perd lasuite formée par X et ses dérivées successives,

lorsqi’on y fait consécutivement x = ». et x = 3.

Les fonctions algébriques entiéres, qui composent la
suile

(" NoOX, X L, Uy

m désignant le degré de X, ne peuvent changer de signe
qu'en sannulant. Cette suite ne peut done perdre, ou
gaguer de variatious, que lorsque a passe par une valeur
annulant unce ou plusicurs des fonctions (1).

S0it @ unc racine, d’ordre de multiplicite p, de X =o.
On peut toujours trouver un nombre positif 2, tel que
les fonctions X, X/, ..., X9 ne s’annulent pas,
lorsque & varic de @ — ha a evde a i a+ h. Alors, en
vertu d’un théoréme bien connu sur la dérivée loga-
vithmigue, la suite

(2) X, X, ..., X

présente p variations, pour les valeurs de a comprises
entre a — h et a et p permanences, pour les valeurs de
x comprises entre a et a +h Done, la suite (2) perd p
variations, quand x passe, en croissant, par une ra-
cine, multiple d’ordre p, de X =o.

Soit maintenant b une racine, d'ovdre de multiplicité
¢, de X = o ('). D'apiés la remarque precédente, la
suite

X, XL, Ny
perd g variations, lorsque x passe, ¢n croi-sant, par la
valeur b. Par conségquent, Jors méme que Pintervalle

(') Serret istingue deux cas, sunvant que g €St pair ou 1mpair.
Notie ratsonnement tend cette distinction mutile.



(84)
de X1 a X% acquerrait une variation, la suite
X n—i)’ Xn“ A+t L, X nig

ne peut gagner aucune variation, (/u(znd x passe, en
croissant, par une racine, multiple d’ordre g, de
A =o.

Cela posé, substituons o et > 2 a x dans lasuite (1),
et désignons par vy et vg les nombres de variations résul-
tant de ces substitutions. 11 est clair que vy surpasse vg
d’autant d’unités au moins, qu'il v a, entre o et 3, de
racines de X = o, comptées avee leur ordre de multipli-
cité, puisque la suite (1) ne perd de vaiiations que
Jorsque x passe en croissant par une racine de X = o,
ctqu’elle en perd, dans ce cas, autant qu'il y a d'unités
dans Pordre de multiplicité de Ja racine.

Pour compléter la démonsuation du théoréme, sup-
posons, par exemple, que 'intervalle (2, ) comprenne
un nombre impair de 1acines de X = o, chacune d’elles
étant comptée avee son ordre de multiplicité. En subs-
Lituant successivement 2 et $a x dans X, on obtient des
résultats de signes diflérents, et, comme X" est une
constante, les nombres de variations v, ct vg sont de
parités différentes. Leur difléience est donc impaire, de
méme que le nombre des racines comprises entre a et p.

Le raisonnement et la conclusion sont les mémes,
lorsqu’on suppose que Pintervalle (2, 8) renferme un
nombre pair de racines de X = o.

3. Remarques. — 1° La démonstration précédente,
en ce qui concerne X', s’appuic uniquement sur la
constance du signe de cette dérivée. On c¢n conclut que
dans P'application du théoréme de Budan et Fourier, on
peut limiter la suite des déiivées a une dérivée qui,
méme en s'annulant, ne change pas de signe, pour les
valeurs de a comprises entre les nombres 7 et 8.
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Cette remarque permet d’étendre le théoreme aux
équations transcendantes, sous certaines conditions de
continuité qu’il est superflu d’énoncer ici.

2° 1l peut arriver que les nombres substitués, 2 et 3,
annulent une ou plusicurs fonctions intermédiaires de
la suite (1). On doit, en pareil cas, dans I'application du
théoréme, compter le nombre des variations de cette
suite, en faisant abstraction des zéros.

En cffet, supposons d’abord que ce soita << 3 qui an-
nuleles fonctions consécutives X® X n+1) | X (akg=1),
Prenous ¢ positif et assez petit pour qu’aucun nombre
compris entre a et 2 -+ & n’annule quelqu’une des fonc-
tions (1). La substitution de o -+4-¢ & x dans X®,
Xttt L, Xt#te=t) ne donmant lieu qu’a des perma-
nences, les variations de la suite (1), pour x =« + ¢,
sont en méme nombre que pour x = a, abstraction
faite des fonctions qui s’annulent. D’ailleurs, I'équa-
tion X == 0 n’a aucune racine entre « et o 4+¢. On
doit donc, pour appliquer le théoréme de Budan et
I'ourier, compter les variations de la suite (1) pour
x = a, sans avoir égard aux fonctions qui deviennent
nulles.

Supposons maintenant que ce soit 3 qui annule X®),
X)) X(ntg=1), Prenons 7 posilif et assez petit
pour qu'aueun nombre compris entre 3 —7 et § n’an-
nule quelqu’une des fonctions (1). La substitution de
=9 — 7 dans la suite X, X+ X(ukg=t) n’y
produit que des variations. Il est bien clair alors que
l¢ nombre des variations de la suite (1), pour x = 3, ne
prut étre qu'au plus égal au nombre des variations ré-
sultant de la substitution de o= 8 — 7. On est done
en droit, dans Papplication du théoréme de Budan ct
Fouricer, de compter les variations qui correspondent &

x =93, abstraction faite des fonctions qui s’annulent.
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k. dApplication du théoréme de Budan et [ourier
anr équations ayant toutes leurs racines réelles. —
Remarquons d'abord que la suite (1) présente toujours
m varialions, pour x==-— 0, el m Permancnces, pour
x=+». Done, dans le cas ou I'équation X = o a toutes
ses racines réelles, le nombre de ces racines est juste-
ment égal a v_, — v,. 1l résulte de Ti que, dans cette
hyvpothese, le nombre des racines réelles coniprises entre
a et B >> 2 ne peut etre infériear ety par conséquent, est
¢gal au nombre ¢y — vg; car, pour que le premier de
ces nombres fut inféricur au second, il faudrait, par
compensation, que ¢_, — v fut inféricur au nombre
desracines réelles comprises entre — oo el o, O g — vyy
inféricur au nombre des racines réclles comprises entre
B et + oc, cequi serait contrairve au théoreme de Budan
et Fourier. Done, quand une équation algebrigue en-
tiere X = o a loutes ses racines réelles, le nombre de
ces racines, comprises entre deux limites x ¢t "‘3, eslt c"gul
aladifférence des nombres de variations que présenle
la swite formée par X et ses dérivées successives, quand
on y substitue conscécutivement x el 3.

3. Théoréme de Descartes. — Le nombre des va-

riations de la suite (1), pour . = o, ¢st égal au nombre
des variations du polynome

\ — m m—1
XN=agxm +aram=1—, . — q,_,z-— Ay &+ @y,

supposé ordouné; car les fonctions, qui composent la
suitc, prennent alors rvspcc[iw‘mvnt les valeurs Qpyy
Amys ¥ 20lpzy e 1200 00y, Dailleurs, la suite (1)
ne présente ancune varialion pour x = 4 oo, Douc,
d’aprés le théoréme de Budan et Fourier :

1° Le nombre des racines positives d’une équation
algébrigue entiére X = o est au plus égal au nombre
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des variationsdu poly néme X ordonné, et la difjérence,
s’tly en a une, est un nombre pair.

2" Le nombre des racinces positives d’une €quation
algébrique entiére X = o, qui a toutes ses racines
réeelles, est égal aunombre des variations du polynome
X ordonné.

6. Limite supérieure des racines d’une équation. —
Regle de Newton. — Soit L un nombre qui, substitué
a x dans lasuite (1), 0’y produit que des permanences.
Comme il en est de méme pour la substitution de
x =+ o¢, on peut affirmer, d’aprés le théoréme de Bu-
dan ct Fourier, que I'équation X = o n’a pas de racine
véelle comprise entre /et + o0, Done, tout nombre qui,
substitué & x dans le polynome entier X et dans ses dé-
rivées successives, donne des 1ésultats de méme signe,
est une limite supérieure des racines de I’équation

X =o.

7. Limite inférieure des racines d’une équation. —
Soit & un nombre positif ou négalif, qui, substitué a x
dans la suite (1), y donne des résultats alternativement
positifs ct négatifs. Comme il en est de méme pour la
substitution de a = — o0, on est en droit d’cn conclure,
d’aprésle théoréme de Budan et Fourier, que I'équation
X == 0 n’a pas de racine réelle comprise entre — oo ct
k. Dounc, tout nombre qui, substitué & x dans le pol) -
nome entier X et dans ses dérivées successives, donne
des résuliats aliernativement positifs et negatifs, est

une limite inférieure des racines de l'équation X =o.

8. Il serait sans doute témérairve d’affirmer que cette
régle si simple, pour trouver une limite inférieure des

racines d’une équation, est nouvelle; et cependant, si
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elle est déja connue, comment se fait-il qu’on ne la
trouve dans ancun des ouvrages classiques qui traitent
de la résolution des équations? Elle présente en eflet,
comme il est facile de le voir, les mémes facilités d’ap-
plication etles mémes avantages que larégle de Newton
donnant une limite supérieure des racines. Elle jouit
notamment de ces deux propriétés : 1° de fournir une
linrite inférieure, plus approchée de la plus petite racine
que toutes celles données par les autres méthodes con-
nues; 2° de permettre, dans le cas d’une équation ayant
toutes sesracines réelles, de déterminer un nombre aussi
peu inférieur que I'on veut a la plus petite racine.

Rien n’est plus aisé d’ailleurs que d’établir directe-
ment la régle en question de la maniére suivante.

9. Soit k un nombre qui, substitué dans le polynome
entier F'(x) et dans ses dérivées successives, donne des
résultats alternativement positifs et négatifs. Nous al-
lons montrer que I'(x) ne peut s'annuler pour aucun

nombre plus petivk —h(h > o0). On a, cu eliet,

F(k—h)=V(k)— hF'(k)~+ #— F'(fky -...

) hr hm
=+ (— I)’ r)‘—-—l; l‘/’(/i) T L I——)——’n F”‘(k}.

D'une maniére générale, F2(1) est du signe de I' (k)
.o . . . .
ou d’un signe contraire, suivant que p est pair ou im-

. hr

sair, et le terme ———— Tp(k dcédé s dé
pair, terme —— " E'P(k) est précédé, dans le dé-
veloppement précédent, du signe + dans le premier cas,
du signe — dans le sccond. Done I'(h—1), étant unc

somme de termes tous de méme signe, ne peut étre nul.



