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SUR LE THEOREME GENERAL RELATIF A L'EXISTENCE
DES INTEGRALES DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

ORDINAIRES ;
Par M. G. PEANO,

Professeur a I'Université de Turin.

M. E. Picard, sous cc méme titre (Nouvelles An-
nales,"t. X, p. 197), prouve que, si 'on envisage le
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systéme des n équations du premier ordre,

du dw
a;zf,(z',u,v....,w). Cy g}=f,,(x,u,v,...,w),

ou les f sont des fonctions continues réelles de x,
u, ..., w, dans le voisinage de xy, wy, ..., w, et si de
plus on suppose que 'on puisse déterminer 1z quantités
positives A, B, ..., L, telles que

[flz,u, o' w)— (2, u,0, o, @) | < Afu'— u|

Bl —o|—. . Llw—w
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alors il existe des fonctions u, v, ..., w de x, conlinues
dans le voisinage de @y, satisfaisant aux équations dif-
férentielles, etse rédaisant respectivement, pour x = x,
a g, Voy + o -y Vo

Or, pour démontrer I'existence des intégrales, 'hy-
pothése (o) n’est pas nécessaire. En la faisant, on peut
déduire non seulement Vexistence des intégrales dont il
s’agit, mais aussi qu’elles sont uniques. J’ai prouvé cela
dans ma Note Démonstration de [intégrabilité des
équations différentielles ordinaires (Mathematische
Annalen, t. XXXVII, p. 182). La démonstration de la
premiére partie de ce que j'affirme est un peu longue;
la deuxiéme partic (la plus intéressante dans I'ensei-
gnement élémentaire) se prouve aisément.

En cffet, soient u, v, ... ctu/, ¢, ... deux systémes
de fonctions de x, définies aux euvirons de x = axy, sa-
tislaisant aux équations dillérentielles, et se réduisant
tous les deux a wg, ¢, ... pour & = xy. On aura

du
;{5 —:fi(xrllv"v-"y“’>‘ ce
du’
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d’ou 'on déduit

d(u'—
(8) _(de_").-_—_fl(:c,u',v',...)—f,(x,u,v,...).

Or, quelle que soit la fonction u de @, on a

dlul

dr

du
dx

.

En posantu’ — u, v/ — v, ... au lieu de v dans cette
inégalité, en vertu de (a) et de (B) ona
dlu—

M AW — w4+ Bl — o] L] —w],

(y)] dr

. M .,
Soit 1\; la plus grande des quantités A, B, ..., L; po-

sons X = |/ —u|+|¢ —¢|+... +]| W —w|. Som-
mons les inégalités (y); on a
N X
g) —— SMX.
Pour tirer X de cette inégalité, multiplions par
e Wr=ru (e facteur intégrant)

dX \
“Mr—xg) ( 20 MX )2
e <¢u MX) Zo,
d'ou

d
—_— —M(r—.r1,) <
4 (e X)<o.

Donc e™Mr= X qui s’annule pour x = o, et dont la
dérivée est So, scra, pour toute valeur de x > xy, né-
gative ou nulle

e=Mir-rX <o,

Mais e™Mx=o est positif, X est positif ou nul; donc
X = o, et chacune de ses parties |u'— w|, |v — v, ..
est aussi nulle, d’ou
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Ccla prouve qu’il y a un scul systéme de fonctions
qui satisfalt aux équalions données, et qui prend des
valeurs données pour la valeur fixée de la variable.



