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SUR UNE CLASSE PARTICLLIERE DE SERIES;
Pan M. M. D OCAGNE,

Fnooniou des Ponts et Chaussces.

\vant eu tout récemment 'occasion de revenir sur
I'étude des series réeurrentes dont j(' me suis lu'écédcm—
ment oceupé (1), pai remarqué dans la premiere de mes
\otes sur ce sujet certaine inadvertance qui fausse divers
résultats énoneds. Yespliquerai plus loin en quoi a
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consisté cette inadvertance. L’objet de la présente Note
est de rectifier sur ce point mon étude antéricure. La
matiére de cette Note doit étre substituée aux n®® 39
et 36 (§ X1V) de ma Zhéorie elémentaire des series
récurrentes ( Nouvelles Annales de Mathématiques,
3¢ séiie, to AL, p.o21 4 23).

1. Les séries quej’ai en vae répondent i la définition
suivante : chaque terme est lié a tous ceun qui le préce-
dent par la formule

(1) Uy= ayU,—+ ayU,—g+. v Ape Uy by,

gy Wpy ooy @y 3y Ay 1y +.. 6lant les termes successifs
d’une progression arithmétique de raison r.

Jai fait voir, & Pendroit cité, que les termes de cetle
série formaient une suite récurrente de la maniére sui-
vante

De Pexpression (1) de U, retranchons Pexpression
analogue de U, . Il vient

U,—U, y=alg— (U — oo Uy U
De méme

Upr— Uy =a«yUy o= 1 (Lpog+...+ L — Ly).
Par soustraction de ces deux derniéres égalités, on a

U,—2U, 1+ Ly =ayUpg—(ay— 1) Up-,
ou

(2) Up=(ap+2)Upg—(ctog+1—17) L,

Cest la formule (34) de ma premiére Note. L'inad-
vertance commise a I'endroit cilé a consisté a utiliser
cette formule & partir de n =2, alors qu’elle n’est en
réalité démonuiée et que de fait elle w'est vraie qu’a
partir de n = 3.

1l faut done, pour appliquer les formules que jai fait
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connaitre relativenent aus suites 1écurrentics, poser
’
U=, L,=1, L Up=U, . .

. . A "
(. est 1a snite des U, prise avee les termes initiaux Uy
et L, qui est récurrente.
La formule (1>) de ma premucie Note (1) donne dés

IU[\
U,= U, —tag+1—1)U 1ty

les a0 étant les termes de la suite létllllCll[CfOlldtlnl(’ll-
tale défimie par Pechddle de récurrence (») avec les

termes iniliaux
Ug= 0, =1

St Pon remplace U, U et Uy par leurs valenrs

priscs dans la premiere suite, on a
oy L= U L, o 1)t —(y—a,—rdy) 1)

I suflit ensuite, au moyen de la formule (8) de ma
premere Note, dexprimer w, et u,_, en fonction de
(ay-+2) et de (ay-=1—7) poumr avoir l'expression
exphate de U,

Mars nous lasserons de cote ces calculs pour re-
prendre avec les formules correctes qui viennent d’¢tre
ctabhiesia b atnde de Ta convergence et de la sommation

ll( S NCHIes (()Il\l(!( Lees

C) Yousdlles Annadcs 5 <one v T p v Corte formule se
troumve wonctas ¢ pour dos simtes 1ecuntentes i nres aordre quel-
conque dins 1o mane Mamonc (pSo) § o ctiblo depuis a formule
stnctisee puoun proce b beancoup plus cimple dans 11 sceonde des
Nt s aite s plus bt Ta notion de swate fondamentale, quc yar
cuvisicce poutr Lo pronnare fois dans mon Momonc de 1583, et la
tornul onguestion ont (e anttoduitcs pu bd- Lucas dans sa Theor e
desnombres cpooa It PO Cviler Toute contusion 1emargict
qua bondnt e Fucas oot tvennn des polos Jjoues dans mon VM-
morte pacbes D ottees o ot v
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2, Ayant écrit la série sous la forme
\
S:['U—l—l,—~[3- Uy+...
=V Uy Ul Ul
=01, -+ N,
nous n'aurons qu’a nous occuper de la séric S'. Cette
série est récurrente en vertu de la formule (2). Ellesera

convergente si les racines de son ¢quation géundratrice
4 I2— (g 9) 0 —( Ay~ 1—1r)=o0

ont un module inféricur & Vunité.

Si cette condition est remplie, on aura la somme §' de
la série par application de la formule (19) de ma pre-
miere Note, géndralisée par la formule (6) de la se-
conde (*). Ou obtient ainsi

oo _Utman—oly - Uy
I—(g— ) (dy==1—1")

— (g1, Lg=—(ai=—a,—ril,

- T "___-__If T -

=— L,

1l vient, par suite, pour la somme de la série pro-
posée
S = [)‘,—i— S =1 o lJn - 0.

De la ce curicux théoréme :

Lorsqu’une série de la forme considérce est conver-

gente, sa somme est nulle quels que soient Uy, a, et r.

(1) Nouvelles Annales, 3° série, L. I\, p. 97. Il est & remarquer
que ces deux formules concordent parfaitement, car il ne faut pas
perdre de vue que, la formule (19) de ma premicére Note ne faisant
connaitre que U, + U,— U, +..., il faut, pour retomber sur le cas
particulier de la formule (6) dc la scconde, ajouter U, au second
membre, ce qui donne

; U-+-6l, (—a)U+U
U, -+ y—(a—b) 1—(a+0b)
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Ce théortme est suscepuble d’une importante géné-
9 , . PN b ,
ralisation, que j'ai récemment communiquée al’Acadé-
mie des Sciences (') et dont la démonstration paraitra

proc hainement.

3. Voici un exemple qui aura 'avantage de nous
fournir une vérification du théoréme obtenu,
Pienons

Ly- 1. ry=—1I. 7 ——=1.

L échelle de réeurrence (2) est alors

{ )
‘u:l/ 17 vl on 3)
)
Son équation génératrice
ey —1—y
A pour racines
— . — 1=
= 5 ro— — 5
2 2

dont le module 5=\ 7 est inféricur a 1. La série est
done convergente et sa somme, d’aprés le théoréeme ci-
dessus démontré, doit étre nulle.

Pourle vérilier, remarquons que. si nous prenons les

trois formules

l/1 lu!_ "*'
U,
lr I“l// "‘—‘1~
[/

t _‘—lu - "5
2

et si nous les ajoutons membre a membre, apres avoir

multiplié la derniére par 4. nous avons

3.

() Comptes pondus t C\\, PoCqo



Ainsi les termes pris de 4 en 4 respeclivement i
partic de Uy, de Uy, de Uy et de U,, forment des pro-

gressions géométriques de 1a1son — 1. Or le calcul
direct donne
Uy =—1. U,—— 1, L,— o U, — 1t
Si done s est la somme de la progression géométrique
de premier terme — 1 et de raison — f.ona
< \
S—1, Y - —
’ i
I
p o2
. !
Mais
! i
§ = —_— = L
1 )
[
g

par suite
et la vérilication est faite.

4. Pour terminer cette Note, je donnerai une dé-
monstration nouvelle de la formule de sommation des
séries récurrentes que j'y ai employée.

Soit donc la série

S=ly—0;—1,— ..o 1, ... ad inf.

supposée convergente et telle que

(%) Un+p: ay n+p-1—+ @ L np=2 .o Uy U

La somme cherchée, étant évidemment une fonction
lindaire des p termes initiaux U,, Uy ..., U,y
pourra Louiours se mettie sous la forme

. U/,_l‘i—[)1Up—g—1‘])gljl;_g+...+ b,)—‘UQ'
(3) S= 0

Or, si nous représentons par S, la somme de Ia
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série lorsquion la fait commencer aa terme Uy, nous
avons
Sp=Uy~+Snn

ou, en vertu de la formule ((3),

‘./w/' 1‘*‘/'ll n-p ‘2":”7"‘* l)/‘”tli
L,

l-rl~[:"* /)1 ‘-lw NnoATT e T /I,.—.1 L n-1
T T T T >
b

=1 n--
, o
¢’est-a-dire

(o p - /'l)[/u-p—l
-r—(//[——/lg)l nep=2=" e /ll,, 1 — /)1,)l ne
Cette velation devant avoir liea, quel que soit 2, doit
étre identique a (2). Done

1 — by =y, Iy —by—= «y. RN bpa—by=a,_,
NN .
dou I'on tre

Dy — v — .

Oy =1 -=(dn— ay).

/',; = l-—(/(u«l—u.%-...'fu/, 1)

On n'a plas qu’a transpotter ces valeurs de by,
by oo, b, dans (9 pour avoir la formule que nous

avons ul)pliqm'-v plus haut.



