
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

M. D’OCAGNE
Sur une classe particulière de séries
Nouvelles annales de mathématiques 3e série, tome 11
(1892), p. 526-532
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1892_3_11__526_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1892, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1892_3_11__526_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SIR l \ E CLASSE IURTICILIERE DE SERIES;
PAR M. M. 1>OC\G\E,

ln_ , ( i i i<ui <k »* l'ont1» et G I W U K M O>.

\ \anl eu tout récemment l'occasion de revenir sur
l'étude des st-i ies rccurrciiLes dont je nie suis précédem-
nioiit (xeupé ( ' ), j\ii icnianjué dans la première de mes
Notes sur ce Mijel lerlaine inadvertance qui fausse divers
résultats énoncés. J'expliquerai plus loin en quoi a

s l/utd/c\ (te Uftthrmatif/ifes >' «ono. t, III. p.
p „i ,\,o)



( 5*7 )
( onsisté cette inadvertance. L'objet de la présente Note
est de rectifier sur ce point mon étude antérieure. La
matière de cette Note doit être substituée aux nl)S 35
et 36 (§XJV) de ma Théorie elementaire des series
récurrentes (Nouvelles Annales de Mathématiques,
\e séi ie, t. 111, p. 2i à 2,3).

1. Les séries que j'ai en vue répondent à la définition
suivante : chaque terme est lié à tous ceu\ qui le précè-
dent par la formule

(] ) Vn= rt,,U/t-1+ «i U/f_2-f-.. .-t- «„_2l i + ««-i l o-

a0, a^ . . . , an _,, an <, . . . étant les termes successifs
d'une progression arithmétique de raison /*.

J'ai (ait voir, à l'endroit cité, que les termes de cette
série formaient une suite récuirente de la manière sui-
\ante :

J)e l'expression (i) de l /n retranchons l'expression
analogue de Uft ,. 11 vient

J)e même

n-l

Par soustraction de ces deux dernières égalités, on a

ou

C'est la formule (34) de ma premièie Note. L'inad-
vertance commise à l'endroit cité a consisté a utiliser
cette formule à partir de n = 2, alors qu'elle n'est en
réalité déinontiée et que de fait elle n'est vraie qu'à
partir de n = 3.

II faut donc, pour appliquer les formules que j'ai fait



(onnaitie relativement au \ suites lécurrentes, poser

(, e«4 la suite des L' , prise avec les lermes initiaux tij,

et l ,, (jui est i éemiente .
La loi mule (i >) de ma preniièie ^Sote ( ' ) donne dès

lof s
[ n — L i ult — ( a{) -t- T — / ) L, u,i-\

h s // étant les termes de la suite létmienlQ fondant e n-

tale définie pai l 'eclulle de l é t u i u n c e (>) avec les

Ici mes initiaux
u ( ) = < > , i i [ — i

5i Ton iem[)la(e l7^, l ', et Uo par leurs \ a l eu i s

pi is< s d dis la piemiei e suite, on a

il suilit ensuite, au mo^en de la foi mule ( 8 ) de ma
])ieimei( Noie, d'expiimet un et un_{ en fonction de
(<t{)-hJ) et de (^ / 0 -4 - i—/) poui avoir l 'expression
e\ph< île d( [ n.

Mais nous laisseions de (Ole ces calculs pour l e -
piendie a\ec les loi mules corieetes qui viennent d 'et ie
ehihlies u i I < tnde de la <on\ eigene c et de \d sommation
«1( •> sei ies c onsid< i ces

( ) \ o i i \ i l f i \ l / w d f i s > M i n { I I I , p - [ r « n t f o i i n u k s e

h o u \ < . I I K I I I I M p o u i l i s M i i i i N i u u i u i i l i s h m M U - » d o i d i e q u c l -

<«>ii<|U( i l m s l i n u n u M u n o n c ( j> s o ) J i < i JI>1I t l L | » u i s l a f o r m u l e

<̂ ut i d i s , (. p u u n p u n t k l u d i i i o u p p l t i ^ - n i i | / i t ( S a n - 1 j m c o n d c ( i e ^

^ ' ' N < 1 I « s p l u s h u i t l a n o i i o n <k suite fondamentale, q u i j ' a i
I | I U M « " I H ) »« '«' l ' i t m i i K l o i n d a n s m o n M t i n o i u d i i S 8 3 , c l Ja

l o i n u l u u | i i i N ( i o n i i i i ! d i m l l o d u i U s p u i d L u c a s d a n s v i 7 7 < c o / « »

</« v n unhn s i p », II i * 111 p n u i ( \ i d i l o u l t ( o n n i s i o n î c m a i q i K i
( i 1 1 « • l " ' 1 ' ' i l < il» I I H J S { m i m m | ( s i , , | ( s ) o i i ( s d i U s m o n M f -

m > n . p n I, . | n u s if , ( i



2. Ayant écrit la série sous Ja forme

nous n'aurons qu'à nous occuper de la série S'. Cette
série est récurrente en vertu de Ja formule ( a). Elle sera
convergente si les racines de son équation génératrice

( 4 ) J'~ — ( " o - * - *>).r - r - ( « 7 U ^ - i — r ) ~ o

ont un module inférieur à Tunilé.
Si cette condition est remplie, on aura la somme S'de

la série par application de la formule (19) de ma pre-
mière TSote, généralisée par la formule (6) de la se-
conde (*). Ou oLlient ainsi

I ( ((Q — '> ) -+- U / o -»- I /" )

— ( a{) — 1 ) ((, l (, — ( a 5 -J- a 1 — /• ) l 0

— /•

= - r „ .
Il vient, par suite, pour la somme de la série pro-

posée
S = L 0 +S '= l ( ,— Lo - o.

De là ce curieux lliéorème :

Lorsqu'une série de la jorme considérée est conver-
gente, sa somme est nulle quels que soient Uo, a{) et r.

C1) Nouvelles Annales, 3e série, t. IX, p. 97. II est à remarquer
que ces deux formules concordent parfaitement, car il ne faut pas
perdre de vue que, la formule (19) de ma première Note ne faisant
connaître que U,H-U,—U3 + . . . , il faut, pour retomber sur le cas
particulier de la formule (6) de la seconde, ajouter Uo au second
membre, ce qui donne



O iliéoiènie est susceptible d'une importante géné-
ralisation, que j'ai récemment communiquée à l'Acadé-
mie des Sciences ( ' j et dont la démonstration paraîtra
pio( li.iinement.

!{. \ oici un exemple qui aura l'avanlage de nous
loiirnir une vérification du théorème obtenu,

Pienons

t „- r, ,/y — — i, / — — ;.

J/échelle de récurrence (2) est alors
l «•= l / i ~ l '\ l (// 3).

Son équation génératrice

ir 1 acines
— 1 — /

dont le module p = v ^ est inférieur à 1. La série est
donc cou vergen le et sa somme, d'après le théorème ei-
dtssus démontré, doi( être nulle.

l'ourle \éii(ier, remarcjuons que. si nous prenons les
trois formules

et si nous les ajoutons membre à membre, après avoir
multiplié la dernière par 4. nous avons

ï -



\insi les ternies pris de l\ eu 4 respectivement à
paitir de U f , de I \ , de L, et de IL,, forment des pro-
gressions géométriques de laison — { . Or le calcul
direct donne

T T i = — i , I 2 - — ' . l , - , . \ t - t .

Si donc s est la somme de la progression géométrique
de premier terme — i et de raison — -i, ou a

Mais

4
par suite

b —- r i - o

et la vérification est faite.

i . Pour terminer cette ^Note, je1 donnerai une dé-
monstration nouvelle de la formule de sommation des
séries récurrentes que j'y ai emplo)ée.

Soit donc la série

S = L o — ï i — l 2 — . . - t - l / / u . - - <"i J » f -

supposée convergente et telle que

( a ) U , , + / , = (fQl , ! - » - / , - i - f - Clx \ n+p-î^r-- • • — <tp-\ lln-

La somme cherchée, étant évidemment une fonction

linéaire des p termes initiaux U o , L ) , • • • , l p-i,

pourra toujours se mett ie sous la forme

Or, si nous représenlons par Sfi la somme de la
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série lorsqu'on la lait eomnieneer m Lernie U / o nous

avons
S,/ = l /*-r-N,-l

ou, en vertu de la formule ( |ï),

_ , l » • / ) ^ 1 ' / / - / » 1 - - • • • — ^ / > — 1 l //- 1
l - — ?

<'est-à-dire

„ - , , - 2 — . . . T - « b / t - l —

(lelle relation devant avoir lieu, quel que soit /z, doit
être identique à ( a ) . Doue

d ou Ton t ire

On n'a plus qu'à transpoiter ees valeurs de bu

'}i l*p dans ( ri> i pour avoir la (oriuule que nous
avons appli(|uée [)lu.s haut.


