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SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHEMATIQUES PROPOSEE
AU CONCOURS GENERAL EN 1892;

Par M. MARCHAND,

Professeur au lycée de Versailles.

Une quadrigue Q est circonscrite & un ellipsoide
donné F.

A étant le péle, par rapport a Uellipsoide, du plan P
de la courbe de contact des deux surfaces :

1° Démontrer qu’en genéralil y a trois quadiiques
Qi, Q2, Qs homofocales avec E et telles que les plans
polaires Py, Py, Py du point A par rapport aux sur-
Jaces Q,, Qa, Q, passent par le centre de .

2° Les plans Py, Py, Py sont les plans principaux de
Q; et les coniques C,, Cs, Cs, intersections des surfaces
(PyQ)): (P2Q.); (P3Qy), sont les focales de cette qua-
drigue. :

32 Les projections orthogonales des coniques C,, C,,
C; sur les plans principaux de E sont des coniques
homofocales. En particulier, on projettera sur le plan
principal contenant les axes majeur et moyen de
lellipsoide E. Chercher le licu des foyers des coniques
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projetées, (/u(m(] Q wvarie en restant circonscrite a F;
le plan P de la courbe de contact ne change pas.

I. Je m’appuicrai sur lcs théorémes de Chasles rela-
tils aux réseaux de quadriques.

Appelant S, 8., 8, trois quadriques données en coor-
donndes tangenticiles, je considérerai I'équation

(1) 1S 4725 —23S;=o.

dans laquelle 2y, 7., %, désignent trois paramétres arbi-

u ili r'es.

Turonimt voxpawieaian., — Dewe faisceaux d’un

méeéme reseait ont fOlliUlU'S une (]lt(l(ll'l‘l/lle cominune.

Comme pour un faisceau de coniques, cela revient a
dire que deux équations, telles que

(2) Ay Iy Ay b+ Ay hy = 0,

déterminent tonjours un systéme de valeurs uniques de
Nishs kg Le théoréme n’a pas de cas d’exception.

Je prends comme bases du réseau 1'cllipsoide E, le
cerele imaginaive par lequel passent toutes les sphéres G
et le point double AA.

Un premier faiseeau tangenticl est donné par le point
double A\ et la conique P déterminée daus E par le
plan polaive de . Unedes quadriques de ce faisceau est
la quadrique Q de Pénoncé et I'on a ainsi une des pro-
priétés sur lesquelles roulera toute la solution. Les qua-
driques et () enwrent symétriquement dans la question
proposce.

Prenant E et C comme bases d’un faisceau du réseau,
on obtient toutes les quadriques homofocales a E et, par
symétric, on aura toutes les quadriques homofocales a Q.

Soit F oune quadrique homofocale 4 F. Le faisccau
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défini par E' et AA est le faisceau des quadriques cir-
conscrites a E' le long de la courbe P’ déterminée par le
plan polaire de A par rapport a E'. Le faisceau des (ua-
driques homofocales & Q doit admettre, d’apres le théo-
réme fondamental, une quadrique Q' circonscrite a F/,
la courbe de contaet étant P'. La premiére et la deuxiéme
partic de I'énoncé ne sont que des conséquences immé-
diates de cette proposition.

Pour wute quadrique E', homofocale 4 E, le plan po-
laive relatif a A est aussi plan polaire pour unc qua-
drique Q" homofocale a Q. Or le plan polaire de A par
rapport & une quadrique homofocale a Q, c’est-a-dire
ayant méme centre que Q, ne peut passer par le centre
que si la quadrique se réduit a une courbe plane, auquel
cas la courbe de contact se réduit a 1a courbe elle-méme.
Or, dans le faisceau Q' des homofocales a Q, il n'y a
que trois coniques, les trois focales. Par syméurie, il y
aura trois quadriques homofocales a Q dont le plan po-
laire par rapport 4 A passera par le centre de E et ces
trois quadriques passeront par les trois focales de E.

La troisieme partie ne présente aucune dilliculté. On
sait que les cones de sommet A circonscrits 4 un faisceau
de surfaces homofocales sont homofocaux; le théoréme
s’applique évidemment aux cylindres circonscrits paral-
lelement a une direction donnée. Les sections droites
des cylindres circonscrits au faisceau des quadriques Q'
homofocales a Q (dont fait partie Cy,C,, C;) suivant unce
direction quelconque, sont des coniques homofocales.

Si, conformément a I'énoncé, on projette sur un plan
principal de E, on retombe sur le probléme du concours
général de 1889. En effet, on cherche le lieu des foyers
des contours apparents des surfaces Q inscrites a Ele
long de la conigue P. La conique P, étant située sur Iel-
lipsoide F, rencontre la section principale en deux
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points m et n pour lesquels le plan tangent est vertical.
Les points m et n appartiennent donc au contour appa-
vent ¢t alors on est ramené a chercher le lieu des
foyers des coniques tangentes a une conique donnée (la
section principale de E) en deux points donnés m et n.
Pai démonwé (Nouvelles Annales, juillet 1889) que le
licu était une strophoide, I'enveloppe des axes étant une
parabole dont la strophoide est podaire par rapport a un
point de la directrice.

La question est done résolue et il parait facile de
I’étendre de bien des maniéres. Je me bornerai a dé-

montrer les mémes résultats par le calcul.

11. Soient 2, 3,~ les coordonnées du point A,

72 2 g2
TL_:_—«——]:()
«@ b c

I'équation de Uellipsoide E. La quadrique Q aura pour

équation
/72 2 ~2
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Si A reste i distance finie , on fera 8 =1; s'il s'éloigne
al'infini, on fera 6 = o.

Je réduirai I'équation (1) par application des procé-
dés les plus élémentaires.

Le centre g, gy, 2, de Q est déterminé par
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Ecartant provisoirement le cas ou 6 = o qui donne évi-
demment x, =y, = z, = o, on a ces valcurs simples

B ;e P
3 k=

Py = e

a b

-2

2
) 5y = 1.‘)\
(4

() m=Z e

1

Je forme maintenant I’équation en s. J'écris

x oyt st . 0
A (; e+ ?> —pr—s(2?+ y2a 3%,

wr By 13
a b +_c_‘_,

j'égale i zéro les dérivées partielles

ct, substituant dans 'identité qui définit p, jobtiens
I’équation en s, sous la forme de Jacobi,

o2 Bﬁ «{2

AR )

\

(3)

el comme & n'y entre pas, cette formule s’applique, que
A soit 4 distance finie ou infinie.
Cette équation se Lransforme aisément. Multipliant

par %,
5 — a(h — as + as)
= T a(h—as)
et comme
az()—)\:as—}-as) _ aj . S 22 ,
a(\— as) a 2-a
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I'équation en s devient, en définitive,

2 2 ~r2

%” |
4 - ~
R A 7 X
t—= b—= c¢c— =
s s

o

— k=0

Cette équation s'applique encore si A esta linfini; si

I'on fait & la fois 3 = o, A = 0, ce qui correspond au cy-

lindre, les valeurs du centre sc préscnteraient sous la

forme 2, mais, I'équation (1) ne contenant pas de termes
(8]

du premier degré, le cylindre est rapporté a un de ses

centres, de sorte que sa forme réduite est

A N 2z B2 w2
' 2 ” 2 —_ —_— 0
Sai- v yr—1/) =o. A= = -y,
Y a b ¢
Vet s” ¢tant les racines de
2 2 r2
x f) ]
—— e - =0

3 A

oo — b — = ¢ — =

S S S

Revenant au cas général ou le centre est quc]conquo,

Lo A
les formules (2) permettent d’éerive, en posant = = 3,
s )
. ar, 8y 3
() - - - -
«—3 b—p c¢—p

— I =0.

Les racines de (3) sont évidemment les parametres 94,
220 25 des wois quadriques Q. Q2, Q; de 'énoncé. Les
termes du second degré de Péquation (1) deviendront

£ — }»2 i 52,

Ot s
ol
el R

Dans le cas géndral ot 8 n'est pas nul, il veste 4 trans-
. . .

porter Porigine au centre, Prenant les notations usuelles,

on sail que Ie nouveau terme constant sera

Dy=Cr—Cyy—C'5+D

—rr B3 v

Tw kT a kT ar A

_{‘3—7__) _2h—Ah)
A S
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La quadrique Q rapportée a ses axes a pour équation
1—- Kk
3 k

L
%
(3]

it

(6) -+ —=
1 2

=o,

O
-o

el

g1y 22y pg €lant les racines de Péguation (5).
La premicre et la deuxicme partie de I'énoncé résul-
tent de ce calcul.

Il est clair, en ellet, que si j’étais parti, non de K,
mais d’'une quadrique E homofocale a K

(i r? 32 32
Vi —+ = - s —1=0
) a — 37 b - ’ , b

le caleul précédent me donuerait pour la quadrigue
circonserite a E' le Jong de la courbe P’ déterminée par
le plan polaire de A

, r? 12 52 11—k
Q") , o —— + ; T —5— =0,
o= pr—p  pe—? K

-0

puisque dans Péquation (3) il faut remplacer a, b, ¢ par
a—oy b—2o/, ¢c— o et que cela revient a diminuer
toutes les racines de o'

La symétrie des surfaces E et Q apparait d'une ma-
niere trés nette. On a les deux faisceaux

2

x? 2 3

xr? 2 52 11—k
G A + k‘zo.
pr—p P2—p P30

Si I'on donne & p la méme valeur, on a deux surfaces
correspondantes circonscrites I'une a I'autre, de telle
maniére que A soit pole du plan de contact. Aux trois
surfaces Qy, Q2, Qs détermindes par les valeurs o, 0u,
¢s du paramétre, correspondent les trois focales C,, Ca,
Cs de Q, qui sont alorsles intersections de Qi Qa,y Qs

par les plans polaires P,, P,. P, relatifs au point A.
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Jarrive i la troisiéme partie. Les projections de Gy,
C,. Cy sur un plan quelconque sont homofocales. Cela
résulte de ce théoréeme bien connu, a démonstration
géométrique évidente, que les exlindres eirconserits pa-
rall¢lement & une direction donnée i des surfaces ho-
mofocales sont homofocaux. Une démonstration analy-
tique est, d'ailleurs, contenue dans les caleuls précédents.
Jai indiqué comment on formerait I'équation réduite du
evlindre cireonserit & F de sommet 2375 =0, et il
sufliva de remplacer «, boc par a —3, b —o, c—p
dans le résultat pour constater que les calindres circon-
serits aun surfaces homofocales a I sont homofocaux.

Pour obtenir le lieu du foyver de la projection sur le
plan des 35 je remarvque que les courbes que T'on pro-
jette ne sont autre chose que les sections des sarfaces

N y? 52
— e S —1 -0

« ’ [ ¢ — 2
par leur plan polaire velatif a A

x By 3
[,

a ) — 5 c—3

;

Fao coord ‘es tanzentielles. il s’aoi :

- coordonnées tangentielles, il s’agit de la section de
(el — 5012 ‘/»——_:>\3-~(r-—9;¢(~3~—])'l: )

par un plan de coordonnées

.
x 5 .
.

— ——y ——— —
«—3 b--3 ¢ —

3
b

L équation de Ta section plane qui est corrélative de celle
du cdne civconserit en coordonndes ponctuelles s’écrit

\ wlta — z - (h—szir—ie — laz—pe|

— .0 .
({(z-a.“,..x..u ."?‘/”1=0~
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Le point a U'inlini dans la direction Oz a pour équation

(8) o = o.

Les équations (7) et (8), prises ensemble, définissent
le cylindre vertical projetant la courbe. Si Pon fait
w = o dans Véquation (7), elle représentera une courbe
du plan des xy qui scra la projection cherchée. On est
donc¢ raniené a chercher le licu des foyers de

() plla=—+(h—zsrert—p2l—(ua+¢5--pp=—o.
Si, entre cette équation et
u.ry -+ (:)' —+ /l = 0.

j’élimine p, yaurai Péquation aux directions angulaires
des tangentes mendes du point ay

{ (@ —oru2- (b—2)02 —(ur - ¢112)
) .

100
( —lu(r—ary—¢(y) —3 P—o.

Cette équation doit étre vériliée pour u==1, ¢ =1 et
pour u =1, v =—1{ si &y est foyer. Cela revient a dire
que, si P'on fait u =1, v =1 dans I'équation (10), on
n’aura plus qu’a égaler séparément a zéro la partie réelle
et la partic imaginaire et éliminer o entre ces deux équa-
tions.

On a d’abord
wla —s —b s —(r+yi2]—{r—r1lv—3)P—o.

d’ou
—u(?—pr—a+=b)—(r—a2+(y —3)2=o0,
wry - (r—a)(y —B)=o.

L’équation du lieu est

( S (7‘24_“1/2-——0—('-,7)(7‘—‘1)(.)’ :3)
oy —ayf(x—2)2—(y—B)

]=o.

Les termes du quatriéme degré disparaissent et, si I'on
Ann. de Mathémat., 3° ~érie, t. \. (Décembre 18g2.) 36
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.o . .
transporte Porigine au point double 23, on a

[ir—2)—(y - 2Pp—a-+0bln)
— o)y —g)(et=3)=o.
Développant,
(S x 2= )= a3(wie- ) =2hTy =0,
= —ot—2—a—10

On a une cubique civealaire ayant a I"origine un point
double parlequel les deax tangentes sont rectangulaires.
Si Pon passe aux coordonnées polaires en posant
= L cost, 2= 1 (oS, 73 = — msind,
) IEOR R AN - meosty,

on obtient
ISRV YOR!

" \lll('?——(ul
Y m
Si Pon pose . =acLque 'on fasse tourner I'axe po-

Laive d’an angle facile & déterminer, on obtient I'équa-
tion connue de la strophowde oblique

asin(h— s

a0 —




