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SUR l . \ DISCUSSION ET LA CLASSIFICATION DES SURFACES
DU DEUXIÈME DEGRÉ;

P A R M. G I I . M É R A Y ,

Professeur à la Faculté des Sciences de Dijon.

1. Quoique cette question appartienne aux éléments,
qu'elle en soit même une des plus rebattues, sa solution
ne me paraît pas avoir atteint encore le dernier degré
de la perfection. Le procédé maintenant en faveur pour
la discussion comporte une décomposition du premier
membre de l'équation en carrés d'expressions linéaires
spéciales dont le mode de formation varie avec les cir-
constances et dont les rapports avec les coefficients sont
obscurs et sans intérêt; il faut ensuite étudier, à divers
points de vue, le système de ces expressions. C'est, en
somme, un instrument composite, d'occasion en quelque



sorte aussi, qui fonctionne sans régularité ni élégance.
Quant à la considération du centre qui joue toujours
le rôle principal dans la classification, elle est fort mal
liée à la nature intime de ces surfaces, car elle conduit
tantôt à en rapprocher de très dissemblables, comme le
cône et l'ellipsoïde, tantôt à en séparer d'autres, telles
que l'hyperboloide et leparaboloïde réglés, telles encore
que deux paires de plans, non parallèles dans Tune, pa-
iallèles dans l'autre, dont les propriétés générales sont
identiques.

Je vais essayer de traiter cette matière avec plus d'uni-
formité et de précision en assignant des fonctions dé-
terminées des coefficients, dont la nullité et les signes
indiquent immédiatement la variété de la surface cor-
respondante, en modiiîant aussi la classification dans
un sens qui semble la rendre plus nette et plus maté-
rielle.

PRÉLIMINAIRES SUR LES l ORMES QUADRATIQUES.

2. L'étude des formes d'un degré quelconque exige la
connaissance approfondie des propriétés de toutes celles
de degrés moindies et surtout des formes linéaires pour
lesquelles je renverrai quelquefois le lecteur (par un
numéro précédé de la lettre L.) à mon opuscule inti-
tulé ; Exposition nouvelle de la théorie des formes
linéaires et des déterminants ( ' ).

Le tvpe d'une forme quadratique de largeur /, c'est-
à-dire à / variables xiy x2j - • •, Xi, est

f(rux2, ...,.T/)=

(») Paris, Gauthier-\illar- et fils; 188',.



où chacun des indices i, j prend, indépendamment de

l'autre, les valeurs 1,2, . . . , / et où aij= aj^ désignent

j e s Z—! coefficients.
1.2

Quand tous les coefficients portant quelque indice su-
périeur à A < / sont = o, ou bien quand on fait

cette forme se réduit en fait à

(i,j = Ï , 2, . . . , X ) ,

forme en x1 , x2 , . . . , x\ de largeur ), seulement.
11 est très utile de considérer les coefficients a,-j

comme éléments de l'abaque carré symétrique ( L . 4 ) ,

que je nommerai l'abaque de 1 a forme (1). Il se confond
avec celui du système des / formes linéaires en x^
x-2 , » . . , xi que l'on obtient en prenant les demi-dérivées
premières de la forme quadratique (i) par rapport à ces
diverses variables respectivement.

3. En substituant aux variables xi7 x2, . • •, Xi dans
la forme (1) / formes linéaires aux L nouvelles variables
X,, X2, . . . , Xj , savoir :

i S««x"

respectivement, on obtient une nouvelle forme quadra-
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tique de largeur LenX, ,X 2 , . . ., X,

que Ton dit composée de la forme composante (i) et des
formes simples (3).

Le théorème qui suit fournit les relations les plus in-
téressantes entre les coefficients de toutes les formes
engagées dans cette opération.

L?abaque des déterminants mineurs d'ordre quel-
conque q de l'abaque

(4)

( A L , I , AL,2? • • . , A L , L ,

de la forme composée (4) (L. 49), peut être obtenu en
procédant comme il suit :

1. Quand L = /, on construira (sur un même mo-
dèle) les abaques [a]q, [M]^ des déterminants mineurs
d'ordre q de Vabaque (Q.) de la forme composante et
de Vabaque (alors carré),

.-., Mi.1},

. . . , Mi?1,

t/», M ^ , . . . , Mi!1,

du systèîne (3) des formes simples; on formera ensuite
Vabaque induit |[«]^X[M]7j du premier par le se-
cond, ligne à colonne (L.S), cela de manière que sa
[ième Ugne a{i pour éléments les résultats de Vinduction
des ire, 2e, . . ., liemc lignes de [a]qparla iième colonne
de [M]?; on formera enfui \ [a]q x [M]7J



abaque induit, ligne à colonne encore, de j [a]q X [M]q J
par le même second inducteur [M]?-

IL Quand L^>1, on agrandira d'abord Vabaque (i)
de la composante, deL — / lignes et d'autant de co-
lonnes , composées d'éléments tous nuls, Vabaque (o)
des formes simples, de h— / lignes quelconques, puis
on procédera comme ci-dessus (i).

III. Quand L <^ /, on opérera encore de la même ma-
nière, mais après avoir agrandi de l — L colonnes de
zéros l'abaque (5) des formes simples [et aussi de
l — L lignes et l — L colonnes semblables, l'abaque (4)
de la forme composée^.

I. i° Pour q = i, le point en question résulte immé-
diatement de la nature des expressions des coetiieients
de la forme composée au moyen de ceux de la compo-
sante et des formes simples que fournit le calcul direct
et de la définition de l'induction de deux abaques offrant
une dimension commune (L.5).

a0 D'où son exactitude pour toute valeur de 7, à cause
de la relation fondamentale existant entre les détermi-
nants mineurs d'un même ordre, de trois abaques dont
l'un a été engendré par l'induction des deux autres
(L.Ci).

II. Les choses se passent encore comme dans le cas
précédent, parce qu'il est évidemment permis de rem-
placer la composante par une forme quadratique de lar-
geur L où s'évanouit tout coefficient portant quelque
indice supérieur à / (2) et le système de /formes simples
(3) par celui des L formes linéaires obtenu en lui en
adjoignant L — / autres quelconques.

III. Les choses se passent encore de même, parce
(ju en fait on ne change pas les formes simples en ajou-
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tant à chacune d'elles les termes

o.Xi i + 1 -h o . X L + 2 + . . . + O.X/.

i . A cause du rôle important que jouent ainsi dans la
composition (et ailleurs encore) les déterminants mi-
neurs d'un même ordre q de l'abaque d'une forme qua-
dratique, il est commode de leur affecter une dénomi-
nation spéciale. Nous les nommerons les discriminants
de classe q de cette forme et nous en formerons, natu-
rellement par la pensée, un abaque carré symétrique
ayant pour dimension dans chaque sens le nombre

1.2...q

Ceux de classe i et leur abaque se confondent avec les
coefficients mêmes de la forme et avec ce que nous avons
appelé son abaque (2). La classe / en contient un seul
que nous dirons fondamental : c'est le déterminant
même de l'abaque de la forme.

Nous appellerons encore classe d'une forme quadra-
tique, la plus élevée de celles de ses discriminants où ils
ne s'évanouissent pas tous.

5. Parmi les conséquences variées de tout ce qui pré-
cède, nous noterons seulement les suivantes :

I. La classe de la forme composée ne peut surpasser
celle de la composante. Car tout discriminant de classe q
de la première étant une expression linéaire vt homo-
gène par rapport à quelques-uns de ceux de la seconde(3)
se réduit successivement à o quand tous ces derniers
s'évanouissent.

II. Les classes de ces deux formes sont égales quand
le système des formes simples (3) est réduit (L.9) :

i° En supposant d'abord L = /, il existe un système
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simple de L formes linéaires en x^ x2-> • • • > xi dont la
substitution à X, , X2, . . ., XL dans le système (3) con-
sidéré comme composant conduit au système linéaire

,-\-o.cr/(= Xi),

.-+• i .#•/(= a?/),

et dont, par suite, la substitution dans la forme compo-
sée régénère la composante. Inversement, donc la
forme (i) est composée de la forme composée (4)} sa
classe, qui ne peut être inférieure à celle de cette der-
nière (I), ne peut donc non plus la surpasser.

2° Le seul autre cas à considérer est celui où L >> /,
car le système de formes linéaires (3) étant supposé ré-
duit, on ne peut avoir L << /. Il se ramène immédiate-
ment au précédent, au moyen de l'artifice déjà employé
ci-dessus (3, II), qu'on emploiera toutefois en prenant
réduit, comme il est permis de le faire, le système total
de L formes linéaires constitué par les l formes don-
nées (3) et les L — / auxiliaires à leur adjoindre.

G. Pour que la forme (i) soit composée de quelque
composante quadratique de largeur l^l à discriminant
fondamental ?L o et de quelque système réduit de l
formes linéaires simples en xK, x^ . . . , a?/, il faut ainsi
(5, II) que sa classe soit égale au nombre l qui marque
évidemment celle de la composante. Nous allons prou-
\er maintenant que cette condition est suffisante.

L Si les l formes linéaires de largeur l> 1,
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constituent un système réduit et si 'f (xM x2, . . ., xi)
désignant une forme quelconque aux mêmes variables,
les déterminants de Vabaque à [ -f-1 lignes

do do do

(7)

identiquement nuls, cette forme <p est certai-
nement composée de formes linéaires simples (6) (*).

En supposant, pour fixer les idées, que xK, x2 , . . . , jrt

constituent un groupe del variables dont les coefficients
dans les formes (6) donnent un déterminant ^ o, on
peut résoudre, par rapport à ces variables, les équations
linéaires obtenues en égalant ces formes aux! nouvelles
variables f4, r2î • • • •> *i après y avoir fait les substitu-
tions

(8 ) <

X l+1, . . . , X/ désignant / — l autres nouvelles variables.
On obtient ainsi i formules du type

où, pour abréger, nous avons représenté par A le déter-
minant non nul en question, par A/7y ce qu'il devient
quand à sa ïième colonne ( i ^ l ) on substitue celle des

{») Uo théorème bien plus général est fondamental dans la théo-
rie des fonctions composées; mais sa démonstration repose sur des
principes étrangers aux éléments.
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coefficients de Xj{j > l) dans le système (6), par 8<'V>
son mineur complémentaire à l'élément a(/ \

Les substitutions (8), (9) faites maintenant dans la
forme s donneront une forme <ï> (ït,..., fi, Xt+i , . . . , X/)
aux / variables r n . . . , ri, Xi+i, . . . , X* pour laquelle il
vient immédiatement

r/<l> i f . rfo , </? K do__ _, £*?

formule où il faut faire ensuite les substitutions dont
il s'agit.

L'expression entre crochet, étant précisément le dé-
terminant des colonnes de rangs j , 1, 2, . . , 1 dans

l'abacjue (7), est nulle par hypothèse, -7^- aussi, par

conséquent} il en résulte que les coefficients des ternies
de 4> contenant l'une des variables Xi+i, . . . ; X/ à un
degré ^> o sont tous nuls et que cette fonction se réduit
ainsi à une forme f(r4, r 2 , . . . , î*i) aux l variables rM . . . ,
ï[ seulement. En y faisant la substitution inverse de celle
que nous venons d'exécuter, c'est-à-dire en y rempla-
çant ces l variables par les formes linéaires (6), on ré-
génère donc la forme cp, ce qu'il suffisait de prouver.

\\. Comme, par hypothèse, les déterminants mineurs
du système des / formes linéaires

/,1 Xy H-

s'é\anouissent tous au delà de l'ordre 1, mais non dans
( 01 01 tire lui-même, l de ces formes, les l premières pour
(i\cr les idées, constituent un système réduit (L.56),
vi si, dans l'abaque (7), on remplace les l dernières
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lignes par les coefficients de ces I formes et la première
par les demi-dérivëes de ƒ, on voit immédiatement que
ses déterminants sont tous identiquement nuls. Effecti-
vement, chacun de ces déterminants est une forme li-
néaire ayant pour coefficients soit des déterminants
nuls par eux-mêmes, soit certains discriminants de
classe l -H i , de la forme/; lesquels sont tous nuls par
hypothèse. On en conclut (I) que cette forme est bien
composée d'une certaine composante de largeur 1,
f(i*i, . . . , ?t), et des l premières formes linéaires (10).

Ici, cette composante est quadratique et sa classe est 1,
puisqu'elle ne peut surpasser ce nombre et que si elle
était moindre, celle de la forme composée ƒ serait aussi
inférieure à i, contrairement à l'hypothèse (o, I).

Comme la forme f est composée de ƒ et des formes
linéaires constituant les seconds membres des for-
mules (8), (9), ses coefficients pourront être calculés au
moyen des relations générales établies au 110 3.

On remarquera qu'ainsi une forme quadratique est
toujours composée de celles de ses demi-dé rivées qui
constituent un système réduit équivalent à celui de
toutes.

7. Pour plus de commodité, j'appellerai zéro de la
forme (1) tout système de valeurs des variables lui
donnant la valeur o et je le dirai simple s'il n'annule
pas toutes les dérivées premières de la forme, double
s'il les annule toutes.

En supposant réels, comme nous le ferons désormais,
les coefficients des formes dont nous parlerons, ainsi
que les valeurs attribuées aux variables, voici les pre-
mières observations à faire à ce sujet :

I. On trouve les zéros doubles réels de la forme (1)
en égalant à o toutes ses demi-dérivées premières et en
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cherchant les systèmes de solutions réelles des / équa-

tions linéaires et homogènes ainsi obtenues. Il y en a

donc un seul (lrl = x2 = . • = . r /=o) , une infinité

simpley double, triple, . . . , selon que la classe de cette

forme est l, l — i, / — 2, / — 3, . . . .

II. Quand la forme (1) possède un zéro simple réel,
elle en possède une infinité d'autres et, parmi les
systèmes de valeurs réelles des variables, il y en a né-
cessairement (/ui rendent sa valeur, les unes positive,
les autres négative.

En appelant

(11) a?;, *•;, . . . . . r j .

(12) rr'j, x\, x'j

deux systèmes quelconques de valeurs réelles des va-

riables, et t une indéterminée réelle et prenant

( \ \ t 2 x/ = x', -\- x'j t,

la forme (1) prend la valeur

(I{ ) P ( 0 = P'- ' + ^ P ' ^ / T PU,11/2,

où, pour abréger, nous avons posé

P>.'=ƒ(.!•'„:*•; r',),

Si le système (12) est un zéro simple, on a P11-* « = o
et l'expression (14) se réduit à

mais les coefficients des quantités (11) dans la seconde
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expression de P' n ne sont pas tous nuls et, pour les
valeurs de ces quantités, il existe une infinité de systèmes
ne réduisant pas P1 '11 à o. Pour chacun de ces systèmes,
les valeurs (i 3) des \ ariables constitueront donc un zéro
réel en prenant

/ = /„ = _ -|>lTll;

en outre, ce zéro sera simple, car il donne à —-, - les

valeurs
r /r /P* * ^/PiiJix

/ )

dont la somme des produits par x\, . . ., x] se réduit
à P1 n 7= o.

Il est évident, enfin, cjue pour /^ f0 l'expression (i5)
des valeurs correspondantes de notre forme prendra des
valeurs non nulles et de signes contraires.

Jil. Si P1- ', P ' ' ̂  ', valeurs de la forme correspon-
dant aux systèmes ( i J ), ( i 2) sont toutes deux 37̂  o vl de
signes contraires, celle-ci possède quelque zéro simple
réel.

Dans ce cas, en effet, on a certainement

( i G ; | > i . i p i i , n _ ( | > i , 11 ^2 - iK

et l'équation

du deuxième degré en t offre deux racines réelles^,
/2. Les formules (13) donneront donc deux zéros pour
la forme, en prenant t ^= tK ou = /2 et chacun de ceux-ci
est simple. Car si t = lt^ par exemple, fournissait un
zéro double, on arriverait facilement par le raisonne-
ment ci-dessus (II) aux relations

I p i . i _ / 1 J > i 11 ^ o .

'l P M I _ 4 . / j P J I . H = O.

Ann, de Mathemat . )c ^ci'ic, t. \ I . (Décembre 1S9) ) 34
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dont la coexistence entraînerait la nullité du premier

membre de l'inégalité (if>ï.

S. Pour1 / = i , la forme ( i) n'offre évidemment aucun

zéro simple. Mais pour / > i , et d'après ce qui précède,

elle m a une infinité de réels ou aucun, selon que,
parmi ses valeurs non nulles correspondant aux im-
leurs réelles des variables, il est possible ou non d'en
trouver qui soient désignes différents.

Les formes du premier genre sont dites indéfinies,
celles du second définies et, en outre, positives ou 7? -̂
aatives, selon nue le siçne invariable de leurs valeurs
non nulles est -\- ou —.

Le ibéorème qui fera l'objet du n° 10 permet d'opérer
la distinction; mais son énoncé exige une définition
qu'il nous faut donner auparavant.

i). Lue file (soii horizontale, soit verticale) de l'abaque
général des discriminants d'une même classe donnée, de
la forme quadratique (1), en renferme toujours un, mais
pas davantage, dansl'abaque particulierduquel se trouve
quelque diagonale exclusivement composée d'éléments
empruntés à la diagonale principale aiyiJ <72<2, . . . , a^i
de ral>aque(2) de cette forme. Et si, comme nous le
supposerons désormais, on s'est arrangé de manière que,
dans le développement d'un seul discriminant de cette
sorte, le produit des éléments de cette diagonale carac-
téristique soit précédé du signe -4-, il en sera évidemment
de même pour tout discriminant du même genre appar-
tenant à une autre iile de l'abaque général dont il s'agit.

Ces discriminants spéciaux doivent parfois être distin-
gués des autres et je les dirai principaux. Ceux de classe 1,
p.ir exemple, sont précisément <7K,, <7VJ, . . . , « / / élé-
ments principaux de Tabaque (2) qui, dans ƒ servent de
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coefficients aux carrés des variables; le discriminant
fondamental, seul existant dans la classe /, est, en fait,
principal, etc. On remarquera que Jes discriminants
principaux de classe q de la forme ƒ sont précisément
les discriminants fondamentaux des formes de largeur
commune q auxquelles la réduit l'attribution de la va-
leur' o à tous les groupes imaginables de / — q de ses
variables.

10. Pour que la forme (i) soit définie, il faut et il
suffit que tous ses discriminants principaux non nuls
soient positifs quand ils appartiennent aux classes
paires et d un même signe quelconque, quand ils ap-
partiennent aux classes impaires. En outre, elle est
positive ou négative, selon que ces derniers le sont tous
eux-mêmes.

I. Comme le changement des signes des coefficients
(Tune (orme négative la rend positive et multiplie chaque
discriminant par dt i, selon que sa classe est paire ou
impaire, il nous suftira de faire la démonstration pour les
formes positives seulement.

K. Si la f orme (1) est déjinie, toutes celles de lar-
geurs l— ï, /— ?. . . . , 2, i auxquelles la réduit l'at-
tribution de la valeur o à i, 2, . . . , /— 2, /— i va-
riables choisies à volonté, le son! aussi et, en même
temps qu'elle, positives ou négatives. C'est évident.

JII. En représentant par D Je discriminant fonda-
mental de Ja forme (i) et par A,,/, généralement, son
discriminant de classe / — i constituant le mineur com-
plémentaire à l'élément aij de son abaque, par



CM particulier, ses d isu iminants piincipaux de classe
/ _ _ , , nous aurons cette piopositiou piéparatoire :

Quand la foi nie ( i) est positive, l'un quelconque A, ,

des discriminants principaux (17) et 1) ne peuvent être

des quantités toutes deux -^ o et de signes contraire*.

Poui

/ , \ , 1 / > - \ , t — \ t ,

( el le Un me éei ite

1 <l\ i "7 1 dj
> '[ <h > ' th >' dï

prend elïec tivement la valeui

ciui doit être non négative.

J\ . Dans la même hj pot lie se, le dise/ i minant fonda-

mental 1") de la foi me considérée {1 ) est positif ou nul :

i° Soit d'abord une forme binaire, telle que

( 1 s • / ( 7 1 / > — (t 1 1 ? I - > <71 o r j 7 > -r- ^ T ^ / '

e t supposons-la positive.

bi l'un de ses discriminants de classe 1, aK^ par
exemple, est o. on a forcément ni{^> o, sans quoi la
iorme primaire /( 1, o i = <7, , x ; serait évidemment né -
gative (II"); on a donc I 3 ^ o , puisque ]) e t « K 1 ne peu-
MMH être de signes contraires t III 1

Si Ton à a{ , _ <-/, j — o, on a nécessairement aussi
n\ j = o, sans quoi la forme binaire considérée qui se
îeduit à 2<7} _ * , r2 serait évidemment indéfinie; il en
lesulu donc aussi 1) — a{ {a2 _> — a* , — o.

1 Admettant maintenant le point en question pour
toute loi me de laideur <^ /. nous prouverons ensuite que,
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.si dans la forme considérée (i) un seul des discrimi-
nants (17) A,j est nu!, on a aussi A, , = o, quel que
soif / , et, par suite,

n =- o.

Pour simplifier l'écriture prenons ï == 1 eL pour fixer
les idées supposons j = 1.

En multipliant par une nouvelle variable x les va-
riables xK, x2, on change la forme (1) en une autre éga-
lement quadratique aux / — 1 variables x, xd, x.t,
Xi et aux deux paramètres i ' h x*, dont l'abaque est

((( rf <7, x ) (i CI

(".,r2'i — ( ' , XJ a . <?,

(H dont le discriminant fondamenlal se réduit à

(90) A , , , . r 5 — ->\i 2 . ' ' 1 ^ 2 — V , , . r f ,

par une décomposition évidente de la première ligne et
de la première colonne de l'abaque ci-dessus (19).

Quels que soient les paramètres xiy j ; 2 , la nouvelle
forme en x , j " 3 , JT,, . . , Xi étant évidemment positive
comme la proposée {1 ), mais de largeur / — 1 seulement,
son discriminant fondamental est positif ou nul. En
d'autres termes, la forme binaire (20) en x2, oc{ est po-
sitive et, par suite, (i°) son propre discriminant

i V V 1 \ 2
- M , l - V 2 , 2 - v l - 2 — J M , 2 -

à cause de AUi = o, ne peut être négatif.
On a donc A , , 2 = o, et, de môme,

\ 1.1 = • V 1 2 — V l , 3 ~ - - - ~ ^ l . / = O >

d'où
D — a]A A u H - aU2 * i , 2 - ~ - • • ~~ ^ i . / A i , / — o .
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3 • ,V, uu contraire, A,, /z'oi£ />rt.y /m/, il est positif

en vertu do l'hypothèse, puisqu'il est le discriminant
fondamental de la forme f(x\,x2,.. . J ' u ^ , ^ , , . . .,.*"/)
(jui est positive (II) et de largeur/ —i seulement; I) est
donc positif aussi ou nul, puisqu'il ne peut être de signe
contraire à celui de A1T ( III).

4° iNotre lemme, établi directement pour / = y., sub-
siste donc pour toute valeur de /, puisque de là les rai-
sonnements ci-dessus (2°)* (3°) permettent de l'étendre
successivement aux cas où l'on a / = 3, 4? • • • •

V. Pour que la forme (1) soit positive, il faut que

chacun de ses discriminants principaux de toutes classes

soit une quantité positive ou nulle.

Car relui des discriminants de classe q qui ne contient

aucun des / — q éléments principaux de l 'abaque (2 )

portant les indices ( i , , i , ) , (12,1*2)? • • • , (ii-q,ii-q) est

fondamental pour la forme de largeur q à laquelle la

proposée se réduit quand on y fait x, -=xt = .. .=xt_ = 0

et qui est positive aussi (11 ), ( IV) .

\ i. La condition posée ci-dessus [\ ) est non seule-
ment nécessaire, mais encore suffisante.

INous allons eiléctivement prouver que si aucun dis-
criminant principal de la forme (1) nest négatif, elle
0 / positive :

i° Cela est vrai pour une forme binaire, telle
que (i(S).

Car, en appelant {x\, JL'2), (x"t,x"2) deux systèmes réels
quelconques de valeurs des variables, l'identité évidente

= l " ' i - r i r't •+• "i.s< .**; .ri -r- y, JT\ ) — a^x\ x\ ]«
-T-( a 1.1 "2.2 — a \,2 )( vi .r; — x'2 x\ y1



montre que les valeurs correspondantes de la foi nie ne
peuvent être de signes contraires, puisque le discrimi-
nant principal a{^a22— a] 2 est supposé non négatif.

Si, d'ailleurs, le coefficient a^{ n'est pas nul, il est
positif par hypothèse, f(x\, x[2) est > o pour x\ ^6 o,
j ^ — o et, par suite, J(x"nx'!2), ou bien f(xt, x2) ne
peut acquérir aucune valeur négative.

Si, au contraire, « u = o,on a forcément (i\,2= o,
sans quoi le discriminant piincipal a^i a22— "7 > serait
négatif, contrairement à l'hypothèse; )'{x^ jr2) se réduit
donc, quel que soit x^ à cr2^x'22 qui ne peut être une
quantité négative, puisque a22 est supposé ne pas en
être une.

-2° Le même théorème supposé établi pont foute forme
de largeur << / subsiste pour Informe (i ) de largeur I.

Cette forme prenant évidemment los mûmes valeurs
que la forme auxiliaire de l'alinéa IV7 (20) quand on y
attribue toutes les valeurs réelles possibles à ses /—1
variables JT, x3 , x 4 , . . ., Xi et à ses deux paramètres X\,
.r2, il suffit de prouver que cette dernière est toujours
positive et, pour cela, en vertu de l'hypothèse, puis-
qu'elle est de largeur /— 1 seulement, de constater que
ses discriminants principaux sont positifs ou nuls.

La chose est évidente pour ceux ne dépendant pas de
l'élément placé à l'intersection des deux premières files
de l'abaque (19), car tous sont des discriminants prin-
cipaux de la forme (1).

Quant au discriminant fondamental, il se réduit,
comme nous l'avons aperçu ci-dessus (IV, 20), à l'expres-
sion (20), forme binaire en x2, xh qui est nécessaire-
ment positive. Car ses discriminants principaux de pre-
mière classe A«,<, A2,2 sont positifs ou nuls, par hypo-
thèse, puisqu'ils sont pour la forme proposée (1) des
discriminants principaux de classe / — 1 , et celui de
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jntiit de Ia même propriété. Effectivement, les relations
generales entre les déterminants mineurs d'un même
abaque» earré permettent de l'écrire

ou le second facteur est le déterminant de l'abaque (9)
dépouillé de ses deux premières lignes et de ses deux
premières colonnes, c'est-à-dire un discriminant princi-
pal de classe /—s> d<' la forme fi), lequel est comme D
positif ou nul par bvpolhèse.

On raisonnerait de la même manière pour tout autre
discriminant principal de la forme auxiliaire dépendant
de l'élément placé à l'intersection des premières files de
l'abaque {iC))-

3° Le théorème en question est donc n ni pour toutes
les / aient s de /„puisque nous Taxons établi directe-
ment pour / = o u °)

II . Ou.nul un disniminant principal de classe q
d une forme définit' se trom e cire nul, nous avons con-
staté incidemment (10, IV, o°) qu'il en est de même
pour tous ceux non pi iin ipaux qui appartiennent à la
ligne et à la colonne de celui-ci dans l'abaque général
des discriminants de cette classe. Si donc, dans la
< lasse /y, tous les discriminants principaux d'une forme
'lefinie so/it nuls, les autres s'évanouissent fous aussi
< f In forme ne peut être que d'une classe inférieure à q.
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12. Les coordonnées homogènes d'un point de l'espace
sont, comme on le sait, quatre quantités quelconques,
mais non toutes = o

( i ) -t\ v, ~, /,

dont les rapports -> — , des trois premières à la der-
nière sont égaux respectivement à ses coordonnées pro-
prement dites relativement à trois axes rectilignes don-
nés quelconques. De cette manière, chaque point possède
une infinité de systèmes de coordonnées; pour un même
point, deux systèmes quelconques sont équivalents, en
ce sens que l'abaque (de dimensions 2, 4)* <l°1Jt i's f ° r '
ment les lignes, a des déterminants toujours nuls; mais
pour deux points distincts, les mêmes déterminants ne
le sont jamais à la fois.

Jnversement, à chaque système de valeurs non toutes
= o des quantités (1) (et à tous les systèmes équivalents)
correspond toujours un point de l'espace et un seul
ayant ces quantités pour coordonnées homogènes. Ceci
suppose toutefois que la quatrième / n'est pas nulle;
dans le cas contraire, et pour divers motifs inutiles à
rappeler ici, il y a avantage à feindre que le point cor-
respondant existe toujours, mais alors à Vinfini. Au
point de vue analytique les points à l'infini ne diffèrent
en rien d'essentiel

13. En coordonnées homogènes, toute surface algé-
hrique peut èlre représentée par une équation égalant
à o une forme quaternaire demèmr degre en .r, /) , r, /.
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et une ligne algébrique par deux équations simultanées
de celte sorte. Réciproquement, une pareille équation ou
deux, en système1, représentent toujours une surface ou
une ligne algébriques, sauf le cas où leurs solutions
réelles ne forment pas un domaine d'extension suffisante
et celui où elles ne donnent que des points à l'infini.

Par exemple, l'équation linéaire et homogène géné-
rale

<i r h y - c z -+- fit =- o

est celle des plans.
Ouand a = b = c: = o, d ̂ é. o, elle n a pas d'auties

solutions que des coordonnées du point à l'infini et
(Tailleurs de pareilles coordonnées les vérifient tou-
jours. Kn conséquence, les points à 1 infini sont consi-
dérés comme ayant pour lieu ce qu'on nomme le plan
de Vinfini et l'on regarde les points à l'infini d'une
figure (surface ou ligne) comme résultant de son inter-
section par ce plan fictif.

\ i. D'après cela eten conservant les notations classi-
ques, nous écrirons 1 équation générale des surfaces du
deuxième degré dites quadriques par abréviation

( > - > ƒ(•'•« y,zj)= o,

où
f{ x, \\ z, l)z= a,r2 -4- a'y* ~f- ci'zl

-(- i byz -h 'i b'z x — x b"'xy

-r- 2 (' X t -i- 'X C 'y t — 1 c" Z t

-4- flfr*

esl umi forme quadratique à coefficients réels non tous
= o, ayant pour abaque (2),

'*,
h\

h\

r

b ,

n\

6,

r'

b\

b,

a'\

e".

e,

c\

c",

d.
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Je ne ferai provisoirenrent aucune distinction entre

les points de la surface situés ou non à l'infini et je les
dirai simples ou doubles selon que les coordonnées
seront les éléments d'un zéro simple ou double de la
Jbr,i.e/(7).

15. L'existence de points doubles exerce une iniluence
majeure sur la configuration de la quadrique, comme le
montre le théorème dont voici l'énoncé :

Ont tous leurs points sur la sur/ace : i° toute droite
joignant un point quelconque à un point double;
2° tout plan joignant un point quelconque à deux
points doubles (distincts).

I. Les coordonnées des points de la droite qui joint
deux points distincts (x',y', z', / '), (V, y", z", t") sont
fournies indéfiniment par les formules

— x'V -î- X"A'\

t = t'h -r- t"Y,

où V, )/' désignent deux indéterminées, et le résultat de
leur substitution dans la forme ƒ est

(4) pi,ix'»-+- îPMai'+P1 1»1!)^,

les notations P1 '1, P 4 ' n , P H ' n conservant la significa-
tion que nous leur avons donnée au n° 7.

Si donc les deux points considérés appartiennent à la
surface, le premier à titre de point double, on a

v l t l = ^ ^ = = = P M = p = o
dx' dy'

et l'expression (4) est nulle quels que soient)/, //
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II. Même démonstration basée sui les formules

r — .r' À' H- rr/' — x"' À ',

j / = _/)/-}-. . . .

/ — /')/ ' — . . . .

fournissant les coordonnées de tous ies points du plan
qui déterminent les trois points non en ligne droite

. y , . 7 ' , s ' . f \ ( • • * • " . . • • ) , ( • ' • ' " • • • • ' •

H). Les coordonnées des points doubles de la qua-
dricjue (2) étant les systèmes de solutions non toutes
= o, des quatre équations linéaires et homogènes

1 df ,„ ,,
-' —- a .r -+- h Y -4- 0 z — cf — o,

•> dr
1 <U' ,
- - ; —ht — a y -\- h z -*- r ' — o

' fb
- —r- — h ,( — h y Y- HZ — c" f — o
'x dz

- - ; - — < ./• -r- c y — r c - - r// — o ,
, > dl

l'un ou l'autre des quatre cas suivants peut se pré-
senter.

1. La (juadrique (c est-à-dire la forme J) est de
première classe [ï).

Ces équations se réduisent h une seule et les points
doubles sont tous ceux du plan (réel) qu'elle représente
et qui appartient tout entier à la surface. Celle-ci se
réduit à ce plan double par lui-même, car la forme/'
peut être présentée comme le produit d'une constante

o ) par le carré d'une forme linéaire.

II. La (fnadrique est de deuxième classe.

L<\s équations < *> » se réduisent à deux distinctes ri
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les points doubles sont tous ceux de la droite (réelle)
(ju'elles représentent.

La surface comprenant tout plan mené par celte
droite double et par une autre quelconque de ses
points (15) se réduit à quelque assemblage de plans
passant par la droite double. Ces plans sont au nombre
de deux distincts (réels ou imaginaires conjugués)
parce que, F , , F2 désignant Jes premiers membres du
système (5) réduit à deux équations, on peut écrire

J = V, 1Ff-r- > \l 2FiF2-r- V2,Fj.

expression qui, h cause de

est décomposable en deux facteurs linéaires dont les dé-
terminants ne peuvent tous s'évanouir (G).

III. La quadrique est de troisième classe.

Les équations (5) se réduisent à trois distinctes don-
nant un seul point double (qui est toujours réel) et la
surface est un cône ayant ce j?oint pour sommet (géo-
métriquement un cylindre, quand le même point est à
l'infini) puisqu'elle contient entièrement toute droite
menée de lui'à un autre quelconque de ses points (15).

Le théorème du n° 6 permet de changer le premier
membre de l'équation de la surface en une forme com-
posée d'une composante quadratique terminée et des
premiers membres des équations de trois plans distincts
se coupant au sommet.

I \ . La quadrique est de quatrième classe.

Elle ne possède alors aucun point double et, comme
le premier membre de son équation ne peut résulter



de la composition d'aucune composante quadratique de
largeur <^ 4, elle ne peut affecter aucune des formes
précédentes.

17. Lue eonnexité très importante se présente encore
entre la distribution des points doubles et celle des
paires de iigures du premier degré qui sont harmoni-
quement conjuguées par rapport à la quadrique.

Si, par exemple, (ç,r4, £, 0), (H, II, Z, 0 ) sont les
coordonnées d'un point et d'un plan harmoniquement
< onjugués, c'est-à-dire pôle et plan polaire l'un à l'autre,
on <i les quatre relations

p!E = (i\ -r b" rt — b't -f- '*0,
ç\\ = b"l — a'r, — bX, — r 'O,

cZ =r b'\ -4- br, — ^"Ç-4-r"0.

p(-) — c\ -i- c'rk -+- c"^ -J- r/0,

(>ù o désigne une indéterminée =^o. On en conclut faci-
lement et* qui suit :

Le plan polaiie d'un point double est absolument
indéterminé.

Celui d'un point simple est déterminé et contient
fous les points doubles pouvant exister.

Dans une quadrique douée de points doubles, tout
plan qui n'en contient pas la totalité a pour pôle l'un
que/conque d'entre eux et chaque plan les contenant
tous a un pôle qui est indéterminé : i ° dans la première
classe, d'une manière absolue; >,° dans la deuxième,
sur un certain plan passant par la droite des points
doubles; 3° dans la troisième, sur une droite passant
par le point double unique.

Dans une quadrique dénuée de points doubles (qua-
trième classe), chaque pôle possède un pôle déterminé
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18. L'existence de points simples réels étant liée à la

possibilité d'un changement de signe pour la valeur de
la forme ƒ (8), les deux cas ci-après seront «à distinguer
à ce point de vue.

I. La forme f est définie. — La quadrique n'a aucun
point simple réel et se réduit géométriquement à l'en-
semble des points doubles réels qu'elle peut posséder.
On la dit imaginaire [sauf le cas où elle est formée
d'un plan double où il est toujours réel (16, I)] .

II. La forme f est indéfinie. — La quadrique offre
alors une infinité de points simples réels; elle est
réelle.

Quant aux moyens d'opérer la distinction, ils sont
fournis par le théorème du n" 10.

r,É]\ÉRATRICES RECTILICilVFS.

19. Pour trouver les droites qui peuvent être situées
tout entières sur la quadrique

il suffit de considérer deux points distincts indéterminés
de l'espace (jr\ y\ z\ l'), {oc^y, z, t) et d'exprimer que
tous ceux de la droite qui les joint appartiennent à la
surface.

En représentant par X1, . . . , X Jes vaJeurs des demi-
dérivées de ƒ en ces points et employant Jes formules (3)
du n° 15 (1), on obtient immédiatement les trois condi-
tions

(Ï ) f(x'.y',z', /') — o,
H) X'.r — Y y — 7J z •+• T'l = Xx'-^- YJ-'H- Zz'— T/ '= o,

Elles expriment, les extrêmes que les points en ques-
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lion doivent appaitenirà la surface, et la moyenne, que
( hacun d'eux doit être situé dans le plan tangent con-
stiuit en l'autre.

Kn considérant le premier point comme donné sur la
surface, le second restera indéterminé sur la ligne re-
présentée par les équations (3), (4), c'est-à-dire sur Fin-
terseclion de la surface par son plan tangent en

[ 7 . y' z' t )

t i ainsi < et te ligne est l ensemble des génératrices rec-
lilignes passant par le point qu on s est donné.

hi le point donné est double, on a

V = Y'=- Z = T ' = o

l'équation (3) est satisfaite d'elle-même et toute droite
/oignant ce point double a un autre //oint quelconque
de la s in face est une génératrice rectiligne, ce que
nous savions déjà ( lo) .

S'il est simple, ce que nous supposerons désormais,
1 une au moins des quantités X', V', Z', T' n'est pas
nulle el l'on a, par exemple,

l r ) > T ' o

La condition pour le point indéterminé de ne pas se
confondre avec le point donné ne s'opposera donc pas à
< e que nous l'assujettissions en outre à être situé dans
le plan

• (' > T = o

C e l l e cond i t i on a d d i t i o n n e l l e r é d u i t les é q u a t i o n s ( 3 ) ,
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et l'on ne peut avoir

y' ~ Z'y — z' x _ x'- _ x'y —y'x — (>,

car les équations (2), (3), écrites

X'x -h Y> -+- Z'J

donneraient

d'où, à cause de l'inégalité (5),

x' t — t'x — o,
puis, de même,

y't-t'y = z't-tz = o,

et, contrairement à notre convention expresse, le point
indéterminé coïnciderait avec le point donné.

En appelant p une inconnue auxiliaire, les trois équa-
tions simultanées

(8)

Z =

peuvent être substituées aux deux équations (7) et, après
développement, la question revient à trouver tous les
systèmes de valeurs de x9y, z, t, p, où les quatre pre-
mières ne sont pas toutes r= o qui vérifient le système,

/ ax-t-(b"-h zrp)y-h(br— y'p)z -f- et = o,

' (b" — z'p)x -h a'y -\-(b -h x'p)z -h c't = oy
1 'b'— y'p)x-\- (b—&fp)y-h a"z-t-c"l=o.

ex -h c'y -H e"z -h r/̂  — o,

L'élimination de #, JK? -r '- conduit à

| a b"-^z'p b'—y'p c

fr"—z'p a' b-r-x'p e'

; / / + ƒ p b — x p a c |

I r' c' c" d !
. ofe Mathémat., 3e sérient. XI. (Décembre i8y>.) 35
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équation en p ne contenant que des ternies de degrés
pairs, parce que le changement de p en —p laisse son
premier membre invariable et dont le degré effectif ne
peut surpasser 2, parce que son degré apparent est 3.

Le terme indépendant de p est D, discriminant fon-
damental de la forme/.

Pour calculer le terme en p2 nous remarquerons d'a-
bord qu'une transformation facile, combinée avec l'éga-
lité (•>.), ramène le premier membre de l'équation (10) à

! a b"'-f- z'p b' — y'p X' j
, ; b" -z? a b-^-x'p Y' j

b' -r- y' p b - x' p à Z'
X' Y' Z' o

•Nous remarquerons ensuite que le ternie en p2 dans
le développement de cette expression est le même que
dans celui de

Or,

!
1 -

1

1

en formant

0

- c'

y ?
X'

ce

z p

p 0

— •**'?
Y'

dernier,

—y?
x' p

0

Z'

il vient

X'
Y'

Z'

0

j Y ' - z'Z'y- p2 = — T'* p*,

à cause de la même condition (2 ) . L'équation cherchée
en p est donc simplement

( i l ) D — T'2p2=O.

Les racines portées successivement dans les équa-
tions (()) fourniront autant de systèmes surabondants,
mais possibles, d'équations linéaires à résoudre par rap-
port à j , r , z,t.

20. Quand on a D = o (t/uadrù/u^s de classes 1,
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2, 3 ), l'équation (i i) donne p = o à cause de l'inéga-

lité (5), les équations (9) se réduisent à celles des

points doubles et au point simple donné, quel qu'il

soit, la surface a pour seules génératrices rectilignes la

ou les droites le joignant aux points doubles.

21. Quand on a D ^ o (quadriques de quatrième

classe), la même équation a deux racines forcément

inégales dont l'emploi fournira au point donné et tou-

jours, quel qu'il soit, deux génératrices rectilignes

distinctes.

Si donc il s'agit d'une qnadrique de quatrième classe

et s'il est sous-entendu que le point donné est réel, on

ne pourra se trouver que dans l'un des deux cas sui-

vants :

I. D<<o. — Ces génératrices distinctes sont tou-

jours imaginaires.

II. D ̂ > o. — Elles sont toujours réelles.

22. Comme les équations (6), (8) sont linéaires et

homogènes en x, y, z^ £, il suffira, pour obtenir des

équaiions de la génératrice en (x1, y', z', t') qui corres-

pond à une racine déterminée p de l'équation (11), d'y

considérer x, y, z, t comme des coordonnées courantes

et d'en associer deux combinaisons satisfaites pour

x = x',j =/,
On remarquera les types

TY-X'T = 9T(/z-z'y),
Z' Y — Y'Z = p[Z'(-s'a? —a?'*) — Y V > —/*)h

et aussi l'équation (3) du plan tangent à la quadrique

en (xf,y,z',tf). On pourra y remplacer p par son

expression évidente _

ex' -^r c'y' -h c"z'-h dt
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POINTS S. U . N H M .

C2l]. Si, en coordonnées homogènes et au point de
vue exclusivement analytique, la distribution des points
à l'infini d'une surface est chose indifférente, elle n'en
donnera pas moins certains traits essentiels de sa confi-
guration géométrique.

L'intersection d'une quadrique quelconque

(\) f(x,y,z,t)--ax2-h-... — (II2 = o,

avec le plan à l'infini
/ — o,

se confond avec celle du même plan et de la quadrique
auxiliaire

— ƒ — ( '> c x -*- '} c' Y — 2 c" Z H- lit) t
= a x- --. . . — i byz -+-. . . — •i b"xy = o,

dont le premier membre a l'abaque bien plus simple

(t. b'\ b', o7

b", a', b, o,

b \ b, a'\ o.

et dont chaque classe ij, égale à celle de la forme ter-
naire ƒ («r, j) , z, o) d'abaque

h, b\ h,

b\ a\ />,
(i\ b, (/",

ne peut surpasser ni 3 ni celle de lajormef.
Si les coefficients (3) s'évanouissent tous, la forme £

est identiquement nulle, ce que nous exprimerons plus
commodément en disant qu'elle est de classe o.

Sinon elle n'est pas divisible par t et elle admet tou-
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jours le zéro double (o, o, o, t ^ o) qui n'est pas à l'in-
uni.

Il en résulte qu'alors la quadrique auxiliaire (2) ne
peut comprendre le plan de Vinfini comme partie inté-
grante et que le plan ou la droite de ses points dou-
bles ou son point double unique (selon les circon-
stances) ne peuvent être situés dans ce même plan.

Ces dernières observations sont indispensables à la
discussion de l'intersection dont il s'agit, qui doit être
subordonnée à la valeur de la (lasse q de la quadrique
proposée (T).

2i . Pour q = i, deux cas seulement sont possibles.
i] — o. — Le plan de l'infini appartient alors tout

entier à la quadrique auxiliaire et, par suite, à la pro-
posée. Comme celle-ci n'a d'autres points que ceu\ de
quelque plan double (16, I), elle se confond avec le
plan de Vinfini doublé par lui-même.

4| ===== £. — La quadrique auxiliaire est un plan double
non à l'infini (23). La proposée n'ayant ainsi qu'une
droite double sur le plan de l'infini est un plan double
non à l'infini.

25. Pour q = 2, on aura ces trois cas-ci.
1) = o. — Le plan de l'infini appartient encore à la

quadrique proposée et le surplus de celle-ci est un plan
[réel) non à Vinfini. Car elle se compose généralement
de deux plans distincts (16, IF) et ici l'un d'eux est l'in-
fini (partant réel).

i) = 1. — La quadrique proposée a la droite de ses
points doubles dans le plan de l'infini et se compose
ainsi de deux plans parallèles (distincts).

(\ = 2. — La quadrique auxiliaire, se composant de
deux plans distincts et non parallèles puisque la droite
de ses points doubles ne peut être à l'infini (23), coupe
le plan de l'infini suivant deux droites distinctes. La



( 5o6 )

proposée également se compose ainsi de deux plans
[distincts) non parallèles.

26. Pour 9 = 3, l'hypothèse i) = o doit être rejetée
parce qu'elle entraînerait q = \. et les cas suivants
peuvent seuls se présenter.

i] = i. — La quadrique auxiliaire étant un plan
double, qui ne peut être à l'infini, la proposée est cou-
pée par le plan de l'infini suivant une droite (réelle)
doublée par elle-même. Elle a, d'autre part, un point
double unique (16, 111) situé sur cette génératrice rec-
tiligne (20). Elle est donc un cône a\ant son sommet
dans le plan de l'infini, de plus tangent à ce plan, c'est-
à-dire un c) lindre tangent au plan de Vinfini.

i) _— 2. — La quadrique auxiliaire étant une paire de
plans distincts, non parallèles (23), la proposée possède
à l'infini deux génératrices rectilignes distinctes conte-
nant toujours son point double unique (20). C'est un
c) lindr e non tangent au plan de l'infini.

t] _= 3. — La quadrique auxiliaire a son point double
unique, non a l'infini (23) et coupe ainsi le plan de
l'infini suivant une conique ne comprenant aucune
droite; la proposée également : elle est donc un cône
pioprement dit, c'est-à-dire dont le sommet n'est pas à
l'infini.

27. Pour (j = 4, les hypothèses i] = o, (\ = i sont
n réalisables paiee qu'elles entraîneraient la première
<l -- i, la seconde q = >i comme on le constatera sans
peine. Il reste donc à examiner les suivantes :

(\ = 'X, — La quadrique auxiliaire étant une paire de
plaiib distincts, non parallèles, trace sur le plan de l'in-
fini deux droites distinctes aussi et ces dernières ont
d'ailleurs pour intersection mutuelle la trace (toujours
réelle) sur le plan de l'infini de la droite des points
doubles de la même quadrique auxiliaire. La proposée



est ainsi une surface (réelle) tangente au plan de
Vin fini au point où il est coupé par cette droite de
points doubles.

ij = 3. — La quadrique auxiliaire étant un cône pro-
prement dit coupe le plan de l'infini suivant une co-
nique ne contenant aucune droite. La proposée de
même; par suite, elle n'est pas tangente au plan de
Vin fini.

28. L'existence ou la non-existence de quelque autre,
leur distribution quand il y en a plus d'un, sont des
circonstances fort intéressantes en pratique, mais très
accessoires en théorie. La considération de ces points
comme pôles du plan de l'infini non situés eux-mêmes
à l infini lie étroitement les particularités qui les con-
cernent à la classe de la quadrique, ainsi qu'à la distri-
bution de ses points à l'infini. Pour en faire la discussion,
il suffit de combiner les indications données au n° 17 et
dans ceux qui précèdent celui-ci.

29. Il est évident que les points (simples) de la qua-
drique(i)} qui sont à l'infini, sont imaginaires ou réels,
selon que la forme auxiliaire % est définie ou indé-
finie.

CLASSIFICATION.

30. Chacune des propriétés particulières de la qua-
drique générale

r,s, /)=o,

dont l'existence a été reconnue possible dans les para-
graphes précédents, constitue un caractère simple ayant
pour criterium unique la nullité ou les signes de quel-
ques-unes des expressions que nous avons nommées les
discriminants de la forme f. Il suffit d'en former toutes
les combinaisons admissibles pour obtenir les caractères
composés distincts des espèces classiques.
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définie q :

3 , / e s t

4,/

indéfinie

définie .

indéfinie

définie..

(\ =

indéfinie, D est

> o q =

^ o Plan double à l'infini ^ ' ).
( i Plan double non à l'infini.

( J Paire de plans imaginaire* conjugués
1 / parallèles (M.

Paire de plans imaginaires conjugués
concourants ( 2 ) .

Paire de plans réels dont un seul <»*
à l'infini ( 3 ) .

i Paire de plans réels parallèles.
•>. Paire de plans réels concourant**.
2 Cylindre imaginaire.
3 Cône imaginaire (*).
i C\lindre parabolique.

définie Cylindre elliptique.
indéfinie... Cylindre hyperbolique.

3 Cône réel.
, Ellipsoïde imaginaire (*).
7. , Paraboloïde elliptique.

Ellipsoïde réel.
Jïyperboloïdc à deux nappes.

i Paraboloïde hyperbolique.
3 Ilyperboloïde à une nappe.

est 5o

3.4T e n
\ définie
) indéfinie. . .

(') L'équation ƒ = o ne représente rien (géométriquement parlant).
(a) L'équation ƒ = o ne représente qu'une droite.
(3) L'équation ƒ = o ne représente qu'un plan.
(') L'équation ƒ = o ne représente qu'un point.



C'est ce qui est réalisé dans le Tableau dichoto-
mique ci-contre; les caractères simples y sont indiqués
dans Tordre où décroît leur importance relativement à
la structure analytique de la forme ƒ. Nous appelons
toujours q, D la classe et le déterminant fondamental de
cettj forme, f[ la forme auxiliaire déQnie au n° 23 et f\
sa classe.


