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APPLICATION D'UNE METHODE D’EVALUATION DE LA SIMPLI-
CITE DES CONSTRUCTIONS A LA COMPARAISON DE
QUELQUES SOLUTIONS DU PROBLEME D'APOLLONIUS;

Par M. Emie LEMOINE.

Dans le numéro de juin 1892, page 227 de ce journal,
se trouve le commencement d’un trés intéressant article
de M. Maurice Fouché, surle célébre probléme &’ Apol-
lonius : Mener les cercles tangents a trois cercles
donnés. Je ne connais pas de question particuliére de
Géométrie élémentaire qui ait donné lien a tant de tra-
vaux, a tant de diverses et ingénieuses solutions. 1l n’y a
pour ainsi dire pas d’années ou quelque géomeétre n’ait
publié soit une solution nouvelle, soit des remarques
nouvelles, soit quelque démonstration nouvelle au sujet
du célébre probléme; et la mine n’est pas épuisée,
comme nous le montre M. Fouc/ié. Une monographie
compléte de la question serail trés intéressante a bien
des égards et je regrette de ne pouvoir I'entreprendre;
mais la solution de M. Fouché étant, je crois, neuve
comme construction ¢t comme marche générale, je pense
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intéresser les lecteurs des Nouvelles Annales,” tout
en ne la comparant qu’aux célébres solutions de Fiéte,
de Dobillier et Gergonne et a une solution trés élégante
de M. Mannheim, au moyen de laméthode d’évaluation
que j'ai appelée s Mesure de la Simplicité et del’ Exac-
titude, sous le titre général de : Art des constructions
géomdétriques.

L’exposé de cette théorie tenant en quelques lignes,
je vais la répéter ici.

Pour permeutre de comprendre completement le dé-
veloppement de la comparaison des solutions, je don-
nerai aussi, comme application de la théorie, le symbole
de toutes les constractions de détail gui entreront dans
la mise en ocnvre des quatre solutions que je vais exa-
miner.

Si I'on veut bien me suivre, on s’apercevra que
cette méthode, si simple dans son principe, exige eepen-
dant beaucoup d’attention, d'habitude et méme de sa-
gacité pour ¢tre employée convenablement.

TutoriE cENtrALE DE LA SivpriciTt ET bE L’ExacTiTuDE
DANS LIS CONSTRUCTIONS GLOMITRIQUES.
Avee une régle, Pon ne peut faire, au point de vue du
tracé, que deux opérations :

l()

FFaire passcr le bord de la reégle par un point.
Opération : (Ry).
2" Tracer la ligne qui suit le bord de la regle.
Opération : (R,).
Avee un compas
1" Mettre une pointe en un point placé.
Opération : (C,),
»" Mewre une pointe en un point indéterminé d’une
Hgnewacde.. ..o oL, Opération : (Csa).
3 Tracer le cerelen. oo Opération : (Cy).
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De sorte que toute construction géométrique, faite
avee larégle et Ie compas, sera ainsi représentée théori-
quement par le symbole :

Op. : (MR, + MR, + N, C, + N,Cy + N, Cy),

M,. M,, N, No, N, étant des nombres entiers.

Pour abréger l¢ langage, je conviens que O(R) ou
O( AB) signifiera : la circonlérence dont le centre est O
ct le rayon R ou AB.

Op. signilie : opération.

Vappelle coeflicient de simplicité, ou plus bricve-
ment Simplicité de la construction, le nombre

M; +~M, + N, + N, + Nj,

qui représente le nombre d’opérations élémentaires que
cetle construction a cx1gées.

Fappelle coeflicient d’exactitude ou Exactitude le
nombre M; + N, -+~ N,.

M,, Nj; représentent respectivement le nombre de
droites ct de circonférences tracées ().

(') Expliquer ici quell®est I'idée qui a guidé notre choix dans les
symboles, le but que poursuit cette représentation des constructions,
quclle est la raison qui nous a fait assimiler les dcux opérations
suivantes : mettre la pointe d’'un compas en un point placé, opération
que nous appelons C, ct l'opération manuellement diflérente de mettre
la pointe du compas en un point donn¢ B lorsque 'autre est maintenue
en A, ce qui arrive pour prendre entre les branches du compas la
longueur AB, ..., expliquer cela ct bien d’aulres questions qui pour-
raient venir & Pesprit du lecteur, nous entrainerait 4 des développe-
meats beaucoup trop longs el nous renvoyons a notre Mémoire
donné a PAssociation francaise pour Vavancement des Sciences, a
Oran, en 1888, et surtout celui que nous venons de présenter au
Congrés de PPau (septembre 18g2). Qu'il nous suffisc de prouver
P'utilité de notre méthode en en constatant un résultat : nous avons
montré, par son aide, que toutes (& trés pcu prés) les construc-
tions fondamentales données séculairement dans les ¢léments de
Géométric étaient trop compliquées: méme : mener par un point
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APPLICATIONS DE LA THEORIE RELATIVES AUX SOLUTIONS

1I.

HI.

IV.

V1.

VIIL

VIIL

IX.

COMPAREES DU PROBLEME D APOLLONIUS.
Tracer une droite quelconque.... Op. : (Ry).

Tracer une droite passant par un point place.

Op. : (R| +R2).

Tracer une droite passant par deux points
placés............... vovees Op i (2R +Ry).

Tracer un cercle de rayon et de centre quel-

conques.......... R ceviienes Opo (Gy).

Tracer un cercle de rayon quelconque dont
le centre est donné.......... Op. :(Ci+ G;).

Prendre une longueur donnée AB entre les
branches d'un compas. 11 faut mettre une pointe
en A, unc autreen B. . ... cevenees Opoi(2Gy).

Tracer un cercle de centre et de rayon donnés.

Op.: (3C,+GCy).

Porter sur une ligne donnée, & partir d’un
point placé de cette ligne, une longueur don-

NOE.ovvuuenn.. ceveenennes Op.:(3C,4Cy).

En un point donné A sur une droite AB mener
une droite AC qui fasse avec AB l’angle CAB
égal & un angle donné XOY.

Jewace O(R)A(R)..... Op.: (2Cy 4 2Cy);

Rest un rayon quelcouquc.

une paralléle @ une droite, el nous en avons donné d’autres (Con-
gres de Pau), Tes unes un peu plus simples, d’autres de moitié plus
simples.
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Je prends sur O(R) la corde de I'angle XOY et
je la reporte sur A(R), ete.. Op.: (3C,+Cy):
Je trace AC...... Op.:('zR.—i—Rz):
En tout : Op.: (2R, + Ro+ 5C,+3Cy).
Simplicité, 11; exactitude, 7351 droite et 3 cercles

a tracer.

X. Tracer un cercle passant par trois points
M, M/, M”,
Je trace trois cercles M(R), M'(R), M”(R),
R étant sulfisamment grand pour qu’ils se coupent
deux a deux..... e Op. : (3G, +3GCy).
Je trace deux de leurs interscctions deux a
deux; elles se coupent au centre K du cerele
cherché......... RN Op.: (4R, —2Ry).
Je trace le cercle K(KM). Op.: (2C, + Cy).
C’est le cercle demandé.
Symbole : Op. : (4R, + 2R, +5C, + 4C,).
Simplicité, 15 exactitude, g; 2 droites, 4 cercles.
X1 Mener une perpendiculaire au milicu d’unc
droite donnée.
Je trace avee un rayon suffisant G(R), C'(R).
Op.: (2Cy +2GCy).
Je trace Yintersection de ces deux cercles.
Op.: (2R + R,).
Fn tout : Op.: (2R, + Ry + 2CG, + 2Cy).
Simplicité, 7; exactitude, 43 1 droite, 2 cercles.
Xlbis. D'un point A extérieur a une droite T,
abaisser une perpendiculaire sur cette droite.
Je trace A(R), R étant assez grand, pour que
A(R) coupe T... o0t coees Opli(Cy 4= Cy).
A(R) coupe T en Bet C.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XL (Novembre 1892.) 32



XII.

(435 )

Je trace B(R), G(R) qui se coupent en A’ et
je trace AA'. Op.: (2R + R, + 2Cy + 2GCy).
En tout: Op. : (2R + R, +3C, +3GCy).
Simplicité, g3 exactitude, 5; 1 droite, 3 cercles.

Par un point O", mener une paralléle & une
droite O0'.
D’un point quelconque X je déeris un cercle
L(10") qui coupe OO" en O el en O'.
Op.: (G + Cy).
Je prends OO”. ... ... ceenen. Opai(2Gy).
et je trace O'(O0") qui coupe A(20”) (du méme
coté de OO que O") en A... Op.:(C, + C)).
Je trace O”A qui est la parallcle cherchée
Op.: (2R, +Ry).

obtenue par le symbole
()p. (v Ry — R, 4G+ 2Cy).

Simplicité, g; exactitude, 6; 1 droite ¢t 2 cer-
cles i tracer.

Remarquons que cette construction de la pa-
rallele menée par un point a une droite donnée
est un peu plus simple que la construction clas-
sique indiquée, depuis Fuclide, dans tous les
Traités de Géométrie, car celle-ci a pour sym-
bole

Op.: (2R, +Ro+35C, 4 3Gy).

Simplicité, 115 exactitude, 7; 1 droite et 3 cer-
cles atracer.

Et, pour ce probléme, ce n'est méme pas la
seule qui soit plus simple que la construction
séculaire des Traités de Géométrie.



X1

XIV.

(439 )
Tracer la tangente & un cercle donné A de
centre O en un de ses points M.
Je trace M(MO) qui coupe le cercle A en B.
Op. . (2(:. -+ C»;)
Je trace B(MO) qui coupe le cercle M(MO)

enCooonnniiii i, Op.: (Cy + Cy).
Je trace C(MO) qui coupe le cercle B(MO)
enD. ... ... il Op. : (Cy + Cy).
Jetrace MD............ Op.: (2R, +R,).

Op.: (2Ry + Ro + 4C, +3Cy).
Simplicité, 103 exactitude, 6; 1 droite, 3 cercles.
Cette solution est aussi un peu plus simple
que les solutions classiques.
Nous supposons toujours,dans cet article, que,
quand un cercle est donné, son centre est placé
sans avoir a le déterminer préalablement.

Mener d’un point I extérieur les deux tan-
gentes ¢ un cercle O.
Je trace un diamétre quelconque MO .
Op.: (R + R,).
Je prends OH et je décris M(OH), 1»(OH)
quise coupenten E...... Op. : (4Cy+ 2GCy).
Je prends EO et je décris H(EO) qui coupe la
circonférence O aux points de contact cherchés
AetAj...oooiiiil, Op.: (3C, +Cy).
Je trace HA, A, Hd..... Op.: (4R + 21,).

Op.: (3R +3Ro +7C, + 3Cy).

Simplicité, 12; exactitude, 12; 3 droites, 3 cer-
cles.

Remarquons encore que cette construction cst
plus simple que les constructions classiques : il
suffit d’en chercher les symboles pour le voir.
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Placer les centres de similitude o et ' de
dewx circonférences.

Soient A et B les centres des deux circonfé-
rences.

Je trace AB qui coupe la circonférence A en A’
et A", la circonférence B en B et B’, A" et B
¢tant pris entre les centres A et B.

Op.: (2R +Ry).

Sur la circonférence A je prends :
corde A'd/ = No"=A'A... Op.: (2C, + Gy).

Sur la circonférence B je prends :
corde B =B"B....... .. Op. (26 +Gy).
o' et @ étant pris du méme coté de AB.

Je wace #/ 3’ qui me donne w par son intersec-

tionavec AB........ . 00 Opo: (2R, +Ry).

Je trace 2" % qui me donne o' par son inter-
sectionavec AB. ... Ll Op.: (2R, + R,).

Op. : (4R 4+ 2Ry == 6C, + 3Cy).

Simplicité, 153 exactitude, 105 2 droites, 3 cer-
cles.

Solution graphiquement beaucoup plus simple
que les tracés classiques ; nous ne répéterons plus
cette remarque qui *s’applique a presque tous les
tracés que nous donnous ici.

Tracer les quatre axes de sinilitude des trois
circonférences O, O'. O".
Jetrace OO, O'07, 00", Op. : (6R, + 3R.,).
Par (", je ménc une paralléle a Q0.
Op.: 2Ry +Ro4-4C, + 2C,.
Je n'ai plus qu'd joindre les extrémités des
rayons paralléles ainsi obtenus dans les trois cir-
confévences O. O O" en tracaut 4 droites qui
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placent les 4 centres de similitude de O et de

0" de Oetdec O"....... . Op.: (8R,+ 41).

Ces 4 centres de similitude me permettent de

tracer immédiatement les 4 axes de similitude
Op. : (8R, + 4R.),

qui se trouvent tracés par le symbole
Op.: (24Ry + 12R.+ 4C, + 2 Cy).

Simplicité, 42 ; exactitude, 28; 12 droites, 2 cer-
cles.

Placer le centre radical de trois circonfc-
rences donndes A, B, C.
Je trace deux circonférences O et O/, qui
rencontrent les trois circonférences données.
Op. : (2Gy).
Par leur moyen jai les axes radicaux de B et A
et de B et C en tracant 8 droites.
Op. : (16R, + 8R.).

Ol)- H <16B| —+- 8R2+ 2C3>.

Simplicité, 26; exactitude, 163 8 droites, 2 cer-
cles.

Placer le péle p d’une droite T par rapport
& une circonférence A de centre A.

Dcux cas 4 examiner :

1° T coupe A en M et en N.

Je méne la tangente en M au cercle A.

Op.: (2R, + Ro+ 4C, + 3GC;).

Je trace N(NA) qui coupe en O le cercle

M(MA) déja tracé pour avoir la tangente en M.

OP. . <C| +C3).
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Je trace AO qui coupe la tangente en M au
pole cherché p........... Op.: (2R, +Ry).

Op. : (4R, + 2R+ 50, + 4GCy).
Simplicité, 155 exactitude, g ; 2 droites, 4 cercles.

2° T ne coupe pas le cercle A.

Cette solution s’applique m¢me si T coupe A,
pourvu que la distance de A & T' soit supéricure
4 lamoitié durayon de A.

De A j’abaisse sur T une perpendiculairedont
le pied est I et qui coupe A en K du méme coté
dua centre A que I,

Op.: (2Ri+Ry+ 3C, 4+ 3Cy).

Je déeris I°(1FA) qui coupe le cercle A en H.

Op.: (2C + Cy).

Je déeris H(HA) qui coupe AF en p.

Op. : (2C, + Cy).

p est le pole cherchés car les deux triangles
isosceles semblables AFLHL, Al p ont le coté AH
commun. Donc Kﬁlou le carré du rayon de A
égale Ap >< AF.

Op.: (2Ry + Ry +7C, + 5Cy).
Simplicité, 155 exactitude, g3 1 droite, 5 cercles.

Ces deux solutions constituent a elles deux

unce construction générale.

Probléme d'Apollonius.

Sovrvrion pe VikTE.

Je ne donnerai pas le développement de 1'énoncé de
cette solution si connue, qui consiste 4 ramener le pro-
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bléme a celui de la circonférence tangente i deux cir-
conférences et passant par un point, etc.

Soient A, B, C les centres des trois circonférences
ayant pour rayons R, R, R, nous ferons ’hypothése :
R, > R > R.. L’hypothése de I'égalité de deux ou des
trois rayons ameénerait des simplifications dans le sym-
bole général de la construction, mais nous n’examine-
rons, dans les quatre solutions que nous comparons,
que le cas général de l'inégalité des trois rayons, car
nous ne faisons nullement ici une discussion compléte
des solutions.

Je trace AB qui coupe la circonférence A en aet @', la
circonférence B en b ct b5 a et b étant les points les
plus rapprochés ................ Op. : (2R, +R,).

JeprendsRe. ... ... .0 e Op. : (Cy+C,).

Jereporte R, sur AB de part et d’autre de 8 en 3 et
B étant entre &’ et B.

Jereporte R, sur AB de part etd’autrede @’ en a.et o,
aétantentre @ et A ... ... .. Op. : (2C+ 2Gy).
Jappelle 2, et B3, les scconds points ou A(Aa) et
B(BB) coupent AB, points qui se trouvent placés quand
on a tracé les quatre cercles qui suivent.

Je trace A(Aa), A(Ao,), B(BB), B(BB,).

Op. : (6C, + 4GCy).

Je vais maintenant déterminer les centres des quatre
circonférences tangentes a A(A2), B(B{) et passant
en Cj pour cela, je place les centres de similitude
directe et inverse w et o' de ces deux circonférences
A(Aa), B(BB).

Op. : (4R + 2R+ 4Cy + 2Cy)
cn économisant le tracé de AB déja sur I'épure.

Jetrace Corovvvvvevnnannn, Op.: (2R, +R,).

Parmi les quatre solutions des circonférences tan-
gentes a B(BB), A(A2) et passant en G, deux coupe
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tont © C en un poiut €', les deux autres enun point €.

Or on sait que l'on a
w7, < 0wk =wlx ol ct wa < wp =l xwl";

done, si je fais I'angle w0z, C'=wC3,, je placerai € par :
Op. (2R + R,+6C,+3C,),
car je n'ai pas besoin de tracer C3, : il suffiv de décrire
les cercles C(CBy), 22(CE2) et de prendre sur 2, (C53,)
un are égal a celui qui est compris sur C(G32,) entre 2,
et la droite Co, cte.
Je place de méme C par :
Op. : (2R, +~ R+ 6C, 4 3C,).
Je trace maintenant les deux circonférences passant
par C ct (7 ct touchant B(B @) et les deux circonférences
passant par C et C” ct touchant B(Bp).
Pour cela, jedéeris unc circonférence quelconque pas-
sant par Cet G, mais coupant B(B3). Op.:(3C,+ 3 Cy).
Je trace Dintersection de cette circonférence et de
B(B2) droite qui coupe CC" env.. Op. : (2R, + Ry).
Je ménede v les deux tangentes & B(B ), mais comme
je n’ai besoin que de leurs points de contact P et P/ je
ne trace pas en réalité ces tangentes, et je n’ai pas &
tracer non plus un diamétre quelconque de B(BB), car
J¢ puis me servir d’un diamétre déja tracé : j’ai donc les
points de contact par: ......... Op.: (5C,+ 3C,).
Je trace la perpendiculaire au milicu de CC'.
Op.: 2R+ R4+ 2C, 4 2Cy).
Je trace BP, BP qui coupent cette perpendiculaire
aux points Oy, Oueevvvvvvniil Opo s (4R, + 2R,),
qui sont les centres des deux circonférences passant en
Get € cttangentes a B(B ). circonférences que je n’ai
pas besoin de tracer.

Jaurai les centres O,. O, des deux circonférences



( 465 )

tangentes & B(B2) et passant par C et €7 par le sym-
bole............ Op.: (8R4 iR, +11C,+75Cy),
en opérant de méme que pour avoir O ¢t O, ct en
remarquant que j'ai pu économiser un C, ¢t un Cy,
si )’ai tracé en méme temps sans déranger les branches
de mon compas la perpendiculaire au milien de CC’ et
la perpendiculaire au milien de CC.

11 nous faut maintenant placer aussi les quatre cen-
wes O}, O}, O, O des quatre circonférences passant
par C et tangentes a A(Ax,) et a B(BJ,); jeles aurai
par le symbole Op.: (24Ry +12R.+ 39C, + 23C;),
comme on peut le voir en récapitulant ce que nous
avons fait depuis que nous avons tracé les quatre cir-
conférences A (Ax), A( A=), B(BS), B(BZ).

Les centres Oy, Oy, ..., Oy, O, ..., O] des huit
circonférences cherchées sont donce placés; il nous reste
a tracer les circonférences elles-mémes.

Pour tracer celle dont le centre est Oy, je remarque
que OB ddja tracée pour placer O, coupe en Q la
circonférence donnée de centre B, et qu'en tracant
O0,(0,Q)evvveveiiniinie. Opot (2C+ Gy,
jaurai la circonférence cherchée.

Les sept autres seront de méme données par

Op. : (14C, +7Cy)

La construction totale que nous venons de faire se

résume par le symbole

Op. : (52R; + 26R. 4101 C,+Co+59Cy).

Remarquons que, dans la construction, j’ai dit que je
tracais A(Aa) et A(Aa,); je I'ai fait pour ne pas trop
interrompre 'exposé de la construction, mais ces cir-
conférences ne servent pas, je n'utilise que les points 2
et g, situés sur AB et préalablement marqués; je ne
dois done pas tracer ces circonférences et j'économise
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AINST e eeerannannannanaeeaa. Opo (1G4 20));
d’un autre coté, comme o, se trouvait placé par le tracé
de A(A2) je dois le placer. Jaurai de méme a placer
le point a, autre extrémité du diametre de A(Aa,), car
yaurai besoin de a), pour placer O}, O,, O}, O} comme
j’ai eubesoin de a, pour placer Oy, O,. Oy, Oy Je place
ces deux points par............... Op.: (Ci+ Cy).
Cette modification n’économise donc en réalité que
Op.: 3C,+Gy).
De sorte que la construction de Fiéte (faite aussi
¢économiquement que j’ai pu le faire par une recherche
systématique, ce qui ne veut pas dire qu’aucune sim-
plification possible ne m’a échappé ) est représentée par
le symbole

Op. : (2R, + 26R,+¢8C, + C, + 38Cy).

Simplicité, 234; exactitude, 1515 26 droites, 58 cer-
cles.

S()LITION ne GER(‘-OI\NE ET DE BOBILL]ER.

Soient A, B, C les trois circonférences données dont
Jappelle les cenures A, B, C.

Regle générale de la solution.

Je trace les quatre axes de similitude T, T,, Tp, T..

Je place le centre radical w des trois circonférences
données,

Je place les poles p, g, 75 pay qay Ta; -« - des quatre
axes de similitude par rapport aux circonférences A,
B, C. wp, wg, or coupent respectivement A aux points
actd, Ben betd', Cencetd, a, b, ¢ étant plus rap-
prochés de w respectivement que o', o/, ¢,

Les circonférences abe, @'b'¢’ sont tangentes aux
trois circonférences données.
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On aurait de méme les couples de circonférences

’ ’ ’
aubacay aybyc,, ..., en Lracant wp,, Way OFgy oo

Construction.

Je trace les quatre axes de similitude.

Op. : (24Ry+12R.+ {C, 4+ Cy).

Je place le centre radical o.

Op.: (16R, + S8Ry 4~ 2GCy).

Je cherche les douze poles p, g, r, ... des quatre
axes de similitude par rapport aux trois circonférences
données.

Pour trouver un péle, nous avons vu que, suivant les
positions de 'T' par rapport au cercle, il faut employer
deux constructions diflérentes dont les symboles sont :

Op- (4R 4 2R+ 5G, + 1Gy),
] ¢ ) (2“.—*—]@-&—7(1.—}—3(],).

Mais, comme ils sont équivalents, nous supposerons
sans inconvénient, pour évalucr le symbole de la con-
struction, que nous cmployons la seconde.

Les douze poles se trouveront donc par

Op. : (24R 4+ 12R,+ 84C, + 60Cy).

Je joins les douze poles au poinl w.

Op. : (24R4-12Ry).

Ce qui place les huit circonférences chacune par
leurs points de contact.

Pour en tracer une, jc joins le point A au point de
contact de cette circonférence sur la circonférence A ct
le point B au point de contact P de cette circonférence
avec la circonférence B.

J’ai ainsi son centre O, par deux droites.

Enfin je trace O,(0, P).

Les huit circonférences scront donc tracées par

Op. : (32R, +16R, 4+ 16G, + 8GCy).
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etle sj,mlw]c de la construction totale scia

Op. : (120R 4+ 6o R, =+ 104G, + 72Cy)

Simplicité, 350 exactitude, 2043 Go droites, 72 cer-
cles (1),

Sorurion nr M. Foucm.

Je me reporte dla fig. 2, p. 235 des Nouvelles An
nales, 1892, et je signale d’abord dans cette figure
deun erreurs de lettres :

1* La lettre IV qui est placée a coté de A" doit ttre
placée a la deusi¢me intersection du cercle MM'M" et
du cerele O,

»* L'intersection de la droite NQ ct du cercle O qui
est nuanquée N doit éire marquée N, .

Je vais faire Panalyse graphique de la construction
en supposant toujours que je veux tracer les huit cercles
tangenls aun trois cercles donnés; pour éviter des re-
dites jadopte sans les expliquer de nouveau les nota-
tions de M. Fouche.

Je trace les quatre axes de similitude; nous avons vu
qu'on les obtient par le symbole

Op. 1 (24 Ry +12R,+ 4C, +2Cy).

Je prends ensuite un point M arbitraire sur la cir-
conference O, ..., mais, puisqu'il est théoriquement
athitaire, je dois choisir le plus avantageux possible et

(") Nous pournions suivie de plus pies la construction en appe-
lantZ le nombre de positions de T pour lesquelles nous employons
la premicre methode de constiuction du pole ;12— I sera le nombre

de positions pour lesquelles nous employons la seconde et le symbol
sctait

Op K »l—120) R, (I—-—bo)l’-z—.—(mQ_g[)Cr,‘ (> =10)C ]

mats cotle specification nous samble mutile en gencial
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je prends pour M une intersection de la circonférence O
avee 007,
M sc trouve placé et jobtiens M’ en tracant MS”.
Op : (2R, +R,).

Je trace le cercle M M'M”.

Op. (4R + 2R, 4+ 5C, 4- 1Cy).

Je trace MN qui coupe OO" en 11, Op. : (2R, + R,).

Je cherche les points de contact des deux Langentes
HA,HA\, menées de H au cercle O. Op. : (76, +3C)).

Je les ai par ee symbole trés simple parce que :

1° Je n’ai pas besoin de mener le diamétre MO p de
la construction XIV, puisqu’il v a déja le diamétre MO
sur la figure.

2° Jen’ai pas besoin de tracer les tangentes 1A, HA,,
puisque je ne me servirai que des points de contact
A et A,

Je place les antihomologues A’ A", A, A de A et
de A, sur les deux auatres cercles en menant quatre
droites.. oo ... vereees Opo i (8R4 4RY).

Je trace OA, O'A’ qui s¢ coupent en w.

Op. : (1R, +2R,).

Je trace OA,, O'A/ qui sc coupent en o, .

Op. : (4R, +2R,).

Enfin je trace o (wA), v, (v Ay).

Op. : (4C,+2GC,),
qui sont la circonférence touchant extérieurement et la
circonférence touchant intérieurement les trois circon -
férences données.

Je vois que lout ce qui a été fait jusqu’au tracé de MN
inclus sert pour tracer les trois autres groupes de deux
circonférences qui compléterontla solution; je n'ai donc
(u’a répéter trois fois le symbole de ce (qui a été con-
struit aprés le tracé de MN, c’est-a-dire a répéler trois
fois...evevee.. Op.:(20R 4-10R, 411G 4-5C,),
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¢l ajouter cela au symbole des construc Lions.analysées
en détail jusqu'ici, pour avoir la construction totale
ainsi obtenue par le symbole

OP. . (IIQI{| -+ 56R_\+53C| + 26C3>.

Simplicité, 247; exactitude, 1655 56 droites, 26 cer-
cles.

Sorurion pE M. Mannarn.

Cette solution se trouve dans ce Journal, 1885,
p- 108.

Soient O, Oy, O, les trois circonférences; o, 0y, 04
leurs centres. Je méne par o, 04, 0, lrois rayons pa-
ralléles et de meéme sens.

Soit « un point quelconque de O.

Au moyen de rayons paralléles, je construis sur 0O,
et O, a,, a, antihomologues de a et @, antihomologue
de a, sur O,.

Au moyen d’un autre point quelconque o sur O je
construis 2., 2, analogucs i a,, a).

Les droites aya),, al, se coupent en K, a,a,, a2,
en N

La droite KK’ coupe O, en deux points M,, M} qui
sont les points de contact de O, avec deux des circonfé-
rences demandées.

Ces circonférences touchent O et O, en des points
qui sont les antihomologues de M, et de M.

Pour construire les trois autres couples de deux solu-
tions, il faudra mener par o, oy, 0, des rayons paral-
I¢les, mais non plus de méme sens.

Je désignerai par + le sens adopté pour obtenir M,
et M, et par — le sens opposé; nous prendrons pour
les trois autres couples, les trois combinaisons de sens



(470)
déterminées par le Tableau suivant :

Sens des rayons mends...... Par 0. Paro,. Paro,.

Pour un des trois couples... — — -
Pour le deuxiéme ........ .. — - -+
Pour le troisi¢me . ......... -+ — -

Construction.

Tracons 00, qui coupe O en o, a et O, cn a,, ;.

Ces quatre points se succédant sur oo, dans 'ordre
Gy Ay @iy Opveanennn ceeeevenees Opos (2R 4+ Ry).

Puisque les points indiqués a et « dans I'énoncé de
la solution sont quelconques sur O, je prendrai pour
ces points ceux que nous venons de nommer ainsi
sur 00;.

Je méne par 0, une paralléle & 0o, qui coupe O, en
A et B, les points A, o0,, B se trouvant placés de facon
que Ao,B donne le sens +.

Op. : 2R+ Ry+ 4Cy + 2Cy).

En suivant la solution indiquée, on verra que les
huit points de contact se trouveront placés sur O, en
opérant ainsi.

Tracer les huit droites qui joignent les quatre points
a, @y, ay apa AetaB.o....... Op.: (16R, + 8R»).

Pour avoir chaque couple de points de contact il faut
cencore mener cing droites, en tout vingt droites.

Op. : (40R;+ 20R.).

Tracons maintenant les huit circonférences, d’abord
celle qui touche O, en M,; pour trouver le point M, ou
elle touche Oy, je joindrai M, au centre de similitude
convenable de O, et de O,, lequel est déja placé sur
I’épure par les droites menées de @, et o, a A et a B, et
je tracerai O, M., O, M, qui se couperont au centre du
cercle A tracer. Je tracerai ce cercle.



((472)
Les huit cercles seront done tracés par
Op. : (48R - 24R.+ 160G -1- 8C))

¢t la construction totale aura pour symbole
Op. : (108R, + 4R, + 20C, +10Cy).

Simplicité, 192; exactitude, 1285 54 droites, 10 cercles.

Resuwr.
La solution de Victe donne comme symbole
Op. : (H2R, 4+ 26 R+ 98 C, 4 G+ 38(,).
Simplicité, 234; exactitude, 1513 26 droites, 58 cercles.
Celle de Bobillier cv Gergonne :

Op.

12

21 Ry 4+ 6oRe+104C — 72.Gy).
Simplicité, 3365 exactitude, 224 ; Go droites, 72 cercles.
Celle de M. Maurice Fouclié :
Op.: (112R, 2= 56 R, + 33C, + 26C,).
Simplicité, 2475 exactitude, 1655 56 droites, 26 cercles.
Celle de M. Mannheim :
Op. : (108 Ry -+ 5{Ru+ 20C, 4 10Cy).
Simplicité, 1925 exactitude, 1283 34 droites, 10 cercles.
La moins bonue pour la construction est donc la
célebre et didactiquenient élégante solution de Bobil-
lier et Gergonne; son coeflicient de simplicité, c’est-
a-dire le nombre d’opérations élémentaires quelle
evige, est 356, Cela surprendra certainement au pre-

micr moment beaucoup de géometres; |'ai été bien sur-
pris moi-mcme.
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Les deux solutions de M. Fouché et de Ficte s'équi-
valent 4 peu prés, avec une supériorité cependant du
coté de la seconde.

Celle de M. Mannheim, qui n’avait, par conséquent,
point été suflisamment remarquée, est de beaucoup la
meilleure au point de vue o nous nous placons, mais
bonne pour le cas général, elle ne s’applique pas a tous
les cas particuliers ; je me vois point, par exemple,
comment elle conduit & la construction des cercles
tangents & un cercle, a une droite, et passant par un
point. Si c’est une infériorité théorique, elle importe
bien peu au dessinateur; car lorsque parmi les cercles
donnés il y en a qui sont les variétés : point ou droite,
le probléme est plus simple & résoudre que le probléme
ot l'on a réellement trois cercles; elle s’applique du
reste & plusieurs de ces cas particuliers.

Javais déja comparé, en 1888, dans le journal Ma-
thesis, p. 241, les deux solutions de Fiéte et de Bobillier
et Gergonne, et j’avais donné les symboles suivants :

Solution de Fiéte :
Op. : (1ooRy + 53R, + 91 Gy +5C, + 84C,).
Simplicité, 335 ; exactitude, 196; 55 droites, 84 cercles.
13 ’ ’ y 1903 >
Solution de Bobillier ¢t Gergonne :
Op. : (16gR, + 85K, + 134Cy + 112(;).
Simplicité, 500 ; exactitude, 303 ; 85 droites, 112 cercles.
Résultats trés sensiblement dans le méme rapport
que ceux que nous venons de donner, mais numérique-
ment fort différents. La raison de cette différence vautla
peine que nous Uexpliquions; car elle est une démon-

stration par le fait de I'utilité de 'art des constructions;
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XL (Novembre 18g2.) 33
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d’abord, je venais d’avoir 'idée de la méthode de com-

paraison que jai exposéc icl et je n’apportais pas tou-
jours, dans les applications que jen faisais, toutcs les
simplifications dont laméthode est susceptible; ensuite,
el surtout, je me Servais des constructions classiques
que j’avais nombréces telles quelles, sans examen; car,
je ne me doutais pas — ce que ]a méthode m’a montré
depuis — que ces constructions classiques si anciennes,
si universellement adoptées, ¢taient presque toutes trop
compliquées; ainsi yemployais, par exemple, pour con-
struire le pole d’une droite, une construetion classique
dont le symbole avait 22 pour simplicité an licu de 13,
comme celui de la construction employée maintenant

par nous, ete.



