
NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES

MAURICE FOUCHÉ
Sur les cercles qui touchent trois
cercles donnés ou qui les coupent
sous un angle donné
Nouvelles annales de mathématiques 3e série, tome 11
(1892), p. 404-424
<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1892_3_11__404_0>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1892, tous droits
réservés.

L’accès aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique l’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=NAM_1892_3_11__404_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SIK LES CERCLES OUI TOUCHENT TROIS CERCLES DONNÉS
OU OUI LES COUPENT SOUS UN ANGLE DONNÉ H ;

PAR M. MAURICE FOUCHÉ,

Agrégé de l'Université.

APPLICATION AUX CONIQUES.

On sait que la transformation par pôles et polaires
réciproques transforme tous les cercles du plan en co-
niques ayant pour foyer commun le centre du cercle
directeur, et, réciproquement, les coniques admettant ce
point pour foyer se transforment en des cercles. Les
points d'intersection de deux cercles deviennent les tan-
gentes communes aux deux coniques correspondantes,
lesquelles se réduisent à deux, puisque les deux coniques
ont déjà en commun les tangentes imaginaires issues du
foyer.

Les tangentes AT et AT' aux deux cercles en leur
point d'intersection deviennent les points de contact de
la tangente commune aux deux coniques, et l'angle de
ces tangentes, c'est-à-dire l'angle des deux cercles, est
égal à l'angle des droites qui joignent le foyer commun
aux points de contact de la tangente commune, ce qui
donne déjà le théorème connu :

Les deux tangentes communes à deux coniques con-
focales Limitées à leurs points de contact sont vues du
foyer commun sous un même angle.

J'appellerai cet angle angle focal des deux coniques.
Deux cercles tangents se transforment en deux coniques
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tangentes. L'axe radical de deux cercles devient le point
de rencontre des tangentes communes de deux coniques.

Un faisceau de cercles se transforme en une famille de
coniques confocales enveloppant deux droites. Une fa-
mille de cercles enveloppant deux cercles fixes devient
une famille de coniques confocales enveloppant deux
coniques confocales fixes. Un centre radical commun à
plusieurs cercles équivaut à un cercle orthogonal : il
devient une conique fixe qui a avec toutes les autres un
angle focal droit. Un centre de similitude étant l'in-
tersection, de deux tangentes communes devient la corde
commune de deux coniques. Un axe de similitude devient
le point d'intersection de trois cordes communes néces-
sairement concourantes. Il est alors facile de trans-
former la théorie précédente. On trouve en particulier
les théorèmes suivants :

i° Si l'on considère trois coniques confocales, toutes
les coniques confocales qui ont avec elles un même
angle focal se répartissent en quatre familles dont
chacune est composée de coniques tangentes à deux
droites fixes qui passent par le point de concours de
trois cordes communes des coniques données,

2° Étant données deux coniques confocales, toutes
les coniques confocales qui ont avec chacune d'elles des
angles focaux invariables se répartissent en deux fa-
milles dont chacune est composée de coniques confocales
enveloppant deux coniques fixes, ayant avec une autre
conique fixe un angle focal droit et telles que V une des
cordes communes de deux quelconques d'entre elles
passe par le point de rencontre des tangentes com-
munes aux deux coniques données.

On pourra aussi résoudre les deux problèmes suivants :

i° Étant données trois coniques confocales, en trou-
ver une autre qui soit tangente à ces trois-là.



2° Étant données trois coniques confocales, en trou-
ver une autre qui ait avec ces trois-là des angles focaux
déterminés.

Les deux problèmes admettent chacun Luit solutions
réelles ou imaginaires.

Les coniques confocales sont celles qui sont tangentes
à deux droites fixes imaginaires menées par le foyer
commun. Une seconde transformation par pôles et po-
laires réciproques par rapport à une conique quelconque
qui peut être imaginaire les transforme en coniques
passant par deux points fixes, et une nouvelle transfor-
mation donne les coniques tangentes à deux droites fixes.
On peut étendre à ces coniques ceux des résultats pré-
cédents qui ne concernent pas les angles. Donc :

Si parmi toutes les coniques tangentes à deux droites
fixes on considère celles qui sont tangentes à deux
coniques fixes tangentes aux mêmes droites, elles se
repartissent en deux jamilles telles que Vune des cordes
communes de deux coniques de la même famille passe
par le point de rencontre des deux tangentes fixes.

Si parmi toutes les coniques qui passent par deux
points fixes on considère toutes celles qui sont tan-
génies à deux coniques fixes passant par les mêmes
points, elles se répartissent en deux feuilles telles que
deux des tangentes communes à deux coniques de la
même famille se coupent sur la droite qui joint les
deux points fixes.

i:\TENSIO.N 11E LA THÉORIE PRÉCÉDENTE AUX CERCLES

TRVCÉS S IR LA SPHERE.

L'inversion transforme une famille de cercles tracés
sur le plan en une famille de cercles tracés sur la sphère.
Si les cercles ont un centre radical commun C', les cercles
transformés seront dans des plans passant en un point
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fixe D'. On le reconnaît en considérant la sphère qui
passe par le pôle d'inversion P et le cercle considéré O',
et qui, par la transformation, devient le plan du cercle
transformé. Le rayon d'inversion PC' coupe cette sphère
en un second point D' tel que CD' x C ' P est égal à la
puissance de C' par rapport au cercle O'. Donc le point D'
reste invariable quand le cercle O' varie, et par suite le
plan de O passe par le point fixe D, transformé de D;.
Si Q est le centre de la sphère, la droite QD coupe la
sphère en un point C, qui sera appelé le centre radical
commun de tous les cercles O. Réciproquement, tout
cercle dont le plan passe par D est le transformé d'un
cercle du plan ayant avec les autres le point C' pour
centre radical.

Un faisceau de cercles se transforme en une famille
de cercles dont les plans passent par une droite fixe,
car chaque point de l'axe radical donne comme le
point C', un point D par où passe le plan du cercle. Ce
plan variable passe donc par une infinité de points qui
ne peuvent être qu'en ligne droite. Le plan déterminé
par cette droite et le centre de la sphère coupe la sphère
suivant un grand cercle qui est V axe radical des
cercles O et qui est perpendiculaire au grand cercle
lieu de leurs centres. On appelle encore faisceau ces
familles de cercles.

En transformant les théorèmes II et Ilf, on trouve :

THÉORÈME XII. — Les cercles isogonaux à deux
cercles de la sphère se répartissent en deux groupes
dont chacun est formé des cercles dont les plans passent
par un point fixe.

Parmi tous les cercles isogonaux se trouvent des
grands cercles : ce sont ceux qu'on obtient en faisant
tourner un plan autour de la droite QD qui joint le
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centre au point fixe. Il en résulte que tous les grands
cercles isogonaux à deux cercles donnés se répartissent
en deux faisceaux.

Parmi tous les grands cercles isogonaux figurent les
cercles tangents si ceux-ci sont réels. J)onc les sommets
des faisceaux sont les centres de similitude des deux
cercles donnés. Ce sont aussi, d'après le théorème actuel,
les centres radicaux des cercles isogonaux. 11 y en a en
tout quatre, deux symétriques pour chaque groupe de
cercles isogonaux. Cette remarque complète l'analogie
avec les théorèmes I et II.

Le théorème IV devient, en tenant compte de la
remarque précédente :

THLOUJME XIII. — Les cercles isogonaux à trois
cercles donnés se répartissent en quatre faisceaux, dont
chacun admet pour axe radical Vun des quatre axes
de similitude des trois cercles donnés.

Le lieu des pôles des cercles isogonaux d'un même
faisceau est le grand cercle perpendiculaire à l'axe de
similitude mené par le centre radical des trois cercles
donnés, parce que parmi tous les cercles isogonaux
figure le cercle orthogonal aux trois cercles donnés.

Le théorème V subsiste également parce qu'il exprime
que le point 11 est le centre radical commun à tous les
cercles isogonaux et au cercle donné O. On le démontre
directement en remarquant que le point H est sur le
rayon de la sphère qui passe par l'intersection de Taxe
du faisceau avec le plan du cercle O. Il résulte de là que :

La construction indiquée pour tracer un cercle
langent à trois cercles donnés s'applique aux cercles
traces sur la sphère. Il y a encore huit solutions réelles
ou iuiaginaires.

Los conclusions de la discussion subsistent en entier.



On le reconnaît facilement par l'inversion en s'appuyant
sur les remarques suivantes :

i° Deux cercles de la sphère qui se coupent se trans-
forment en deux cercles du plan qui se coupent éga-
lement.

i° Deux cercles de la sphère extérieurs ou intérieurs
se transforment respectivement en deux cercles du plan
extérieurs ou intérieurs si Ton prend pour pôle d'inver-
sion un point de la surface de la sphère extérieure à la
fois aux deux cercles, d'où il suit qu'en choisissant le
pôle d'inversion sur la sphère extérieur à la fois aux
trois cercles donnés ceux-ci conserveront dans le plan
la disposition qu'ils avaient sur la sphère.

Le théorème VIII donne le résultat suivant :

THÉOUÈME XIV. — Les cercles de la sphère qui
coupent deux cercles fixes sous des angles constants
sont les cercles de deux familles telles que tous les
cercles d'une même famille touchent deux cercles
fixes et ont un centre radical commun, ou bien, et
dont les plans passent par un point fixe.

On en déduit immédiatement, en supposant les angles
nuls :

Tous les cercles de la sphère tangents à deux cercles
fixes constituent deux familles dont chacune est com-
posée de cercles dont les plans passent par un point
fixe, ce qui du reste est une conséquence du théo-
rème XII.

La propriété relative à l'existence simultanée d'un
faisceau et d'une famille de cercles tels que tous les
cercles du faisceau coupent sous un même angle chaque
cercle de la famille s'applique également à la sphère.
Parmi les cercles du faisceau il y a nécessairement un
grand cercle et un seul; celui-ci ne peut être isogonal à



deux cercles de la famille que s'il passe par leur centre
de similitude. Donc :

THÉORÈME XV. — Tous les cercles de la famille
considérée ont un axe de similitude commun, ce qui
complète l'analogie des théorèmes VIII, IX, X.

Enfin l'analogie se poursuit de la même manière pour
la résolution des problèmes, sauf pour les problèmes III
et VIII, pour lesquels la construction indiquée ne s'ap-
plique pas à la sphère; mais on pourra les résoudre
en transformant par inversion la sphère en un plan.
Pour le problème VIII, on pourra aussi employer la
construction très simple indiquée par M. Tarry qui
s'applique à la sphère. Dans tous les cas, et pour tous
les problèmes, le nombre des solutions reste le même.

EXTENSION AUX SPHERES.

Celte extension est tellement facile, au moins en
partie, qu'il su f lira d'énoncer les théorèmes avec une
courte indication de la démonstration lorsque cela sera
nécessaire.

THÉORÈME XVI. — Toute sphère qui passe par deux
points antihomologues à deux sphères est isogonale à
ces deux-là.

THÉORÈME XVII. — Toute sphère isogonale à deux
autres les coupe suivant deux cercles antihomologues.

THÉORÈME XVIII. — Toutes les sphères isogonales
à deux sphères fixes se répartissent en deux groupes
dont chacun est constitué par les sphères telles que par
rapport à chacune d'elles la puissance d'un des centres
de similitude des sphères donnés est égale au module
d inversion des deux sphères données par rapport à ce
centre.

Pour ces deux théorèmes il suffit de considérer le plan
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qui passe par les centres des deux sphères fixes et d'une
sphère mobile.

Les sphères orthogonales aux deux sphères fixes
appartiennent aux deux groupes.

THÉORÈME XIX. — Les sphères isogonales à trois
sphères fixes se répartissent en quatre familles dont
chacune est constituée par les sphères admettant pour
axe radical Vun des axes de similitude des trois sphères
données.

Chacune de ces quatre familles se compose de sphères
passant par deux points fixes de Taxe de similitude. Le
lieu de leurs centres est le plan perpendiculaire à Taxe
de similitude considéré mené par l'axe radical des trois
sphères données.

THÉORÈME XX. — Les plans des cercles d'intersec-
tio/i de toutes les sphères isogonales à trois sphères
données et appartenant à une même famille avec V une
des sphères données coupent l'axe de similitude corres-
pondant en un point fixe.

Parmi les sphères isogonales figurent les sphères to
tangentes aux trois sphères données O, O', O". Le plan du
cercle d'intersection de w et O devient alors le plan
tangent au point de contact Tde w avecO. Il doit couper
l'axe de similitude en un point fixe H; donc, quand o>
varie, il enveloppe le cône circonscrit du sommet II à la
sphère O et le lieu du point C de contact T est un cercle.
On obtient ainsi le théorème de Dupuis :

THÉORÈME XXI. — Le lieu des points de contact des
sphères tangentes à trois sphères fixes avec l'une de
ces sphères se compose de quatre cercles.

Il y a en effet un cercle pour chaque famille.

THÉORÈME XXII. — Les sphères isogonales à quatre
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sphères fixes constituent huit faisceaux dont chacun
admet pour plan radical Vun des plans de similitude
des quatre sphères fixes.

Démonstration analogue à celle du théorème IV.
Le lieu des centres de chaque faisceau est la perpen-

diculaire abaissée du centre radical des quatre sphères
fixes sur le plan de similitude considéré.

Remarque. — Le théorème tombe en défaut si les
quatre sphères données ont un axe de similitude com-
mun. Soit alors M un point de la sphère O. Puisque les
centres de similitude de O avec O'CW' sont en ligne
droite, les quatre points antihomologues deux à deux
M, M', M", Mw seront dans un même plan passant par
l'axe de similitude. En général, par ces quatre points on
ne pourra faire passer aucune sphère, et les sphères iso-
gonales aux quatre sphères données se réduiront alors
aux plans passant par l'axe de similitude. Mais si les
quatre points M, M', M", Mw sont sur une même circonfé-
rence, toute sphère passant par cette circonférence sera
isogonale, et plus généralement toutes les sphères qui
auront avec celle-là pour axe radical l'axe de similitude
seront isogonales aux quatre sphères données. Alors l'un
des quatre faisceaux de sphères isogonales est remplacé
par une famille plus générale de sphères ayant un axe
radical commun, comme s'il n'y avait que trois sphères
données. Cela tient à ce que toute sphère isogonale à
trois des sphères données et appartenant à la famille
considérée coupe la quatrième sous le même angle que
les trois premières.

Parmi toutes les sphères isogonales figurent une infi-
nité de sphères tangentes aux quatre sphères données,
dont les points de contact sur la sphère O sont sur un
certain cercle ©. Si par Taxe de similitude on fait passer
un plan quelconque qui coupe o en A, il y aura une



sphère tangente payant par A, et les quatre cercles
d'intersection du plan avec les quatre sphères seront
tangents au cercle d'intersection du plan avec la sphère
tangente. On peut alors énoncer les théorèmes suivants :

THÉORÈME XXIII. — Etant données quatre sphères
ayant leurs centres de similitude en ligne droite, on
prend sur ces sphères quatre points RI, RI', RF, J\F', tels
que trois d'entre eux soient antihomofogues du qua-
trième relativement aux centres de similitude qui
sont en ligne droite. S'il arrive que le quadrilatère
MRI'RFM"7 soit inscriptible, il en sera de même de tous
les quadrilatères analogues quon pourra foi nier de la
même manière.

THÉORÈME XXIV. — Si quatre sphères ayant leurs
centres de similitude en ligne droite sont coupées par
un plan passant par l'axe de similitude suivant quatre
cercles tangents à un même cercle, tout plan passant
par Vaxe de similitude les coupera aussi suivant quatre
cercles tangents à un même cercle.

Ce cas particulier est celui où les quatre sphères font
partie d'une famille qui sera étudiée plus loin.

THÉORÈME XXV. — Les plans des cercles d intersec-
tion de toutes les sphères d'un même faisceau isogo-
nales à quatre sphères fixt-s avec Vune de ces sphères
coupent le plan de similitude correspondant suivant
une droiteJixe.

En effet, soit (H) la droite d'intersection du plan de
similitude avec le plan du cercle d'intersection d'une des
sphères isogonales co et d'une des sphères données O.
Quand (o varie, tous las points de (H) conservent la
même puissance par rapport à w e t à O .

De là résulte la construction d'une sphère tangente
Ann. de Mathémat., 3e série, t. XI. (Octobre 1892.) 29



à quatre sphères données absolument analogue à celle
(iui résout le problème plan correspondant.

Après avoir choisi trois centres de similitude de la
sphère donnée O avec les sphères O', O", O'", on prend
arbitrairement sur O un point quelconque M, et l'on
cherche l'antihomologue de M sur chacune des trois
autres sphères données. La sphère qui passe par les
(jualre points ainsi déterminés coupe la sphère O suivant
un cercle dont le plan coupe suivant une droite (H) le
plan des trois centres de similitude considérés. De (H)
on mène à la sphère O un plan tangent qui la touche en
A et l'on construit les anti homologues de A sur les trois
autres sphères. La sphère qui passe par ces quatre points
répond à la question.

Le problème admet seize solutions.
La discussion faite pour le problème plan ne s'applique

pas au problème actuel. Du reste, il n'est pas vrai que
les seize sol niions du problème soient toutes réelles
toutes les lois que les quatre sphères données sont deux
à deux extérieures. Pour s'en convaincre, il suffit de con-
sidérer trois sphères égales extérieures deux à deux et
les sphères qui leur sont tangentes avec des contacts de
même espèce et qui correspondent ainsi à Taxe de simi-
litude rejeté à l'infini. Toutes ces sphères tangentes ont
leurs centres en ligue droite sur l'axe radical des trois
sphères données, comme on le reconnaît aisément par
la considération des points antihomologues, et elles en-
\eloppcnt le tore enveloppé par l'une des sphères don-
nées, qu'où ferait tourner autour de cet axe radical. Dès
lors bi la quatrième sphère donnée est à 1 intérieur de
ce tore, le problème est manifestement impossible.
Cette simple remarque suilit à montrer quelle serait
la complicatijn du la discussion complète. Dans le cas
général, le tore est remplacé par une autre surface du
quatrième ordre dont il sera parlé plus loin.



Si les quatre sphères ont un axe de similitude com-
mun, cet axe contient six centres de similitude, et le
plan de similitude correspondant est indéterminé. Dans
ce cas, les deux sphères correspondant à cet axe se ré-
duisent, en général, aux deux plans tangents communs;
mais si les sphères se trouvent dans le cas particulier
signalé dans la remarque du théorème XIJ, le problème
est indéterminé.

Les problèmes relatifs aux sphères isogonales se
résolvent comme les problèmes plans correspondants.
Eu particulier, la recherche d'une sphère isogonale à
cinq sphères données se ramène à l'intersection d'une
droite et d'un plan. Il y a seize solutions réelles ou ima-
ginaires. On déduit de ce problème un théorème relatif
a des droites ou à des plans concourants dont il serait
facile de reconstituer l'énoncé.

Le problème qui consiste à trouver une sphère cou-
pant quatre sphères données sous un même angle donné
revient à trouver une sphère d'un faisceau coupant une
sphère donnée sous un angle donné. Jl se ramène au
problème plan correspondant par la considération du
plan qui passe par le lieu des centres du faisceau et
le centre de la sphère donnée.

THXORÈME XXVI. — Toutes les sphères qui coupent
deux sphères fixes sous des angles invariables se répar-
tissent en deux familles ayant un centre radical com-
mun situé sur la ligne des centres des deux sphères et
un plan de similitude commun, qui est le plan radical
des deux sphères fixes.

Les sphères dune même famille admelient pour
sphères isogonales toutes les sphères du faisceau défini
parles deux sphères données, parmi lesquelles figurent
des sphères tangentes réelles ou imaginaires, de sorte



(HIC < lia(|iu' l.miille considérée est une famille de sphères

tangente- à deux sphères fixes.

THLOULUL XXVII. — Toutes les splïères qui coupent
n ois sphères fixes sous des angles invariables se répar-
ti \sr ni en qua! re familles telles que toutes les sphères
tl'una même famille ont un axe de similitude commun
qui est Vaxe radical des trois sphères fixes, et un axe
radical commun.

En effet, on reconnaît d'abord, comme dans le théo-
îème Mil , que, si O est l'une des splïères de renoncé,
toutes les splïères transformées de O par inversion avec
un pôle pris sur Taxe radical (D) des trois sphères
données co, to', tof/, et un module égal à la puissance
commune- de ce pôle par rapport à ces trois sphères,
o, <o', (o", formeront une famille répondant à l'énoncé.

Si O, O', O", Or// sont quatre sphères de l'énoncé,
(.), <o', (•/' peuvent leur être isogonales par rapport à
trois plans de similitude différents dont l'intersection
ne SIM ail pas uu centrede similitude de deux des quatre
sphères données. Alors chacune de ces quatre sphères
sera le point de départ d'une famille définie comme plus
haut.

Eu il u, d'après le théorème précédent, il existe sur
rhacuuedcs droites de centre coto', uw", tù"towun point C
qui a la munie puissance par rapport à toutes les sphères
d'une même famille. Ces trois points sont donc en ligne
droite et détinisbent un axe radical (E) commun à toutes
< es sphères.

Pour montrer que toute autre sphère de l'énoncé fait
p.uhe d'une de ces quatre familles, je considère cinq
sphèies aj\c,d,e, répondant aux conditions de l'é-
nonce, (o, <«>', co" leur seront isogonales relativement à
certains centres de similitude. Si Ton considère quatre
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sphères <z, &, c, d, les centres de similitude par rapport
auxquels l'une des splières u>, o/, G/ leur est isogonale
seront dans un même plan de similitude, de sorte qu'ils
pourront être définis par le sens des rayons de ces quatre
splières. De même, dans le groupe abce, les centres
de similitude seront définis par le sens des rayons, les
sens des trois premières splières restant les mêmes,
puisque leurs centres de similitude n'ont pas changé. Il
ne reste plus à définir que le centre de similitude de
groupe de. Or, si Ton considère le groupe crie, le centre
cherché doit être en ligne droite avec ceux de cri et de ce
qui sont définis par le sens des rayons. Donc le sens
de de est bien celui qui est défini par le sens des rayons
de d et de e. Cela posé, je représenterai par «, b, c, d, e
les sphères prises dans des sens quelconques, et#', b'\ c\
d1\ ef les sphères prises dans les sens inverses.

Comme on peut changer à la fois les sens de toutes
les splières, on peut toujours en représenter trois par
des lettres non accentuées, de sorte qu'on obtiendra
toutes les combinaisons en accentuant o, i ou i des cinq
lettres, de toutes les manières possibles. Il faut faire
trois de ces combinaisons pour obtenir les trois combi-
naisons des centres de similitude correspondant aux
trois sphères données to, to', co".

S'il y a deux lettres a, [3 ayant le même accent dans
chacune des trois combinaisons, le centre de similitude
des sphères a[3 ou a'[3' fera partie des trois combinai-
sons; de même, s'il y a deux lettres ayant des accents
contraires dans chacune des trois combinaisons, le centre
de similitude des deux sphères a[3' ou a'[3 fera partie
des trois combinaisons. Soit alors abcde le sens des
sphères dans la première combinaison. Si, dans une des
deux autres combinaisons, on n'accentue qu'une lettre
au plus, ou si, dans 1rs t\vux combinaisons, il \ a une



lettre accentuée commune, il y aura au plus trois lettres
accentuées et les deux autres resteront sans accent dans
iliaque combinaison. Si, au contraire, on accentue dans
diaque combinaison deux lettres différentes, par
exemple hc et de, on aura Je tableau

a b c d e

a h c d c'

a b' (' d c

dans lequel les lettres bc figurent accentuées de même
manière sur chaque ligne.

De toute manière il y a au moins deux sphères aux-
quelles les trois sphères données sont isogonales relati-
vement au même centre de similitude, et celles-là font
partie d'une même famille, car elles s'échangent par
rinversion faite du centrede similitude commun comme
pôle.

Toutes les sphères des quatre familles admettent pour
sphères isogonales toutes les sphères qui ont avecco, co',
<•)" le même a\i* ladical. Parmi celles-ci se trouvent les
sphères isogonales coupant les sphères de la famille sous
un angle nul donne.

Toutes les sphères d'une même famille sont donc
tangentes à une infinité de sphères, ayant un axe radical
commun

II en résulte que ces sphères tangentes et les sphères
C) forment deux familles de sphères conjuguées, telles
(pic toutes les sphères de la première famille sont tan-
gentes à toutes les sphères de la seconde. Ces deux fa-
milles admettent ainsi pour enveloppe une même surface
qui est le lieu de leurs points de contact. D'après le théo-
rème de Dupuis, la caractéristique de la sphère variable
de chaque famille est donc un cercle. Or la caracté-
ristique d'une sphère variable est une ligne de courbure
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de la surface enveloppe. Toutes les sphères d'une même
famille ont lenrs centres dans un même plan passant
par l'axe radical des sphères de l'autre famille, puisque
cet axe est leur axe de similitude commun. Parmi celles
de l'autre famille il y en a deux qui ont leur centre dans
ce pi an-là : ce sont celles qui ont pour grand cercle
l'un des cercles cp, cp,, tangent aux trois grands cercles
des trois sphères de la première famille situés dans le
plan des centres, ce cercle tangent correspondant à l'axe
de similitude qui reste invariable pour la première fa-
mille. Dès lors, tous les grands cercles des sphères de la
première famille sont tangents à ces deux cercles cp etcp,,
et le lieu de leurs centres est une conique, ayant pour
foyers les centres de cp et cp,. D'un autre côté, le lieu des
centres des sphères de la seconde famille est aussi une
conique située dans un plan perpendiculaire au premier,
et cette conique comprenant les centres de cp et cp, passe
par les foyers de la première.

Enfin on remarquera que des sphères ayant un axe de
similitude commun ont deux plans tangents communs, et
des sphères ayant un axe radical commun passent par
deux points fixes. Nos deux familles conjuguées sont
donc des familles de sphères passant par deux points
tixes, et admettant deux plans tangents communs.

Déplus, les plans tangents communs peuvent être con-
sidérés comme des sphères, on peut leur appliquer Je
théorème de Dupuis, et le lieu des points de contact est
un cercle. Si même on se reporte à la démonstration
du théorème de Dupuis (Th. XX) et qu'on suppose que
la sphère O soit remplacée par un plan, on reconnaît faci-
lement que le centre du cercle est le point d'intersec-
tion de Taxe radical avec le plan tangent commun.

D'autre part, parmi toutes les sphères isogonales aux
sphères O, lesquelles sont les sphères ayant avec o),
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o/, w" le même axe radical, figurent non seulement les
deux plans tangents, mais encore tous les plans passant
par Ja môme droite, et, en particulier, ceux qui passent
aussi par l'un des points communs à toutes les sphères O.
Donc, en leurs points communs, les sphères O sont éga-
lement inclinées sur ces mêmes plans, c'est-à-dire que
leurs plans tangents enveloppent un cône de révolution.

On peut alors énoncer les théorèmes suivants :

THÉORÈME XXVIII. — Si une sphère varie en restant
tangente à trois sphères fixes, elle reste aussi tan-
gente à une infinité d'autres sphères, et, en particu-
lier, à deux plans fixes réels ou imaginaires. De plus
elle passe par deux points fixes réels ou imaginaires.
Le lieu de son point de contact avec chacun des plans
fixes est un cercle, et son plan tangent en chacun des
deux points fixes enveloppe un cône de révolution.

Tm'.onrMn XXIX. — II existe une infinité de sys-
tèmes conjugues de deux familles de sphères passant
par deux points fixes et tangentes à deux plans fixes,
les points fixes de chaque famille étant sur la droite
d'intersection des plans fixes de Vautre famille, et
telles que toutes les sphères d'une famille sont tan-
gentes à toutes les sphères de l'autre. Ces deux fa-
mil/es ont une enveloppe commune dont les lignes de
courbure sont planes et cil culaires dans les deux sys-
tèmes. Le lieu des centres de courbure p'incipaux de
cette surface enveloppe se compose de deux coniques
dont chacune est la focale de l'autre.

Cette su! face admet deux points coniques où les cônes
tangents sont de révolution, et deux plans circonscrits
qui les touchent suivant un cercle. Elle se reproduit par
inverMon faitr au moyen d'un pôle pris d'une manière
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quelconque sur l'une des deux droites fixes qui joignent
les points fixes et par où passent les plans tangents fixes.

On lui a donné le nom de cyclide. Le tore en est un
cas particulier.

THÉORÈME XXX. — Si Von considère deux f ami Ile s

conjuguées de sphères tangentes, le cercle lieu des

jjoinls de contact d'une d'entre elles avec les sphères

de l'autre famille rencontre à angle droit les cercles

analogues tracés sur les sphères de Vautre famille.

La démonstration du théorème XVII tombe en défaut

dans deux cas particuliers :

i° Si les trois sphères données ont leurs centres en

ligne droite, on ne peut plus conclure à l'existence d'un

axe radical commun. On ramène ce cas au cas général

par une inversion. Alors on retrouve bien les deux fa-

milles de sphères tangentes. On reconnaît aisément que

Tune des familles est constituée par des sphères obte-

nues en faisant tourner l'une d'elles autour de la ligne

des centres des sphères données et 1 autre par des sphères

ayant leurs centres en ligne droite avec ceux des sphères

données. La surface enveloppe est un tore.

i° Si les trois sphères données ont un plan radical

commun, toutes les sphères qui coupent les deux pre-

mières sous les angles a et $ et qui font partie d'une

même famille admettent la troisième c/ pour sphère

isogonale. L'angle d'intersection de iof/ avec ces sphères

reste donc invariable. S'il n'est pas égal à y, il n'existe

aucune sphère de la famille coupant les trois sphères

données sous les angles donnés. Si, au contraire, l'angle

invariable est égal à y, la famille des sphères considérées

est plus générale que dans le cas général et comprend

des sphères ayant un plan radical commun et un plan

de similitude commun, comme s'il n'y avait que deux

sphères données.



Le problème qui consiste à trouver une sphère cou-
pant quatre sphères données sous des angles donnés se
résout comme le problème plan correspondant. Il admet,
en général, seize solutions réelles ou imaginaires et
devient impossible ou indéterminé si les quatre splières
ont un axe radical commun, et, à plus forte raison, si les
quatre splières données ont un plan radical commun.

La transformation par pôles et polaires réciproques
remplace les splières par des quadriques de révolution
ayant pour foyer le centre de la sphère directrice, et
l'angle d'intersection de deux splières par l'angle con-
stant sous lequel on voit, du foyer commun, deux points
de contact du cône circonscrit commun situés dans un
même plan avec le foyer. Si Ton donne à cet angle le
nom d'angle focal des deux quadriques, on obtiendra
facilement les théorèmes transformés des tbéorèmes
précédents et la solution des problèmes correspondants.
Si deux sphères sont tangentes, les quadriques corres-
pondantes seront tangentes aussi, et l'on obtiendra, en
particulier, les résultats suivants :

i° Si une quadrique de révolution se déforme de
manière à conserver un foyer invariable et à toucher
constamment trois quadriques de révolution admettant
le même feyer, le lieu des points de contact sur cha-
cune de ces trois quadriques sera une conique. De plus
la quadrique variable passera par deux points fixes
et restera tangente à deux plans fixes.

2° Il existe une infinité de systèmes de deux fa-
milles conjuguées formées de quadriques de révolution
confocales telles que toutes les quadriques d'une
même famille passent par deux points fixes et sont
tangentes à deux plans fixes. La droite qui joint les
points fixes d'une famille est la droite d'inter-
jection des plans fixes de Vautre famille. Chaque



qiiadrique d'une famille est tangente à toutes les
(fiiadriques de l'autre. Le lieu des points de contact
de lune de ces quadriques avec toutes celles de
f autre Jamille est une conique. Les deux familles ont
une surface enveloppe commune et les caractéristiques
drs quadriques mobiles sont des coniques.

Des quadriques de révolution confocales sont des
quadriques inscrites dans un même cône ayant le foyer
commun pour sommet. Par une seconde transformation
par pôles et polaires réciproques par rapport à une qua-
drique quelconque qui peut être imaginaire, on les
transformera en quadriques passant par une conique
donnée.

Donc le théorème précédent s'applique à des qua-
driques passant par une même conique.

Enfin, par une nouvelle transformation, on étend le
théorème à des quadriques inscrites dans un cône du
second ordre quelconque.

Si l'on remarque qu'une conique ou un cône cir-
conscrit, deux points et deux plans tangents font neuf
conditions, on peut énoncer les théorèmes suivants :

i° Toutes les quadriques qui passent par une même
conique ou sont inscrites dans un même cône du second
degré et qui, de plus, passent par deux points fixes
et sont tangentes à un plan fixe sont aussi tangentes
à un deuxième plan fixe. De même, si Von se donnait
deux plans tangents et un point, toutes les quadriques
passeraient par un deuxième point fixe. Le lieu des
points de contact de chaque quadrique avec chaque
plan fixe est une conique, et les plans tangents aux
quadriques en chacun des points fixes enveloppent un
cône du second ordre.

•>.° Si parmi toutes les quadriques qui passent par



une conique donnée ou sont inscrites dans un cône du
second ordre donné, on en considère trois fixes et
celles qui leur sont tangentes, les quadriques variables
passent par deux points fixes et sont tangentes à deux
plans fixes', le lieu de leurs points de contact avec
chaque plan fixe est une conique et leurs plans tan-
gents aux deux points fixes enveloppent deux cônes
de révolution.

3° II existe une infinité de systèmes de deux
familles conjuguées de quadriques passant toutes par
une même conique ou inscrites dans un même cône de
révolution et jouissant de toutes les propriétés déjà
signalées.


