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CONCOURS I'ADMISSION A L'ECOLE NORMALE SUPERIEURE
EN 1891;
Souttiox par M. LE Cipiraine E.-N. BARISIEN.

Soit (E) une ellipse qui, rapportée a ses axes a pour
équation
x2 g2

— —1=0

at b2 ’
et sotent x,, )y les coordonnées d’un point M du plan
de cette ellipse : on considére le cercle (C) passant par
le point M et les points de contact P, Q des tangentes
alellipse issues du point M.

1° Le cercle (C) rencontre Uellipse en deux autres
points P' et Q"5 prouver que les tangentes a Uellipse
en ces deux points se coupent en un point M situé sur
le cercle: montrer gque par M, M et les deux Soyers
réels on peut faire passer un cercle; de méme par M,
M et les deux foyers imaginaires.

2° Sotent 1, I', 1" les points oic se coupent respective-
ment les droites PQ, P'Q', les droites PQ', P'Q, enfin
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les droites PP', QQ' : on suppose que le point M reste
JSixe et que Uellipse (E) se déforme en gardant les
mémes foyers; on demande les lieux décrits par les
points 1, 1" et 1"; on propose enfin de montrer que tout
cercle passant par les points Y, 1" est orthogonal au
cercle décrit sur MM comme diamétre.

I. Désignons les coordonnées du point M’ par x,, y,.
Les polaires PQ et P'Q’ des points M et M’ par rapport
al'ellipse (E) ont pour équation

xxy Yo =0
a? b2 -
XXy , ‘)’y1

-52— - b2 — I =0,

L’équation générale des coniques passant par P, Q,

P, Q' est donc

b D(Eno)

| (e 22 ) (2 22 )=

a? b2

En exprimantque cette conique passe parle point M,
on a la relation

(2) )\+<.’l‘1-‘2’7»+ .7141’0_!):0’

a? b2

aprés avoir supprimé le facteur <§§ + 55— 1> qui est
différent de zéro.

Or cette relation (2) est obtenue aussi en exprimant
que la conique (1) passe par le point M/,

Il en résulte donc que 'on peut définir la propriété
générale suivante, dont celle de I’énoncé n’est qu’un cas
particulier.

Si l’on considére les points d’intersection d’une
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ellipse () avec deux droites (D) et (D), la conique
passant par ces poinls d’intersection et par le /)dle
de (1)) passe aussi par le pole de (D).

Exprimons maintenant que la conique (1) est un cercle,
nous aurons les deux conditions
ap—=mriry D' —yiy

r) - = -
‘ a* [

(7] T1Yo—=Ty)1=0.
I’élimination de 7 entre (2) et (3) donune la relation
t5) Xy — Y10 =

De (4) et (5) on déduit les coordonnées xryy7y de M
en foncetion des coordonnées g, 3¢ de M. On a

(6) e
T Lo == o

On peut remarquer, en désignant par O le centre de
Pellipse (E), que la condition (4) exprime que les
droites PQ. P'Q" on leurs diaméures conjugués OM,
OM’ somt ¢galement inclinés sur les axes, propriéié
connue des droites 'intersection d'un cercle et d’une
clipse.

On remarque aussi que les relations (6) donnent

e} g ) = o,

clest=d-dire
OM.OM = ¢2= consl..

quel que soit le point M.
,. . L
L’¢quation générale d’'un cercle passant par les foyers
réels de Pellipse (E)est

322 By — ¢ =o.

Voyonssi ce cerele peut passer a la fois par M et M'.
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Si cela est possible, il faut que P’on ait

] +y3+2Byy—ct=o,
x? +‘}’% -+ Q.B‘y‘—-c?: 0.

ou, en éliminant B,
yi(@d +yi—e)=yo(2} +y} —c?).
En remplagant x, et y, par leurs valeurs (6), on

trouve une identité.

Lorsque

zi+yi=c
on a
Ty = Zo JY1="—JYo, B =o,

ce qui montre alors que le cercle passant par M, M’ et
les deux foyers réels a pour diamétre la distance focale,
et que les points M et M’ sont symétriques par rapport
a I'axe focal.

De méme, le cercle passant par les foyers imaginaires
a pour équation

22+ Y2+ 2Ax + c2=o.

Si ce cercle peut passer par M et M’, on doit avoir a

la fois
z} +y} +2Axy+c2=o,
r}+yi+2A2+c2=o,

ou, en éliminant A,
(2} +y3 + c?)=xo(x} +yi+c?).

En tenant compte des valeurs (6), on voit que celte
relation est une identité, ce qui démontre bien que les
deux foyers imaginaires, M et M, sont sur un méme
cercle.

IL. Lorsque le point M est fixe et les ellipses (E)
homofocales, c2 est constant.
Ann. de Mathémat., 3* série, t. XI. (Octobre 18g2.) 28
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Par suite, le point M’ est aussi fixe. Les valeurs (6)
de x, ety sont donc des quantités constantes.

Licux des points I. — Le point I étant a 'intersec-
tion des polaires de M et M' par rapport aux ellipses
homofocales, pour avoir le lieu de ce point I, il suffit
d’éliminer a? ct b2 entre les trois équations

xry YYo

?‘T—i— BT —I=o0.
rry Y =
@ T 7O

Les deux premiéres équations donnent —i Ol g el pa

suite, a? ct b2, valeurs que 'on porte dans la troisiéme.
On obtient ainsi pour I’équation du lieu

(7) x ¥ c? —o.

JY1—Yo T1— Ty 1 Yo— Y10

C’est une droite perpendiculaire & la droite MM/, et
passant par le milieu de MDM'.

Licu des points ¥ et 1". — Les points I’ et 17 peuvent
étre considérés comme les centres des deux couples de
droites passant par P, Q, P/, ', autres que le couple

PQ, P’(\’.

> ,

En formant I’équation en X qui exprime que la co-
nique (1) est un couple de droites, on trouve une équa-
tion du troisiéme degré en X avec un terme indépendant
de X qui s'annule en tenant compte des valeurs (6). 1l
était d’ailleurs & prévoir que I'on trouverait la valeur
) == o, puisque, pour cette valeur, la conique (1) se ré-
duit aux deux droites PQ, P'Q'.

Les valeurs de X, corres pondant aux deux couples PQ',
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P'Q et PP, QQ, sont donc données par I'équation
(8) 4(126212—*—4)\([)’1‘1x0+a2y1y0—a’b2)
+ 421 Zo Y1 Yo+ D@1 — &)1+ ad( 31— yo)? = o.

Les coordonnées x et y du centre des coniques (1)
sont

(9) 22(ha?+ 2120) = (21 + @) a2,
(10) 2y (A0 +y1y0) = (y1-+y0) b

Si donc on tirait de (8) les deux valeurs de X et si
on les portait dans (g) et (10), on aurait les coordonnées
des points I et 1. Comme ces valeurs de x et y con-
tiendraient un radical fonction de a? et 42, il en résulte
que les deux points I' et 1” font partie de la méme courbe
dont on obtiendra I'équation en éliminant a?, b* et A
entre (8), (9) et (10), et
(11) ar— p2=c?

L’élimination de  entre (g) et (10) donne

(12) 27T V1Yo T T Vit Do,
a? b2 z ¥
Remarquons maintenant qu’en multipliant (9) et (10)
membre & membre, on a
jay|A2a2b2 4 X (Do zy+ Ay Jo)+ X120 Y1 Yo
= (@1 + 29) (¥1+ o) a2b2.
En tenant compte de cette relation, Péquation (8)
s'derit
C (i T (Y1 Yoe) ath?
a3y zy
| —ixabis r(z— )i+ a2 =) 2 =o.

Mais, de (g) et (10), on tire

a2b (x4 xo)— 2022717,
’
x

2habr=

b2y + yo)—2a%y V1 Vo
5%

20a?b? =



( foo )

ct, en ajoutant,
9 (‘T’ T -+ ~M> —_ zaﬁ‘}/i.}/o—— 21)2.7'12"0.

x Y

iharlbr=a*b

Portant cette valeur de A dans (13), il vient

st =2
(i aw? b2
1) rimwy | .«Vl_.}_.'yo—(.’I'[—'r‘a'o)(,yl_‘_.y(\).
LY

On cst donc ramené a éliminer a® et 5% entre (11),

(12) et (1 1)
. 1 I PR 0 , .
De (12) ¢t (14) on tirera —3 g d’ou I'on déduira
a* et b ct, en portant ces valeurs dans (11), on aura

I"¢quation du licu des points I' et 17.
En procédant ainsi, on trouve

sy [z‘(ml —xy) Y=y )]

Tyry YiJYo
NAmn (R ) —yya(ad o)
) (L1--20) (Y1 Yo)

e — 25 () — s |
v

2
v__ XY .
X| Y (iYoo) — F(”'lﬂ—TO)—Q)’iJ’O .
0

Le licu est une cubique de la forme
ry(Pr+Qy+R)=(Max - Ny -8)(Mz--Ny+S)=o,
qu'il est facile de construire.

Nous allons maintenant démontrer la propriété sui-

vante
La droiteY'1" passe par le miliew de M.

Si#" et 2" sont les deux racines de Véquation (8) et

M oL J o . .
st 2y 2"y sont les coordonnées des points 1" et 1%
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nous aurons, d’aprés (9) et (10),

, (1) a2 . 2(N b2 y1 y0)

(15) TaNat+aw)’ T (1) 02
2= (z1+x0)a2 "__ (}’1‘*"}’0)172

Y

T o(Nat+zyxy)’ _2()\”b'2+_}q_yo)‘

La droite I'l” a pour équation

Y—y’=<X—x'>(—y—_%),

. z'— x
ou bien
Y—y'=X—2" (5,:;,)»

ou encore, en ajoutant, pour plus de symétrie,
(#'=2") [2Y = (' + "= —y") [2X —(2'+ 2")].

Pour que la droite I'l” passe par le milicu de MM/, il
faut que I'on ait

2X = &y + 2y, 2Y = y1+ Yo,
¢’est-a-dire
(2= 2") [(y1+y0)— (¥ + ")
=(y' =y 2+ 20)— (2'+ 2")].
En y portant les valeurs (15), cette équation ne con-
tient plus que les valeurs X' et 27, et elle se réduit a

(W42 a2 b2+ (aryy yo+ b2z 20— atb?) = o,

ce qui cst une identité d’aprés 1’équation (8). La pro-
priété est donc démontrée.

Cette propriété va nous &tre utile pour montrer que
tout cercle passant par I'l” est orthogonal au cercle dé-
crit sur MM’ comme diamétre.

Nous allons d’abord démontrer que le cercle décrit
sur I comme diamétre est orthogonal au cercle décrit
sur MM’ comme diamétre.
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A cet ellet, désignons par £, # les coordonnées du
ih : Te sty C ilicu de I'. On a
milicude MM’ et par wety celles du milicu

o T +
E:TO L T‘:}’l yo7

2
O " Y.
R e
p=— 2

Si R désigne le rayon du cercle MM, o celui dua
cerele 11 et D la distance des centres de ces deux cer-
eles, on a

fR2= (a1 —20)?+(1— Yo%
fpr=(a'=2" P+ =y "
D2=(§— )+ (1 — )

Si les deux cercles sont orthogonaux, on doit avoir

R2+ c2= D2,
¢’est-i-dire
(01— 20 = (F1—=y0) (&' — 2"+ () —)')?
=[(zo+ x1)—(2'+ 2"+ [(yo+y1)— (V' + 3P
ou
(16) 21‘11'0—!—‘»‘)’1_}’04,« 2’2"+ 2y y"
=(To+21) (2'+ 2" )+ (yo+y) (V' +¥)-

On pourrait, comme pour la démonstration précé-
dente, substituer les valeurs (13) dans cette relation qui
scrait alors fonction de WX’ et (N4 ¥). En tenant
compte de (8), on verrait que cette relation est une iden-
tité.

Le caleul ainsi conduit serait un peu long. Il est
préférable de se servir des valeurs directes de x/, x”,
2’y 3" L'équation qui donne 2’ et x” s’obtient en élimi-

nant X entre (8) et (9), élimination fort simple, qui
conduit a

s2(brad + aty})
L 2xT @y yo— brayr, — arb)

Xy Ty

'y 9 .
-+ a'bz.l‘"i:'. 0y
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d’ou ’'on déduit
223 (aly  yo— btz 2o — a?b?)
(21+ 29) (b2xE+aty})
' arbrx}

r+a=— ’

On trouverait de méme en formant I’équation en y,

2y (82 w1 20— @ty 1yo— a?b?)
(F1+Y0) (brz}+ aty])
o arby}

yr==+ bzl + atyd

’

Y4y =—

En portant ces valeurs dans (16) et tenant compte
des valeurs (6), on trouve que (16) est une identité.

Le cercle décrit sur MM’ comme diamétre est donc
orthogonal i celui de diamétre I'1”. 11 est facile de voir
qu'il en est de méme pour un cercle quelconque passant
par I'T".

En effet, soient C le milieu de I'l” et C' le milieu
de MM'. Nous avons vu que I'l” passe par le point C' et
e R2+ p?=D2.

Considérons maintenant un cercle quelconque passant
par I, 17, de centre C’, et ayant en K un des points de
rencontre avec le cercle C'MM'. Nous avons alors

CC =aC +D.
Or
—— —— —2
Ccl/2 =0 1,2 _ PZ= 'K — Pz)
D2=R2+p2= K + 02,
En ajoutant, on a
—_—2 —_—2 —_—2
C'C =CK +CK,
ce qui prouve bien que les cercles C’ MM et C"I'l" sont
orthogonaux.



