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SUR LE LIEU DES SOMMETS DES ANGLES CONSTANTS CIR-
CONSCRITS OU NORMAUX A UNE EPICYCLOIDE. APPLICATION
A LA DEMONSTRATION PUREMENT GEOMETRIQUE DE PRO-
PRIETES DE LA CYCLOIDE, DE LA CARDIGIDE ET DES
IYPOCYCLOIDES A TROIS ET QUATRE REBROUSSEMENTS;

Par M. LOUCHEUR,

Lléve a I'Ecole Polytechnique.

Dans son Aper¢u historigue (2° édition, p.125351875),
Chasles a énoncé que le lieu des sommets des angles
constants circonscrits a une épicycloide ordinaire était
unc épicycloide.

Nous allons donner de ce théoréme une démonstration
qui nous permettra de retrouver géométriquement des
propriétés de quelques courbes remarquables.

Mais, au préalable, nous allons faire une petite re-
marque de Géométrie cinématique, qui nous servira
plusicurs fois par la suite.

Remarque de Géoméirie cinématique.

Soit un cercle mobile C roulant sur un cercle fixe O,
et soit M un point invariablement 1ié i ce cercle.

(') On trouvera, dans le Mémoire déja cité de M. Goursat, cette
formule. a laquelle 1l parvient par d'autres considérations.
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Soit un second cercle fixe, de méme centre O, de
rayon quclconque Ov, et un second cercle mobile, tan-
gent a ce cercle (0,0v) et de centre .

Supposons que, dans un probléme, & chaque position
du cercle C corresponde une position du cercley; a
chaque position du point M unc position d’un point 15
supposons de plus que lon ait les quatre condi-
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Lions

LN N
, MCN\ = Y — const.,
us = const.,

PR
angle COvy = const.
Je dis que le cerele () roule sur le cercle (O, Ov).
En ctfet (+) roulerasur (O, Ov) si Pon a, en appelant
dv un déplacement angulaire quelconque du point de
contact v,

s8N
(1) Ov < dv = vy < d(py).

I’autre part, (C) roule sur (0). On a done

IO
(2) O\ < d(N)= C\ x d(MCN ).
On voit donc qu'a cause de la relation () ct des condi-
tions supposées la relation (1) est satisfaite.

Donc le cerele (7) voule sur le cerde (O, Ov).

Turori .. — Le liew des sommets des angles con-
stants circonscrits @ une épic) clowde ordinaire est une
épicycloide.

Soient deux positions C et ¢ du cercle mobile, rou-
lant sur le cercle O Met M les positions correspon-
dantes du point déerivant Pépicyclorde; MT et M/'I7 les
tangentes a la courbe se coupant en Py MN, M'N’ les
"()l'nlal('b Se ('Uul)alll ¢n (\)-

. N
1 Evaluons 'angle TOT, que nous désignerons

. . TN TN
par (2), en fonction des angles MTTN ou (2) et MT'DV
ou ().
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Soicnt (R) Ie rayon ON, () Ie ravon CN. On a
O

_ /\
2= NRN'— O VR,
ou

PN N =
2= (= — R\NO — NOR)-— <-’ — u>
5 ¢
N .
NQR est langle des deux tangentes MT et M''T7, angle
que nous désignerons par 5 d’on
(3) 2=0-40o — 0.

D’autre part, le cercle C roulant sur le cerele O, on a

(4) a2r[m —(o 4+ )= Ru:
d’onr

- ar(w—0)
) YT TRior

Done, si () est constant, quel que soit le point M consi-
déré, o est aussi constant.

2" En sccond licu, menons PQ qui est la normale au
licu cherché, et tracons les cercles  circonserits aux
triangles TP et NQN'.

Soient E et D leurs centres et soit G le point de ren-
contre de PQ et de EDO.

D’aprés ce que nous venons de voir, les longucurs T'T”
et NN/ sont constantes.

De cetle propriéié, et de ce que les angles en P et Q
sont supplémentaires. on déduit immédiatement que les
rayous EP, DQ ont des longueurs constantes, sont pa-
ralléles, et que P'on a

EPTT _ R—ar
DQ T NN T TR

Par suite, les deux wiangles PEG et QDG sont sem-
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blables. ce qui donne

EG EpP R+ .r

GD DO~ R

= -

ct, comme les longueurs OD, OE, DE sont fixes, il en
1ésulte que OG et GE sont constants.

Je dis que le rapport 0G ot égal 3 2.
o | PPOrt 13 8 ;
On uouve, en cffet, trés facilement les expressions
suivantes
a .7
oD =R (( 08 — —=sin — col()).
DY >

o o
DIy =921 (mc — —qn - (‘0!0)
) >

\

d’ou Von déduit

R
00 ‘(<0~z~ < 7(‘()[0) R Aj%'),
> )

R+
P 5 (R
LG = (o % o om :(-('010\) riR—or)
92 > ¥ R—r
Done
0G R
GE T,
;n

I est également trees facile de voir que

™~ N
PEG = MCN — const.
T+20—(a+0).

i

4° Ou en conclut que toutes les conditions énoncées
dans la remarque préliminaire de Gdéométrie cinéma-
tique sout remplies et le point P engendre une épicy-
cloide, allongée ou raccourcie, le cercle fixe étant le
cercle (0, OG), le cerele mobile étant le cercle (E, EG).

Le théoreme est done démontré.

11 est bien évident que Pon peut recommencer la
méme démonstration dans le cas dCune hypoey cloide,
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c’est-a-dire quand le cercle C roule a lintérieur du
cercle O, et trouver comme précédemment les éléments
de hypocycloide lieu cherché.

Nous insisterons, en particulier, sur ce que pour la
valeur de l'angle «, il suffit, dans ce cas, de remplacer
R + 2r par R —2r dans I'expression trouvée précé-
demment. On réunira les deux cas dans 1'énoncé sui-

vant :

Considérons le second cercle fixe auquel reste tan-

U] ide. .
”z‘ypoc_yc.l.mde Soit

Uépicycloide.

T un point pris sur ce cercle fixe et M le point corres-

gent le cercle mobile engendrant

pondant de la courbe; on irouvera le point T' de con-
tact d’un cercle mobile donnant lieu & une tangente
faisant avec celle en M 'angle § donné, en prenant
sur ce cercle fixe un arc égal a 2r(=—10).

Application @ la cycloide.

Les formules données précédemment pour les quan-
lités caractéristiques de épicycloide lieu de I’ montrent
que, quand le rayon R estinfini, le lieu de P est une cy-
cloide allongée, ordinaire ou raccourcie.

La distance TT” est alors égale a

ar(m—90).

Application a la cardioide.
On sait que la cardioide est une épicycloide ordinaire
ou R =r.
Un limagon de Pascal est une épicycloide non ordi-

naire correspondante.

Tutorive I. — Le lieu des sommets des angles
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constants circonscrils @ une cardioide cst un lunag()n

de Pascal.

En eflet, le rapport des rayons des deux cercles four-
nissant 'épicycloide, lieu cherché, est (comme on I'a
vu précédemment) égal a

R

-
r

est-a-dire 'unité dans le cas actuel.

Twrorivre 1. — Ztant donnée une tangente MP ¢
la cardioide, il existe trois tangentes perpendiculaires
@ MP, et deux autres tangentes paralléles a cette
droite. Si Uon joint le point de rebroussement A de la
cardioide aux six points de contact, les six droites
obtenues font entre elles 60°.

Pour démontrer ce théoreme, bien connu, il sullit de
supposer § égal i go°. La formule

donne alors
2 = Go".

e Y . . b} /\
Si 'on joint AM et AM’, 'angle MAM’ est égal i l'angle
TOT ow a 6oy ce qui démontre le théoréme.

Tutorime I, — La développce de la cardioide est
une cardioide trois fois plus petite.

Nous allons démountrer cette propriété, bien connue
également, en nous appuyant sur la remarque de Géo-
métrie cinématique posée au début de cette étude.

Cherchons d’abord le centre de courbure de la car-
dioide en M (fig. 2). En appliquant pour trouver ce
point Ja méthode exposée dans le Cowrs de Géométric
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cinématique de M. Mannheim on obtient la construc-

tion sulvante :

On méne NU perpendiculaire « NM, ; on méne OV
paralléle a NM 5 on joint VM, qui rencontre ON en Wi

Fig. 2.

o ——

on projette \N en ~ sur Ny Le point < est le point

cherché.

Le triangle NUM, donne de suite

propriété analogue a celle du centre de courbure de la
cycloide.
Conclusion. — Le lieu du point W est un cercle de

r
ray(m 3 .

Déerivons le cercle sur NYW comme diameétre. Appe-
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l()HS X son centre. Oll a

o
vXW == — MCN.

Donc toutes les conditions de la remargue préliminaire
sont remplies : le cercle (N, y, W) roule sur le cercle
(0,0W), ct le point y qui est sur ce cercle décrit une

cardioide.

Tutontvr 1IV. — La longueur de la cardioide est
de huit fois le rayon du cercle qui l’engendre.

Ce théoréme se déduit immédiatement du précédent,
aumoyen de la relation connue entre la variation de lon-
gueur du rayon de courbure et la longueur de I'are de

développée correspondante.

Autre application de la formule donnant la valeur
de Uangle a.

TutoriME GENLEAL SUR LES £PICYCLOIDES ET HYPOCY-
CLOIDES A 22 REBROUSSEMENTS. — SI ['on fait tourner au-
towr du centre du cercle fixe un angle égal @ celui de
deux tangentes consécutives de rebroussement, ¢’est-

.. , L2 g .
a-dire égal a —= Uangle des tangentes ¢ la courbe,
aux deur points ou elle est rencontrée par les deux

2T

cdtés de l'angle mobile, est aussi égal a ==
n

Supposons R égal & nr ct rappelons la formule

ar(z —0)
Na="_"__""7,
(Ha R=57r
Supposons
h=2T.

n



(383 )

On déduit immédiatement

. . . Is r ’ . 2T
Ainsi, si Pangle TOT est égal a o I'angle des deux

2T

tangentes MT, M'T’ est aussi égal a ~

sl e 4o . 2T g,
Mais il est évident que, puisque — est U’angle des

deux tangentes de rebroussement consécutives, I'angle
2%

n )

Le théoréme est donc démontré.

MOM est aussi égal a

Application.—Considérons une hypocycloidea quatre
rcbroussements. On retrouve alors un théoréme trouvé
ct démontré analytiguement par M. Rat (Journal de
Mathématiques spéciales; 1887) :

Si Uon fait tourner un angle droit autour du centre
de la courbe, les tangentes aux points de rencontre des
cités avec la courbe sont rectangulaires.

Remarque.— On ett pu regarder ce théoréme comme
¢vident, car on peut dire qu’une épicycloide 4 n rebrous-
sements est (si 'on peut ainsi parler) une courbe pério-

. .. Lo, L 2T
dique de période angulaire égale a -

On a voulu, en le démontrant comme on l'a fait,
donner une simple application de la formule générale
fournissant la valeur de I’angle 2.

Iy pocycloide & trois rebroussements.

Enfin, on nous permettra de citer encore comme ap-
plication de cette méme formule la démonstration de la
propriété suivante : le cercle inscrit et le cercle passant
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par les points de rebroussement de 'hypocycloide i trois
rebroussements sont les lieux des sommets des angles
droits circonscrits ¢t normaux a celte courbe.
1 suflit de remarquer que dans ce cas particulier de
R=3r ct 6 = go°,
ona
o = 180°.
Une simple inspection de la figure permet alors de re-
trouver cetle propriété et plusicurs autres de cette courbe

remarquable.



