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LA SYMETRIE EN COORDONNEES POLAIRES (');
Pir M. J. LEFLVRE,
Professeur de Mathématiques spéciales au lycée d’Amiens.

DEUXIEME PARTIE.

Nous allons chercher la forme analytique générale
des équations des courbes qui présentent les syméiries
que nous venons d’étudier. Nous supposerons encore la
courbe obtenue tout entiére par une variation limitée
de o : soit 2 pw, soit (2u +1)T.

On doit donc avoir, si f(g, w)= o0 est’équation de
la courbe,

Sf(pyw)=4k.flp, w+2pm) (%)
ou bicen
F(py @)= fl—p (2 + )7+ ],

Srecrion I. — AXEs DE SYMETRIE.

Considérons un rayon principal de la premiére es-
péce.
On doit avoir
f(pa+w)=7/[(p,2—w).

Nous supposerons la fonction f telle que le facteur 4
soit une constante. L'identité ayant lieu quels que

(') Voir méme Tome, p. 302.

(?) Le facteur & peut étre une constante ou une fonction depetuw.
Par exemple, si f était par rapport a la variable w une fonction
doublement périodique de deuxiéme degré ayant 2uw pour une de
ses périodes, & serait constant. Si c¢’était une fonction doublement
périodique de troisiéme espéce, on aurait k = e*>+0.
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soient p et @ subsistera si 'on 1‘emp]ace w par — w; on
a donc
f(pya—w)=1/[(0, 2+ w);

faisons le produit

Slpya+w)=n2f(p,a+w)

Ceci exige
72 =1, n==1.

Mais j'observe d’abord qu’on mne peut avoir ici
7,= — 1, car pour w = o0, il viendrait

Slo,a)=—f(p,a) ou  f(p,2)=0,

quel que soit p, tous les points de la droite w =a fe-
raient partic de la courbe, ce que nous ne supposons

pas.
11 reste donc seulement !'identité

(A) Sy 2+ w)=f(p,0 —w).
De méme, pour un rayon principal $ de deuxiéme
espéce, il vient
S0, B+w)=r7f(p 8 —w).

Changeons p et w en —pet — w,

Sl=p, B —w)=n/(0 B+ w)

On aura donc

n:il.

Mais ici il faut généralement conserver les deux signes.

Remarque. — Toutefois si f considérée comme fonc-
tion de o seulement est, soit une fonction paire, soit
une fonction impaire, on prendrasoit n—=1oun=—1.
Nous pouvons toujours écarter ce dernier cas cn divi-
sant le premier membre de I'équation par une puissance
impaire de o convenablement choisie.



Nous aurons donc ici
By f(p,B+w)=nf(—p—w) aveec 7=z

Donnons maintenant la démonstration analytique du
théoréme I; nous en déduirons une formule impor-
tante,

Soient deux rayous principaux § et # faisant eutre
eux I'angle ©. Deux rayons R, R,, symétriques par rap-
port a , donnent

(1) flp, 0+w)=1f(s0,0—w) avec e=1,

suivant que § est de premiére ou de deuxiéme espéce.
Prenons leurs syméiriques relativement a 8 (e'===1),

Sy 0+ w)y=7"f(5,0 + 20 —w),

) S(pr 0 —w)=7"7("0,0 + 20+ w).

Ces relations, ayant lieu quel que soit p, subsistent si
I'on change o en ep simultanément dans les deux
membres.

La deuxiéme peut done s’écrire
Sleg, b —w)=7"f("p,0 +20 + w).
Reportons dans I'équation (1),
(3) S0, 0 +20—w)=1[(s0,0 + 20+ w).

On peut encore supprimer, de part et d’autre, le fac-
teur ¢,
Sf(o,0+20—w)=nf(ep, 020+ w):
f 4 20 est donc bien un rayon principal de méme es-

pece que 9 et avec le méme facteur .

Corollaire. — Dans I'éguation (2), remplacons le
deuxiéme membre parla valeur (3), on a

S, 0+ w) = 7' f(22'2, 8+ 0+ 29)
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ou, enremplacant par o I'angle 8+ qui est quelconque,
(G) S(py w) =77 f(s2/p, 29 + w),
formule fondamentale.

Nous distinguerons encore deux cas, comme dans la

premieére Partie.

Previter cas. — La courbe est obtenue tout entiére
en faisant varier o d’un angle 2 U,

§ [ — E(/uation geénérale des courbes possédant
m axes de premiére espéce.

Jobserve d’abord que m doil étre premier avece ., a
moins que l'un de ces deux nombres ne soit égal a
I'unité, si, comme nous le supposons toujours, 2 pw est
Iintervalle le plus réduit possible donnant toute la
courbe.

En effet, ’angle de deux rayons principaux consécu-
tifs est

184

m

(?:

Supposons pour un instant que 7 et p. aient un plus

.. ( m=md
grand commun diviseur d >> 1, de facon que ‘ ’
1 vient | p=md,
il vien

o= b,

my
Appliquons m, fois de suite la formule (C)
SUEE) 0, 0 +amye] = (41")™ f(p, w).

Mais 2m; 9 = 24, = et les axes étant de méme espéce
!

ge =1,

“

Sy w0 +2pm) = (77/) f(p, w),

la courbe se reproduirait aprés un intervalle 2, = : done
247 ne scrait pas le plus réduit possible.



(357)

Cette démonstration s’appliquerait aussi, on le voit,
a des axes de deuxieéme espéce.

Ceci posé, j'imagine une courbe ayant m axes de pre-
miére espéce qui passent par le pole, et je prends I'un
d’eux comme axe polaire afin de simplifier. Le rayon
principal suivant fait avec lui l'angle % On devra

donc avoir les deux relations
‘, f(n°7 —w) Ef(.ovw)y

(4) pr _ e
e E s )

D’ailleurs, si ces conditions sont remplies, la combe
possédant deux rayons principaux distants de %', on a

m dans U'intervalle pr=. Cela résulte du théoréme I et de

ce que la fraction ,—*:l est irréductible.

Or il est facile de vérifier que les deux fonctions par-
ticuliéres

satisfont chacune aux conditions (4):il en seradonc de
méme de toute fonction F(u, ¢) uniformeen u et y, et
Péquation F(u, ¢) = o représente une courbe possédant
les m axes de symétrie. Je dis, de plus, que pour obte-
nir tout entiére il est nécessaire ct suflisant de faire va-
rier  de 2 pr.

En effet, m et u étant premiers entre eux, la plus

. . muw . . N
petite période de ¢ == cos e qui soit en méme temps
multiple enticr de = est 2uwsi m est impair. Clest px
si m est pair, mais alors, p étant impair, il faudrait
changer ¢ en —g avec w en pr—+ w et la fonction
changerait : donc on ira encore jusqu’a apm.



( 358)

Inversement, jedis que 'équation I (u, v) = o, dans
laquelle I' est uniforme en w et v, est I'équation géné-
rale des courbes ayant m axes de premicre espéce et
obtenues par une varialion minima de 2 ur.

Soit f(p, w) = o I"équation d’une pareille courbe,
il suflit de montrer que, si I'on exprime o ct w en uety,
f devient une fonction uniforme deu et ¢

S(p,w)=F(u, v).

Supposons eflectuée la transformation, ct soit (u, v)
un systéme de valeurs u et v, on a

muw
o=u, Ccos——=yp
Posons

ma

¢ = COS — »

il vient
2kun
W = H -+ x£,
l\l

On aainsi 2m valeurs pour w.

Ainsi, au systéme (u, v) correspondent 2m points
du plan. Je dis qu'en ces 2m points la fonction
J(p, ©) =F(u, ¢) reprend la méme valeur.

Appliquons pour cela k fois la formule (C), il faut y
faire

n=c=¢ =1, flp,w)=[(g,2ko+w).
Mais © = %; donc, pour la premiére série de m points
2kur
n

W=

“+a,ona

f(p» 2hpm a) = f(p, ).

m

Pour la deuxiéme série de m points

S <.°7 zk,;m —x> =f(p. —a),
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ety d’aprés la premiére formule (4),
= f(p,a).

Ainsi, pour un systéme (u,v), F(u, v) n’a qu’'une
seule valeur f(p, #) : c’est donc bien une fonction uni-
formeen u et v ('),

§II. — Equation générale des courbes ayant m axes
de deuxiéme espéce.

m et @ doivent encore étre premiers entre eux a
moins que l'un d’eux ne soit égal a 1. De plus, j'observe
que le facteur 7 de la formule (B) n’est pas altéré par
une rotation de I’axe polaire, car cette formule exprime
simplement que les valeurs de o qui correspondent a
deux rayons donnés sont égales et de signes contraires,
résultat indépendant de I'origine des angles polaires.

On doit avoir, comme tout a I’heure,

‘f(P,w)ET.f(—p,——w%
@ [ /(057 w) =iy (=0 B =),

m

et, en vertu de la remarque qu’on vient de faire, on peut
s¢ borner aux trois cas que voici :

" n=I, 20(71:_'[1 30 n=—1I,
n'=r; 21.’=—1; =1
1° n =7'=1. — Ici nous poserons

I
o
E.
J

|

<

muw
¢ = COS — -

(*) Nous avons suivi pour cette démonstration un mode de rai-
sonnement analogue & cclui adopté par M. Ed. Goursat dans son
Mémoire « Sur les surfaces qui admettent tous les plans de symétrie
d’un polyédre régulier ».
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Ces deux fonctions satisfont aux conditions () pour
= ‘I,' = 11.
Et I'on montrerait encore que I’équation gﬂ'nérale des

, ,

courbes ayant les propriétés énoncées est
F(u, ¢v)=o.

F étant une fonction quelconque uniforme en u« et y.
9" 1, =1'= — 1. — Prenons les deux fonctions

‘ u=p,

t muw
v = tan )
[v=rene iy

< .

qui satisfont aux conditions (3) pour , =1/ =—1. Si
F(u, v) désigne une fonction uniforme quelconque,
mais impaire en u ety, ¢’est-a-dire satisfaisant & I'iden-
tité F(—uy, — ¢v) =—F(u, v), I'équation I'(x, v) =0
représente une courbe ayant les propriéiés énoncées.

Réciproquement, je dis qu’on a la I’équation générale
de ces courbes.

Soit, en eflet, f(5, w)=0 'une de ces courbes. Ex-
primons s etw enwet o, il vient

- nmw
P=u, tang —— =y,
)
Je pose
ma
¢ = lang —,
2
-
d’ou
muw ma 2h ut
RO g B 2k
2 2 m

ce qui donne m points du plan correspondant 4 un
couple de valeurs (u, ¢). Je dis qu'en ces m points
S(py ©)ou F(u, ¢) reprend la meéme valeur.

Iei la formule (C) est

(o, w—+29)=f(s,m). o:ﬂt;
' m
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appliquons-la & fois

£ (o 2R o 0) = fomy

m

F(u, v) reprend bien la méme valeur, elle est uni-
forme.
Fajoute qu’elle est impaire en u et v. Pour cela, je

considére le couple

—Uu
" Les valeurs correspon-

P =—9

dantes du rayon vecteur et de 'angle polaire ¢'«’, sont

p=—0p ¢'=—9¢ =tang < m:z)
= — y = — = s _——— b
b A 2“
d’ou

N .
Mais, d’aprés ce qui précede,

£(# B —a) = f(e =) = (== ).

m

Or f'satisfait par hypothése aux conditions (5) et la
premiére donne ici

f(_(ov —l)E—f(.ov a)-
Ainsi
F(—u,—v)=—F(u,v), C. Q. F.D.

Remargue I. — La deuxiéme séric de m points
forme avec la premiére un ensemble de 2/m points ayant
la symétrie de deuxiéme espécc par rapport aux m axes
donnés.

Remarque II. — Si m est pair (m = 2m/)la fonction
mw L3 e s m'w . .
tang;— se réduit a tang — mais le raisonnement
P -

précédent est toujours vrai.
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30 4, =—1, 7 =1.— On prend
.omw
‘ u = Ssin )
<
muw
Y = pCOS——-

et une fonction quelconque F(u, ¢), mais uniforme el
impaire, en wety.

Réciproquement, F (u, ¢)= o est alors I’équation gé-
nérale cherchée.

§ Ill. — FEquation générale des courbes possédant
m axes de l'une et l'autre espéce.

On a vu (premiére Partie) que m=2m’ et qu’il y a
m’ axes de chaque espéce.

On montrerait, 4 I’aide du raisonnement déja suivi,
que m' est premier avec i, a moins que I'un d’eux ne
soit égal a I'unité.

1° Je suppose les rayons principaux simples. — On
ne peut alors avoir a la fois w et m/ impairs.

En efet, la formule (C) est alors
S, w)—z‘r,f(——lo,w—&—z?).

On a
X—J.E

T
, [kl
m

o= 20 =
;

m
Appliquons m' fois cette formule
S(pyw) = fl(—p)" © + pz],
ou, puisque m' est supposé impair,
Slpyw)=7f(—p, 0+ pr).

. s 3y, . . . .
Ainsi 'équation ne changerait pas si l'on changeait
wen uw 4 wet pen — o, et comme 1~ est impair, on
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aurait toute la courbe en faisant varier w de 0 a pr:on
serait donc ramené au deuxiéme cas.

Done si px est impair m' est pair. D’ailleurs, si w est
pair, m' est impair puisqu’il est premicr avee p.

Ceci posé, nous avons deux hypothéses & examiner
suivaut que le facteur o de f relatif a un rayon de
deuxiéme espéce est égal a == 1.

(@) n=1. — Prenons comme axe polaire un rayon
de premicre espéce, il faut que f(p, w) satisfasse aux
deux relations

S(prw)=Ff(+0,—w),
© \f<915;§+w)5f<—9,%§—w)-

Posons
u=p?
m'w
Vv = P COS —»
IJ.

I'équation générale des courbes dont il s’agit sera
F(u,v)=o,
F(u, v) étant une fonction uniforme quelconque.

(b) 1 = —1.— Prenons comme axe polaire le rayon
de deuxiéme espéce. Ici f doit satisfaire aux conditions

F(py0)=—f—p,— w),
(7) f(p,E:+w>Ef<P)%t—w>‘

m
On a d’abord les fonctions

pe=e

. nmw
(v:sm——:
n

puis toute fonction uniforme et impaireen u et v, F(u,v).
2° Tous les rayons principaux sont doubles. — Nous
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avons annoncé dans la premiére Partie que le nombre
m' de ces rayons était impair.
Supposons, en eflet, qu’il soit pair, m'= am’, u se-
rait impair. La formule (C) est alors

S(FEo, w-+20)=f(p, w),

appliquons-la m” fois :

, f(Zp 0+ am's)=f(p, w),
mals

o=YE,  amlo—pum el f(Zp,0+ pn)=/(5, 0);
ne

la courbe se reproduirait au bout de Iintervalle pr, et
comme p est impair, on scrait ramené au deuxiéme cas.

Prenons 'un de ces rayons comme axe polaire; il faut
que f(p, w) satisfasse aux conditions

Sy w)=1/(Fp, —w),
(8) '\f<9’:m+w>2,r‘,f<i9,%;_w>_

m'

Ces formules montrent que f(p, ) est d'une parité dé-
terminée par rapport a 5. On peut toujours la supposer
paire, sans quoi on diviserait par une puissance impaire
de o convenablement choisie; on a alors v =v'=1,
ainsi qu’il résulte d’une remarque faite au commence-
ment de la deuxiéme Partie.

Nous prendrons alors

h

b
m'w
¢ = cos

Il

’

(u:o‘-’
l

lJ.

et pour I'(w, v) une fonction uniforme quelconque.
Deuvxiive cas.—La courbe est obtenue tout entiére

en faisant varier v de (2 w o+ 1)T.

Il v a alors m’ axes de chaque espéce.
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Je dis que, st aucun des nombres m' et 2 1 nest
égal a 1, ces nombres sont premiers entre eux.

Supposons, en effet, qu'ils aient un plus grand com-
mun diviseur d > 1,

{ m'=my d,

? 2 +1=p d.

(2p+D7T w7
m — m

la premicre Partie). Appliquons m, fois la formule (C),

Soit d’abord m' pair, alors © = (voir

SI=nmp, 0 +2mig]=(n1")m f(p, w).

Mais d est impair comme 2. + 1 : donc m’ étant pair,
m, D'est aussi; on aurait

S(py 0+ 2("'17:)5./‘(97 ),

et toute la courbe serait obtenue en faisant varier w
de 2u=. Mais d qui est impair est au moins égal a 3.

oy < pyd <2wm 41, Tintervalle (20 4 1)® ne se-
rait pas le plus réduit.

Si m/ était impair, on appliquerait 2m, fois la for-
mule (C). Puisqu’il y a des axes de chaque espéce, nous
aurons les mémes subdivisions qu’au § III du premier
cas.

1° Je suppose les rayons principaux simples —Alors
m/ est impair.

Nous avons deux hypothéses a examiner suivant que
le facteur 7 de f relatif 4 un rayou principal de deuxiéme
espece est égal a == 1.

(a) n=1. — Prenons comme axe polaire un rayon

. . 2 = .
de premiére espéce, le rayon (—P';I_—)— scra de deuxiéme
espéce.

Il faut que f(p, w) satisfasse aux conditions analogues
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aux (-qualious (6):

(ﬂ.ﬂ,w) =Sy —w)
?f[?v(2:L+l)ﬂ+cu]zf[——p,(_2.ﬁ7_;'l1_w]_

m
Or les deux fonctions

‘ll

'v:pcos

1l
O

mw
‘ZlJ‘ —+ 1
y satisfont ctil en est de méme d’une fonction uniforme
quelconque I'(u, 0).

De plus, si 'on change p en —p ct qu’on augmente

N — N !/
wde(2u+1)7, uetv ne changent pas puisque m' est
impair. Donc la courbe F(u, ¢)=o0 est décrite tout
entiére ct une seule fois, puisque m' est premier avec
y . N . ’ . . ’

2u ~+ 1. Dailleurs, 1'(u, v)= o est bien I'équation gé-
nérale.

(b)  =—1. — Prenons ici comme axe polaire un
rayon de deuxieme espéce. On a les équations de condi-
tion

‘f(P,m\»:—f(— oy —w),
o250 g e ]

m m
Les fonctions particuliéres
‘ U=y
| m'w
[¢
[ 21+ 1

)
sin

Il

y satisfont, ainsi qu’une fonction F(u, ¢) uniforme et
impaire en u et y. Dailicurs F(u, v)=o0 sera l'équa-
tion générale des courbes ayant la symétrie en question.

2* Les ray ons principaux sont doubles. — Alors m’
e.st pair, O est centre de troisiéme espece (premiére Par-
tie). f(5, ®) est une fonection paire en o. Elle doit sa-
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tisfaire aux équations analogues & (8),
J(o, w)=f(F£p, —w),
?f[:;’m‘t—%jl)f—f—m]zf[—_&— o,(z_“_‘_,;)ﬂ_m]‘

m ; m

On prendra comme fonctions particuliéres

( u
(

_mu
2y.+l

Y = C

et en général une fonction uniforme quelconque I (, ¢).

Disposition des axes de symétrie. — On peut main-
tenant établir le résultat suivant :

Dans le premier cas, les ax es de sy métrie sont simples,
dans le deuxiéme cas ils sont doubles.

D’abord, pour le premier cas, il suffit évidemment de
se borner au § III, le seul ouil y ait des axes de chaque
espéce.

Si un axe était en méme temps des deux espéces, il
devrait correspondre 4 la fois 4 deux rayons principaux

de la forme G et O+ (2h+1) ’-?: et d’espéce dilférente,
ce qui exigerait, en supposant simples tous les rayons
principaux, que (2k +1) g fut dela forme (27 +1)vet

|l
comme (D = —_'L ’

(2k +1)m' =(2h +1) 1.
D’apres cela, et m/ devraient étre tous deux pairs ou
tous deux impairs, ce qui est impossible ici.
Si I'on supposait doubles tous les rayons principaux,

- . . um
(2k+1) 5 serait de la forme Ao, mais ¢ = Il—n—

2> 1l vien-
drait (2& +1)n/= 2hy, cc qui est encore impossible,

m' étant impair.



Dans le deuxiéme cas, les deux mémes relations sont, au contraire, toujours possibles d’apres
la forme de .
Résumons maintenant dans un Tableau les divers résultats de cette premiére Scction.

Premier cas. Deuxi¢me cas.
w varic de o a 2. w varicde o a (2p —+1)*®.
.. . / mw
m axes de premicre espéce.... [T (p, cos — ) =o
|2
)
' . mw mw
n=r'=t...... F{p,sin—r01:, — ) .
m axes B
de mw
/ . . .
L =7'=—1.... (o, tang -— ) =0 (Fimpaire
deuxié¢me K ! <' ’ ° o ) ¢ l )
espéce
. omw mw . .
n=—1,7v'=1.. F(sin—, pcos— )=o (Fimpaire)
2 2L
’ ’
) mw o m'w
Ravons n=1... IF(o%pcos—— =0 F(o2 0cos ——)=o0
. y DA N DRI 2
m' axes L ) t I
| principaux ¢ ,
de . . mw . . .o onmw . .
simples |y =—1. T 0,sin — )= o (Fimpaire) F(o,sin —— ) =0 (Fimpaire
3! ) 2 I
chaque T 241

espéce Rayons principaux ol s m'w , m'w
doubles % I (p—, cos . >:o F(p~, cosm>=o

( 89¢ )
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Secriox Il — Center pE sy wviTrIE.

Si le pole est centre de symétrie de premiére ou de
deuxiéme espéee, c'est que w varie de o 4 2 um.

Dans la premiére hypothése, u doit ttre impair, et,
d’aprés la premiére Partie, f(p, w) devra satisfaive a
Pidentité

Slo,w)= Lk f(p, w+ ux),
Ie facteur k peut étre soit une constante, soit une fone-
tion de ¢ et w.
L’équation générale sera

10 ..
F(p, tang —> =0 (Funiforme).
"

y
Pour un centre de deuxiéme espéce, on a I'identité
S, w)=1k f(— 2, p= + w),
et p. pair.
L’équation générale scra
S ©" S
I ( 2%, 0 cos - ) =o (F uniforme).
lJ.

\
\

Enfin le pole peut étre centre de troisieme espéce, il
faut pour cela que f(z, ©) soit d'une parité déterminée
par rapport a la scule variable g.

Secrion III. — CeNTRE ET AXES.

On peut enfin comparer la Section I a la premiére
Partic; on est ainsi conduit aux résullats suivants :

Previer cas: o varie de o @ 2p= (§ et I1). — Les
axes étant d’une seule espece, le pole ne peut étre centre
que de premiére espéce. Pour cela, il faut ct il suffit que
& soit impair et m pair.
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(1. Je dis que le pole est toujours un cenlre
de Uune des trois espéces.
Supposons les rayons principaux simples.

‘. . . . ' o
Si woest umpair, m' est pair, le rayon 0 4+ m ¢ est de

méme espéce que 0, mais § 4 m'o =0+ % 21l est done
perpendiculaire a 8§ et le pole est centre de premiére
espece.

Si u. est pair, m' estimpair, § 4+ m'¢ est done d’espéce
BT
2
rection que 9, les deux axes sont rectangulaires et le

différente de 0, mais § + &= s'applique sur la méme di-

pole est un centre de deuxiéme espece.
Fnfin, si les rayons principaux sont doubles, le pole
est centre de troisiéme espece.

Detxiive cis : w varie de o @ (2 +1)%. — O ne
peut étre centre que de troisiéme espéce; il le sera, si
les ravons principaux sont doubles, ce qui exige m/ pair.
Dailleurs cela sullit.

Stetion V. — EQUATION CARTESIENNE DES COURBES
AYANT M AXES DE SYMETRIE PASSANT PAR L ORIGINE.

Nous allons montrer que si 'on transforme en coor-
données cartésiennes les dillérentes équalions obtenues
précédemment en coordonnées polaires, on obtient une
forme unique.

Observons néanmoins que cette transformation pou-
vant compliquer siguliécrement I’équation de la courbe,
il v avait intérét a drudier la symétrie sur les formes
dounéces.

Comme la distinclion des axes de symétrie en deux
especes n'a pas licu d’étre faite en coordonnées carté-
siennes, M sera simplement le nombre des axes diffé-
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rents au point de vue graphique. Je dis que, dans tous
les cas de I'étude précédente, la courbe se superpose i

clle-méme si on la fait tourner de )]\—1; autour du pole (*).

Previer cas. — Alors tous les axes de symétrie sont
simples, donc M =m. Examinons les divers para-
graphes.

(§ [ et II). D’abord la courbe se superpose a elle-
méme si on la fait tourner de 2¢. La formule (C) est,
cn effet,

S0 +20)=17f(p, w).
Le point M vient en M ( fig. 3). Il suffit donc de mon-

trer qu’une rotation égale a un certain multiple de 2¢
27T

estégalea ==, augmenté, s'il le faut, d’un certain nombre

M
de circonférences, ou
27 .. o
Loog =2hm + — ici o= T,
m ! m
kp—hm =1,

m et w étant premiers entre eux; cette équation peut
¢tre résolue par des valeurs entiéres de % et de k.

(§ II). Le pole est toujours centre, la formule (C)
devient

S(—p w+29)=77(pw);

clle estrelative aux points M et M”( fig. 3). Mais, comme
le pole est centre, le symétrique M’ de M est encore sur
la courbe et la courbe se superpose par une rotation
égale a 29. Une rotation égale a = produirait le méme
résultat puisque O est centre. On doit donc avoir

2w
koo =hw+ —;
m

(*) Cette propriété pourrait élre posée a priori d’aprés la symé-
trie au point de vac géométrique pur.



(372)

. T
01 - N rn—
1” Les rayons principaux sont simples, ¢ = o
m = am', ku—hm'=1, relation possible;
el X _pw
2° Les rayons principaux sont doubles, ©= =

k.aw —hm'=1, relation encore possible, m' étant im-
pair.
Deuvxiime cas. — Alors les axes de symétrie sont
doubles, leur nombre est donc M =m/. Je dis qu’il faut
. AT 2T
encore faire tourncr la courbe de == = = pour qu’elle
M m
se superpose a elle-méwme :
1* Je suppose simples tous les rayons principaux;
alors m’ impair, O n’est pas centre, la formule (C) est

S(—p.w4+20)=71 f(5. w).

Appliquons-la deux fois, la courbe se superpose par une
rotation de 4. Il faut donc éablir la relation

hojo—vhm— =
b m'’
or
(v 4+1)%
o= o
am
done

(a0 —hm' = 1.

relation possible en /4 et k3

2° Je suppose que tous les rayons principaux soient
doubles; alors m/ est pair, O est centre de troisieme
espeee, les rotations 29 ou = superposent la courbe a
clle-méme, il faut done éablir que

kovo=hz+ 9—’;;;
or
_ (2u+n=

%
T . M

m
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mais

m' =aam". l2aw—1)—hm"=1,

relation possible.

Ceci posé, soit ®(x,) )=o0 I'équation d’une courbe
avant les M axes de symétrie, I'un de ces axes étant pris
comme axe des « et oy perpendiculaire i ox.

Appliquons les formules

I = pcosw,

Yy =psimw,

et soit f(p,w)= o I'équation ainsi obtenue. D’aprés ce
qu'on vient de dire des axes, cette fonction f(p, w) doit
satisfaire aux deux conditions

~j(9a— w)=f(p, w),

(1) "/(P,w_l_ \'{)_Ef(\o.(u)v

et cela sullit.
Or les deux fonctions particulicres

§ u=p?
¢ =" cosVw,

y satisfont ct il en sera de méme de toute fonction uni-
forme I(u, ¢). En reprenant encore le procédé employé
au cours de cette étude, on montrerait que F(u, v)=o,
dans laquelle F(u, v) est uniforme en « ct ¢ est 'équa-
tion géndrale des courbes satisfaisant aux équations (1),
cest-a-dine ayant M axes de symétrie.

Or on a inversement

P2 = a4 2,

et la formule de Moivre donne immédiatement

—')x“—?_y-’—i—....

MM —
MeosMw = 2V —f~l—

.2
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L’équation cartésienne cherchée est donc enlin

) M(M—1)
F [ar-+y2, M — —

N M(M —)(M - 2)(M —3)
1.2.3.4

a2 2

:v-“—'*y‘—-...] =o0 (1).



