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LA SYMETRIE EN COORDONNEES POLAIRES ;
Par M. J. LEFEVRE,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée d’Amiens.

Lorsqu’une courbe rapportée a des coordonnées po-
laires est symétrique par rapport au pole ou posséde des
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axes de symétric passant par ce pole, on peut utiliser
ce centre ou ces axes pour simplifier la construction de
la courbe.

Dans une premi¢re Partic nous indiquons les diffé-
rentes combinaisons de ces symétries et nous donnons
une régle permettant de reconnaitre dans tous les cas
I'arc minimum de la courbe qu'il suflit de construire
directement, puis le procédé pour en déduire tout le
reste de la courbe d’une fagon précise.

Dans la seconde Partie, nous cherchons la forme ana-
Iytique de I'équation d’une courbe quelconque possé-
dant telle ou telle symétrie.

PREMIERE PARTIE (4).

Imaginons une demi-droite ou rayon R tournant
autour du pole a partir de 'axe polaire. Soit © son
angle avee Ox. Aprés avoir décrit un angle égal 4 27, il
revient s’appliquer sur la méme direction. Dans la
suite, pour abréger le langage, nous distinguerons les
uns des autres, au moyen de 'angle polaire correspon-
dant, ces rayons ainsi superposés. Nous dirons : le
rayon o et le rayon o + 2k,

Secrion 1. — Axes de symétrie.

Soitun rayon faisant avec Ox 'angle 2 et supposons
qu’en remplacant o successivement par a4 o et o—w'
dans 'équation d’une courbe les deux équations en p
ainsi obtenues aient les mémes racines; les points de la

(') Jai exposé depuis quelques années dans mon Cours les points
fondamentaux de cette premiére Partie.
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courbe sont alors deux & deux symétriques par rapport
a la droite indéfinie A qui conticent le rayon a.

Imaginons encore un autre rayon 3 tel que, si Uon
remplace, dans I'équation d’une courbe, o successive-
ment par § =+ o' et $ — o', les valeurs correspondantes
de p dans ces deux cas sont égales ct de signes con-
traires; les points de la courbe sont alors symétriques
deux 4 deux relativement a la droite indéfinie B perpen-
diculaire a §.

Nous dirons dans ce qui suit que A est un axe de
symétrie de premuiére espéce, B de seconde espéce, ct
nous appellerons rayons principaux les rayons o
s ().

Tarovive. — 8i l'on prend par rapport & un rayorn
principal le symétrique d’un rayon principal, on en
obtient un autre de méme espece.

Soicnt 4, 6" deux rayons principaux faisant entre eux
un angle o. Je dis que le symétrique D de 6 relativement
a §" est un rayon principal de méme espéce que 0.

Supposons par exemple § de premiére espéce, les va-
leurs de p qui correspondent 4 denx rayons R, R, symé-
triques par rapport a § sont les mémes. Replions R
ct Ry autour de ', on obtient R" et R). Les valeurs de ¢
ne changent pas, ou bien changent toutes de signe sui-

(') La 1ccherche de rayons principaux 8, pour lesquels on rem-
placerait © par 6 — o' ¢t 0 24 % — ', ne donncrait rien de plus.
Car st 'on prend pour nouvel axe polaire le rayon 8, =0+ kT,
auquel cas 'angle polaire est v} = v’ —A=w, on a

)+ =0 -+uw et froht—w =0, —wi.

Cela 1evient donc a remplacer » par 0,+ w], puts §, — wi; 0 est par
suite un rayon principal défini comme plus haut. On obtiendrait cc
résultat en faisant tourner de A = 'ensemble des rayons principaux.
et Lon retrouverant les mémes aves de ~ymetrie.
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vaul que § est de premiére ou de seconde espéce; en
tous cas clles sont les mémes pour R’ et R),. Mais R’ ct
R sont évidemment symétriques par rapport a L : donc
D est comme 6 un rayon principal de premiére espeéce.

Jusqu'ici nous n’avons fait aucune hypothése sur la
variation qu’il faut faire subir 4 » pour avoir Loute la
courbe. Nous allons maintenant supposer cet intervalle
limité, ce quine peut avoir licu que de deux facons : ou
bien c¢n ajoutant 2 pw (@ entier) a w, I'équation en p ne
change pas, ou bien cette équation redevient la méme
si Pon y change w en (2 +1)% + w et p en — p. Nous
supposerons toujours cet intervalle le plus réduit pos-
sible (*).

Examinons séparément chacun de ces deux cas.

Previer cas. — La courbe est obtenue tout entiére
en faisant varier w d’un angle 2 ur

Turorime II. — 0 étant un rayon principal, tous
ceux (/ui donnent le méme axe de s)’nu‘lrie sont com-
pris dans lafol'mu[() G4+ h uw (hentier (/ue/com/ue).

Soient, en effet, M et M’ deux points de la courbe qui
correspondent a §— o et 4+ o (w compté a partir du
rayon 0). Un rayon principal § donnant le méme axc
de symétrie que 0 sera de la forme § =0+ A=, je dis
que k est de la forme /. En effet, soit ' 'angle polaire
compté a partir de §', on a

w= '+ kx;

(*) Il est facile de s’en assurer dans la pratique. Soit, en eflet, Ax
Pintervalle minimum qui donne la courbe entiére, si A esL inféricur
A 2y ou (21 +1), ce sera un diviscur de ce nombre, sans quoi I'in-
tervalle 2p=[ou(2p + 1) =] reproduirait un certain nombre de fois
la courbe plus une fraction de cctte courbe. On essayera donc pour X
tous les diviseurs de 2p(ou 2 -+1) en conservant o ou le chan-
geant en — o suivant que A est pair ou impair.
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d'ou ,
e =0 —w— ‘2/(:‘:,

) +—w=>04 w.

Si 4 I'argument de M on ajoute 2 uw ou 2/ pw, o ne
change pas, donc les deux arguments

N—w+2hpr=0—ow—2kr +2hyn,

0+w=>0-+0

’ . A . 7
déterminent les mémes points M et M.
Pour que ces deux points soicnt encore symétrigues

par rapport & I'axe correspondant a #, il faut évidem-
ment que 2k =2/ pz. Ona donc

0 =0+ /uxr. C. Q. F. D.

Ceci posé, imaginons tous les rayouns principaux dans la
courbe. D’aprés le théoréme Il tous ceux qui donnentdes
axes différents sont contenus a partir del'un d’cux 4, dans
Pintervalle (0, 8, + p=). En outre, il résulte du théo-
réme I que ces rayons sont équidistants ; sinon on en trou-
verait de nouveaux. Soit alors © I'angle de deux rayons
consécutifs, comme 8, + uz est de méme espéce que 0y,
il faut que pw soit un multiple de o: prm=mo(mentier);
d'on 9= %l: Il faut méme, s'il cxiste a la fois des
rayons principaux de premiére cspéce et des rayons
principaux de scconde espéce non confondus (ou
rayons simples), que ces rayons alternent (th. I) et que

. . T
leur nombre soit pair (m = am'), o = i
g 2m

Si un rayon principal est a la fois de deux espéces
(rayon double), on verra plus loin (th. VI) que tous
les autres sont doubles également, et que leur nombre
m’ est impair (seconde Partie). On a alors

T

-G

m'
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Résolvons maintenant la question poséc au com-
mencement; nous aurons deux hypothéses a exami-
ner :

1° La courbe ne posséde d’axes de symdtrie que
d’une seule espéce. — Soicent par exemple m axes de
scconde espéce. Tragons les m rayons 8 qui recouvrent
un intervalle pr et numérotons-les, dans l'ordre de

) . L R LT }J.T».'_
I'angle polaire croissant, de e s 31, Bay ooy Bine

Soient By, By, ..., By les axes respectivement perpen-
diculaires a ces rayons.

Construisons alors 'ensemble S, des ares de la courbe
obtenus cn faisant varier o entre 3y et 3,, je dis que S,
est Iarc minimum d’ou I'on peut déduire loute la
courbe. En cllet, sile rayon mobile R varie de 8, a B
les points M correspondant décrivent I'arc S, symé-
wrique de S, par rapport a B,. Donc, inversement, si 'on
replie 'arc S, autour de By, ce qui donne S,, c’est
comme si I'on faisait décrire au rayon mobile R V'angle
8.8

On replicra ensuite S, autour de By, I'arc S; ainsi
obtenu correspond pour I'angle polaire variable a I’an-
gle ByPy, ovon

Aprés 2m —1 retournements, l'angle polaire aura

donc parcouru % +(2m— :)%‘ = 2ux. Nous aurons
donc la courbe tout entiére, mais sans superposition
d’un arc déja obtenu sur lui-méme.

Tous les axes sauf By ont servi deux fois.

On opérerait de méme, pour des axes de premicre
cspéce. .

2° La courbe posséde des axes de chaque espéce. —
Supposons d’abord les rayons principaux simples, c’est-
a-dire d’une seule espéce a la fois, et soit m' le nombre
de rayons de chaque espéce.
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Numérotons les 2 rayons conséculifs 2%y, %, .... Soient
Ay, Ay, ... les axes correspondants, soient de méme
Biy Bay e les rayons de deuxiéme espéce et By, By, ...
les axes qui sont respectivement perpendiculaires.

Supposons, par exemple, 2y, 3, consécutifs et dans
Pordre o, 3,. Construisons 'arc §, dans cet intervalle,
¢'est encore 'are minimum. On en déduira tout le reste
de la courbe en le repliant successivement autour des
axes By, A, Bay Aqy B, .., et 'on aura toute la courbe
au bout de 2m — 1 retournements, tous les axes ayant
servi deux fois saufl A,.

Supposons au contraire les rayons principaux dou-
bles. On utilisera deux fois les axes d’une méme série.
Daillcurs, comme on le verra plus tard, les axes de
I"autre séric se trouvent ainsi utilisés d’cux-mémes par
le fait.

DevxteME cas. — La courbe est obtenue tout entiére
en faisant varier v de (2p +1)=.

Tatoreme II. — Sitoute la courbe est obtenue en
Jaisant varier v de (24 1)%, a tout rayon prin-
cipal § correspond le rayon principal d’espéce diffé-

rente ' = 0 + U E

Soit w I"angle polaire compté a partir de 6. Aux ar-
guments § —ow el § 4+ w correspondent des rayons vee-
teurs p et ep (e =1 sif est de premiére espéce, e =—1
si § est de deuxiéme espece).

Soit ' I'angle polaire compté a partir de

0'= 0+ pr + =
2
On a

a9

=00+ uT+ -,
2
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d’ou
0"+ 0w =0+ w,

V—w'=0—w-(20+1)r.

Donca i/ —w'—(2u-+1)% et al 4 o correspondent
p etsp; ajoutons (2 4+ 1)= au premier are, 5 se change
en — 3, done a ' — o et ¥+ o' correspondent — 0
ct ez B est done bien un rayon principal d’espéce con-
traire af.

Soit m' le nombre des rayons principaux de premicre
espece, il y aura m' rayons de deuxiéme espéce perpen-
diculaires a ceux-la. En tout m == 2m/.

Le théoreme I est encore vraiici. Du reste, puisqu’il
faut changer p en — ¢, quand on ajoute (24 +1)% a4 w,
¢ ne change pas si 'on ajoute 2(2 -+ 1)=. On en con-
clut que le théoréme IL subsiste en y remplacant p
par 2w 1. Les rayons prin(‘ipaux qui fournissent les
axes distinets sont contenus dans Uintervalle (25 +1)=.

Si m/ est pair, tous les rayons principaux sontdoubles.
En effet, soit 2 un rayon de premicre espéce, il lui cor-
respond un rayon 3 de deaxiéme espéce ala distance
(2p—+1) g D’autre part, d’aprés ce qui précéede, tous
les o partagent Uintervalle (2u +1)% en m/ parties
égales et, puisque m' st pair, 'un de ces rayons sera a la

distance (2 + 1) =» on aura un x ct un 3 coincidents;
2

donc tous les autres coincident.
Si w/ est impair, le méme raisonnement montre
qu'aucun o ne coincide avec aucun 3; donc tous les

rayons sonl simples. Ainsi, pour m' pair, Vangle ¢ de

.. Gealifs . (p+nm,
deux rayons principaux conseculits sera 3 = ————;
;- . (2p+1)%
pour m’ unpair o= ———
‘4 m

Quant a I'usage des axes, il est le méme que dans le

Ann. de Mathemat., 3 ~crie. L\, (Nout 18g2.) 22
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cas précédent, seulement on ne replie qu’ane fois autour

de chaque axe.
On peut donc énoncer cette régle générale :

RicLE. — On construit la courbe entre dewx rayons
principaux consécutifs 8, §', puis on replie successive-
ment l’arc, ainsi obtenu, autour des axes qui corres-
pondent aux rayons suicants, & commencer par ¥.

Section Il. — CeNTRE DE SYMETRIE.

Le pole peut étre centre de symétrie de trois ma-
nieres :

1° Lorsque ’équation de la courbe ne change pas si
I'on remplace w par (24 +1)% + w (kentier);

2 Lorsque I'équation de la courbe ne change pas si
Pon change g en — o et w en 2hT 4+ w5

3° Enfin, lorsque les valeurs de o correspondantes a
une méme valeur de o sont deux a deux égales et de
signes contraires.

Nous dirons, suivantces trois cas, que O est un centre
de symétrie de premicre, deuxiéme ou troisieme espéce.

Tatorime IV. — Lorsque la courbe s'obtient en fai-
sant varier w de 2uz, le péle ne peut étre centre de
premicre espece que si i est impair; il ne peut étre
centre de deuxiéme espéce que si u. est pair. Il peut,
d’ailleurs, étre centre de troisiéme espéce.

Supposons, par exemple, que O soit centre de deuxiéme
espéee, il existe un nombre % tel que les arguments o
et v + 22w donnent des points de la courbe symétriques
par rapport au pole, c’est-a-dire tels que 5 se change
en — 0. D’abord il est clair que 2= peut toujours étre
supposé inférieur a 2u®, car on peut retrancher a o
autant de fois 2 u= qu’on le veut. Ajoutons encore 2=,
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¢ change encore de signe et reprend sa valeur primitive
etlintervalle 4= reproduit toute la courbe : ¢’est donc
Vintervalle réduit 2u= ou Pun de ses multiples. Si
¢’était un multiple, ce serait au moins 2(2ux) et 'on
aurait 222 2 ur, mais nous avons supposé 2 hw< 2 pr.
Donc 4= = ap=, = 21, donc w« est pair.

Méme raisonnement si O est de premiére espéce.

11 ¢n résulte que, pour reconnaitre cette symétrie, il
faut remp]acvl‘ ® par ‘117:—4,— W, g ne doit pas changcr ou
doit se changer en — o, suivaut que w est impair ou
pair.

TutorkMe V. — Lorsque la courbe enticre s’'obtient
en faisant varier o de (2 +1)%, le péle ne peut
étre cenlre que de troisicme espece.

En effet, si le pole était centre de premiére ou de
deuxiéme espéce, on verrait, comme plus haut, que
2(2%) ou 2(2% + 1) doivent éire multiples de 2 +1,
donc Xk ou 2% 41, multiples de 2 w41, ce qui est im-
possible, 2% et 27 + 1 étant moindres que 2 +-1.

Ainsi, dans ce cas, le pole ne peut étre centre que de

troisiéme espéce.

Usage du centre. — Lorsque le pole est centre de
premicre ou de deuxiéme espéce, on peut abréger de
moitié la variation de w. On fera varier cet angle de o
a ww et Pon prendra le symétrique de I'arc obtenu par
rapport au pole. Si ¢’est un centre de troisi¢e espéce,
on construit seulement I'arc correspondant aux valcurs

positives de 3.

Section IHI. — CexTRE ET AXES.

Supposons que, le pole étant centre, la courbe ait un
axe de symétrie passanl par ce point, je dis qu’elle en
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admet encore un sccond perpendiculaire au premier.

Cela est évident, géométriquement, mais nous allons
donner la nature de ces axes.

1° Le péle est centre de premiére ou de deuxiéme
espéce. — Alors I'intervalle de variation de w est 2um.
Soit 8 le rayon principal donné. Aux deux rayons § — o
¢t § 4 o correspondent des valeurs o et eo (e == 1 sui-
vant Uespéce de 0).

Prenons, comme nouvel axe polaire, le rayon

, T
h'=0+ =.
2
On a
' uT
w=w - —;
2
L
d’ou

0+w=0+uw,

0—w=0—w+pr
On peut donce dire encore que p et ¢ correspondent a
4+ oet ) — o — .

D’autre part, le pole étant centre, aux deux angles
b+ o et 1+ o+ p= correspondent p et o (==
suivant que 6 est centre de premiére ou de deuxiéme
espeéce). On peut encore dire que o et <'p correspondent
A0+ o et V4 o' — um.

En résumé, ¢p ct ¢'s correspondent a § — o' — p=x
et O+ o'+ pm. Posons o'+ prm =w", ep = ¢’

On voit que ' et ec’s’ correspondent a 6 — o
ct '+ o’

Donc 0’ est rayon principal.

8i O est centre de premiére espéce, €' == 1, on voit que
i est de méme espéce que B. Mais alors . est impair

et 4+ u E est perpendiculaire a 6. Ainsi les deux axes

de symétric correspondants sont de méme espéce et rec-
tangulaires.
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8i O est de deuxiéme espéce, A o' correspond — ¢,
0" est d’espéce différente de 0, alors p est pair et la di-
rection de §' s’applique sur celle de 6 ou sur son prolon-
gement. On a donc encore deux axes rectangulaires.

2° Le péle est centre de troisiéme espéce. — Alors
tout rayon principal est & la fois des deux espéces. Soit
6 un rayon principal. A §+wet § — o correspondent
des valeurs p et ¢p (¢ marque I'espéce supposée de 6).

Mais 4 § — o correspond aussi — zp, puisque O est de
troisitme espéce. On voit ainsi que § est encore de
Pautre espéce.

Les deux axes de symétrie qui correspondent & ce
rayon principal double seront d’espéce différente etrec-
tangulaires.

Inversement. — Si la courbe posséde deux axes rec-
tangulaires de méme espéce, O est centre de premiére
espéce.

Si elle posséde deux axes rectangulaires d’espéce dif-
férente, O est centre de deuxiéme ou de troisiéme espéce
suivant que les rayons principaux correspondants dif-
XJ-W
2

férent de &= ou coincident.

Cetteréciproque résulte d’abord de ce que O est centre
au point de vue géomélrique pur et ensuite de ce que
les trois cas de 1’étude précédente avaient conduit a
trois conclusions différentes.

Le dernier cas donne cette proposition que nous
avons admise plus haut :

Tutorime VI. — Siun rayon principal est & la fois
des deux espéces, le pole est centre de troisiéme
espéce et tous les autlres rayons principaux sont a la
Sois des deux espéces.

Usage de la symétrie. — Si le centre est de pre-
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miére ou de deuxicme espece et qu’il y ait m axes, on
peut employer les m axes pour construire la moitié de
la courbe, puis achever parle centre. Le centre de troi-
siéme espéee permet sculement de construire la moitié

de I'axe minimum. (A suivre.)



