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LA SYMÉTRIE EN COOKDÜWÉES POLAIRES ;
PAR M. J. LEFÈVRE,

Professeur de Mathématiques spéciales au lycée d'Amiens.

'il ne courbe rapportée à des coordonnées po-
laires est symétrique par rapport au pôle ou possède des



( 3o3 )

axes de syinélrie passant par ce pôle, on peut utiliser
ce centre ou ces axes pour simplifier la construction de
la courbe.

Dans une première Partie nous indiquons les diffé-
rentes combinaisons de ces symétries et nous donnons
une règle permettant de reconnaître dans tous les cas
Tare minimum de la courbe qu'il suffit de construire
directement, puis le procédé pour en déduire tout le
reste de la courbe d'une façon précise.

Dans la seconde Partie, nous cherchons la forme ana-
lytique de l'équation d'une courbe quelconque possé-
dant telle ou telle symétrie.

P R E M I È R E PARTIE ( • ) .

Imaginons une demi-droite ou rayon R* tournant
autour du pôle à partir de l'axe polaire. Soit 10 son
angle avec Ox. Après avoir décrit un angle égal à 2ir, il
revient s'appliquer sur la même direction. Dans la
suite, pour abréger le langage, nous distinguerons les
uns des autres, au moyen de l'angle polaire correspon-
dant, ces rayons ainsi superposés. Nous dirons : le
rayon to et le rayon co -f- a/r-.

SECTION I. — Axes de symétrie.

Soit un rayon faisant avec Ox l'angle a et supposons
qu'en remplaçant w successivement par a-f-G/et a— w'
dans l'équation d'une courbe les deux équations en p
ainsi obtenues aient les mêmes racines; les points de la

(') J'ai exposé depuis quelques années dans mon Cours les points
fondamentaux de cette première Partie.



courbe sont alors deux à deux symétriques par rappoit
à la droite indéfinie A qui contient le rayon a.

Imaginons encore un autre rayon t8 tel que, si l'on
remplace, dans l'équation d'une courbe, co successive-
ment par p -f- to' et jâ — co', les valeurs correspondantes
de p dans ces deux cas sont égales et de signes con-
traires; les points de la courbe sont alors s\ métriques
deux à deux relativement à la droite indéfinie B perpen-
diculaire à [à.

Nous dirons dans ce qui suit que A est un axe de
symétrie de première espèce, B de seconde espèce, et
nous appellerons rayons principaux les rayons a

THLOUP ME. — Si Von prend par rapport à un rayon*
principal le S) métrique d'un rayon principal, on en
obtient un autre de même espèce.

Soient 8, 8' deux rayons principaux faisant enlie eux
un angle z>. Je dis que le symétrique D de 9 relativement
à 8' est un rayon principal de même espèce que 0.

Supposons par exemple 8 de première espèce, les va-
leurs de p qui correspondent à deux rayons R, R, symé-
triques par rapport à Q sont les mêmes. Replions R
et R1 autour de 8', on obtient R' et R',. Les valeurs de p
ne changent pas, ou bien changent toutes de signe sui-

( ' ) La îecherche de rayons principaux 6, pour lesquels on rem-
placerait w par 0 — o)' et 0 -r- °A~ — to', ne donnerait rien de plus.
Car si l'on prend pour nouvel axe polaire le rayon 6, = 8-t-À"n,
auquel cas l'angle polaire est a>J = w' — A-, on a

8-h </ = 8,-J-wî et 8 -r- >A r. — w = 6, — u[ .

Cela îcwent donc a remplacer M par 8,-f- o^ , puis 8,— wj ; 0, es( par
suite un ras on principal défini comme plus haut. On obtiendrait ce
résultat en faisant tourner de À z l'ensemble des rayons principaux,
rt Ion itMroiiNcidit les mêmes axes de s>metne.



( 3o5 )

vaut que 8' est de première ou de seconde espèce} en
tous cas elles sont les mêmes pour R' et R',. Mais R' et
J\\ sont évidemment symétriques par rapport à L : donc
D est comme 6 un rayon principal de première espèce.

Jusqu'ici nous n'avons fait aucune hypothèse sur la
variation qu'il laut faire subir à to pour avoir toute la
courbe. Nous allons maintenant supposer cet intervalle
limité, ce qui ne peut avoir lieu que de deux façons : ou
bien en ajoutant 2[JL7I(IJL entier) à to, l'équation en p ne
change pas, ou bien cette équation redevient la même
si l'on y change to en (2 [JL -+- 1)7: -+- co et p en — p. Nous
supposerons toujours cet intervalle le plus réduit pos-
sible (< ).

Examinons séparément chacun de ces deux cas.

PiiE-wiEit CAS. — La courbe est obtenue tout entière
en faisant varier (o d1 un angle iy.T».

THÉORÈME II. — 9 étant un raj on principal, tous
ceux qui donnent le même axe de symétrie sont com-
pris dans la formule 9 -\- h [xr. (// entier quelconque).

Soient, en effet, INI et M' deux points de la courbe qui
correspondent à 9— to et 0 -H to (w compté à partir du
rayon 8). Un rayon principal 0' donnant le même axe
de symétrie que 6 sera de la forme 9'r= 9 4- À 71, je dis
que h est de la forme Auu En effet, soit w' l'angle polaire
compté à partir de 8', on a

(') II est facile de s'en assurer dans la pratique. Soit, en effet, VIT
l'intervalle minimum qui donne la courbe entière, si X est inférieur
à 2 |x ou ( i\x H- 1), ce sera un diviseur de ce nombre, sans quoi l'in-
tervalle 2 [ix[ou(2 |x + 1)1:] reproduirait un certain nombre de fois
la courbe plus une fraction de cette courbe. On essayera donc pour),
tous les diviseurs de 2;x(ou 2ji-i-i) en conservant p ou le chan-
geant en — p suivant que \ est pair ou impair.
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d\)ù
O o) = O' (•)' 2/^TT,

O - j - oj = O' - i - CO'.

Si à l'argument de M on ajoute zwz ou 2 / / ^ , p ne
change pas, donc les deux arguments

0 — w + '}h[J.T. = 0'— w'— ikr. -\-ihJJLTT,

0 -+- tu = 0' -h w'

déterminent les mêmes points M et M'.
Pour que ces deux points soient encore symétriques

par rapport à l'axe correspondant à 8', il faut évidem-
ment que 2 A 7: = 2//JJL7:. On a donc

0' = 0 H- // fJt.Tr. C. Q. F . 1).

Ceci posé, imaginons tous les rayons principaux dans la
courbe. D'après le théorème II tous ceux qui donnent des
axes différents sont contenus à partir de l'un d'eux 8, dans
l'intervalle (8<, 0, -h UTT). En outre, il résulte du théo-
rème I que ces rayons MUIL équidistants ; sinon on en trou-
verait de nouveaux. Soit alors o l'angle de deux rayons
consécutifs, comme 6, -4- IKTZ est de même espèce que 9M

il faut que JJLTX soit un multiple de © : jjL7z = /wö(mentier);

d'où es — — -II faut même, s'il existe h la fois des

rayons principaux de première espèce et des rayons
principaux de seconde espèce non confondus (ou
rayons simples), que ces rayons alternent (th. I) et que

leur nombre soit pair (m= 2 7nf), o = - ^ .

Si un rayon principal est à la fois de deux espèces
(rayon double), on verra plus loin (th. VI) que tous
les autres sont doubles également, et que leur nombre
m' est impair (seconde Partie). On a alors



Résolvons maintenant la question posée au com-
meneemenf, nous aurons deux hypothèses à exami-
ner :

i° La courbe ne possède d'axes de symétrie que
d'une seule espèce. — Soient par exemple m axes de
seconde espèce. Traçons les m rayons [3 qui recouvrent
un intervalle [JLT: et numérotons-les, dans l'ordre de

l'angle polaire croissant, de ^ en ^ ; £,, [ï2, ..., (3m.

Soient B<, B2, . . ., Bw les axes respectivement perpen-
diculaires à ces rayons.

Construisons alors l'ensemble Si des arcs de la courbe
obtenus en faisant varier co entre fi{ et {32, je dis que Sj
est l'arc minimum d'où ion peut déduire toute la
courbe. En eiï'et, si le rayon mobile R varie de (32 à j33

les points M correspondant décrivent l'arc S2 symé-
trique de S< par rapport à B2. Donc, inversement, si Ton
replie l'arc Sj autour de B2, ce qui donne S2, c'est
comme si Ton faisait décriie au rayon mobile R l'angle
Q Qp2p3-

On repliera ensuite S2 autour de B3, l'arc S3 ainsi
obtenu correspond pour l'angle polaire variable à Tan-
g l e p , p t , . . . .

Après 2JJI — i retournement?, l'angle polaire aura

donc parcouru ^ -\-(im— i ) — = 2 ULTT. ]\OUS aurons

donc la courbe tout entière, mais sans superposition
d'un arc déjà obtenu sur lui-même.

Tous les axes sauf B, ont servi deux fois.
On opérerait de même, pour des axes de première

espèce.
2° La courbe possède des axes de chaque espèce. —

Supposons d'abord les rayons principaux simples, c'est-
à-dire d'une seule espèce à la fois, et soit ni le nombre
de rayons de chaque espèce.



( 3o8 )

jNunicrotoiis Jes a rayons consécutifs a,, a2, Soient
A,, A,, . . . les axes correspondants, soient de même
j , , j62, • • • l«s rayons de deuxième espèce et B<, B2, . . .
Jes axes qui sont respectivement perpendiculaires.

Supposons, par exemple, oiif [3, consécutifs et dans
l'ordre oc^Sj. Construisons l'are S| dans cet intervalle,
c'est encore 1 arc minimum. On en déduira tout le reste
de la courbe en le repliant successivement autour des
axes 13,, A2, B2, As, B3, .. ., et l'on aura toute la courbe
au bout de im— i retournements, tous les axes ayant
aervi deux fois sauf A,.

Supposons au contraire les rayons principaux dou-
bles. On utilisera deux fois les axes d'une même série.
D'ailleurs, comme on le verra plus tard, les axes de
l'autre série se trouvent ainsi utilisés d'eux-mêmes par
le fait.

DEUXIÈME CAS. — La courbe est obtenue tout entière
en faisant varier co de (2 fi. -f- 1)7:.

IHÉOUEME III. — Si toute la courbe est obtenue en

faisant varier co de (2 p. ~h 1)71, à tout rayon prin-

cipal 9 correspond le rayon principal d'espèce diffé-

rente 9' = 9 -h JJLT: -h - •

Soit to l'angle polaire compté à partir de 8. Aux ar-
guments 9 — to et 9 -f- <J) correspondent des rayons vec-
teurs p et ep (s = 1 si 9 est de première espèce, s = — 1
si 9 est de deuxième espèce).

Soit co' l'angle polaire compté à partir de

On a

JJLT: H —



d'où
O'-f- to '= 0 -+- w,

0'— w' — 0 — w -*-('2;j -f- I )T : .

Donc à 9'— w ' - ( 2 u -f- I)TT et à 9/-f- to' correspondent

p et sp 5 ajoutons (2 IL -h 1)7: au premier arc, p se change

en —p, donc à 9'—(o' et 9' 4- w' correspondent —0

et sp ; 9' est donc bien un rayon principal d'espèce con-

traire à 9.

Soit m' le nombre des rayons principaux de première

espèce, il y aura m! rayons de deuxième espèce perpen-

diculaires à ceux-là. En tout m —- 1111!.

Le théorème 1 est encore vrai ici. Du reste, puisqu'il

faut changer p en — p, quand on ajoute (2 a -f- 1)7: à co,

p ne change pas si l'on ajoute 2(2 ;JL -f- 1)7:. On en con-

clut que le théorème II subsiste eu y remplaçant JJL

par 2 JJL-f- 1. Les rayons principaux qui fournissent les

axes distincts sont contenus dans l'intervalle (2 JJL —H 1 )TC.

Si m' est pair, tous les rayons principaux sontdoubles.

En effet, soit a un rayon de première espèce, il lui cor-

respond un rayon (3 de deuxième espèce à la distance

(2[jL-f- 1) - • D'autre part, d'après ce qui précède, tous

les a partagent l'intervalle (2 jx-1-1)7: en m! parties

égales et, puisque m' est pair, l'un de ces rayons sera à la

distance (2 IL -f- 1) -» on aura un a et un 3 coïncidents ;
1 ' 'i

donc tous les autres coïncident.

Si m' est impair y le môme raisonnement montre

qu'aucun a ne coïncide avec aucun |3 ; donc tous les

rayons sont simples. Ainsi, pour ni1 pair, l'angle <p de
, . - -e O4UH-I)TT
deux rayons principaux consécutifs sera <p = —, ;

pour m' impair cp == —•—: -" •

Quant à l'usage des axes, il est le même que dans le

^1/?/?. de Mathemat.y 3e <eiie. l. V ( Voûl 189?.) 22
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cas precedent, seulement on ne replie qu'une (bis autour

de chaque axe.
On peut donc énoncer cette règle générale :

RÈGLE. — On construit la courbe entre deux rayons
principaux consécutifs 9, 9', puis on replie successive-
ment l'arc, ainsi obtenu, autour désaxes qui corres-
pondent aux rayons suivants, à commencer par 9'.

SECTION II. — CENTRE DE SYMÉTRIE.

Le pôle peut être centre de symétrie de trois ma-
nières :

i° Lorsque l'équation de la courbe ne change pas si
l'on remplace to par (z\-\- \)TZ-\- <Ù ("X entier) ;

2° Lorsque l'équation de la courbe ne change pas si
l'on change p en — p et co en 2 k + 10}

3° Enfin, lorsque les valeurs de p correspondantes à
une même valeur de 10 sont deux à deux égales et de
signes contraires.

Nous dirons, suivant ces trois cas, que O est un centre
de symétrie de première, deuxième ou troisième espèce.

THÉORÈME IV. — Lorsque la courbe s1 obtient en fai-
sant varier co de 2 JJLTT, le pôle ne peut être centre de
première espèce que si IJL est impair ; il ne peut être
centre de deuxième espèce que si u est pair. Il peut,
d'ailleurs, être centre de troisième espèce.

Supposons, par exemple, que O soit centre de deuxième
espèce, il existe un nombre À tel que les arguments w
et co -|- I\TZ donnent des points de la courbe symétriques
par rapport au pôle, c'est-à-dire tels que p se change
en — p. D'abord il est clair que I\T. peut toujours être
supposé inférieur à SUT:, car on peut retrancher a co
autant de fois 2 IJLT: qu'on le veut. Ajoutons encore 2X71,
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p change encore de signe et reprend sa valeur primitive
et l'intervalle 4^~ reproduit toute la courbe : c'est donc
l'intervalle réduit 2 UIT: OU l'un de ses multiples. Si
c'était un multiple, ce serait au moins 2(2 ILTZ) et Ton
aurait 2)ûi^2u.7i, mais nous avons supposé 2X77 <^2 JJLTT.

Donc 4 ^ — 2 ULT:, JJI =z 2 A, donc ;JL est pair.
Même raisonnement si O est de première espèce.
11 en résulte que, pour reconnaître cette symétrie, il

faut remplacer to par JJLTT -f- co ; p ne doit pas changer ou
doit se changer en — p , suivant que JJL est impair ou
pair.

THÉORÈME V. — Lorsque la courbe entière s'obtient
en faisant varier o de (2^4-1)7: , le pôle ne peut
être centre que de troisième espèce.

En effet, si le pôle était centre de première ou de
deuxième espèce, on verrait, comme plus haut, que
2(2).) ou i(i\ -h 1) doivent être multiples de 2 JÀ -f- 1,
donc \ ou 2 A -f- 1, multiples de 2 JJL - j - 1, ce qui est im-
possible, 2X et 2A-j- ! étant moindres que 2pi -h i .

Ainsi, dans ce cas, le pôle ne peut être centre que de
troisième espèce.

Usage du centre, — Lorsque le pôle est centre de
première ou de deuxième; espèce, 011 peut abréger de
moitié la variation de o). On fera varier cet angle de o
i\ (JLTZ et l'on prendra le symétrique de l'arc obtenu par
rapport au pôle. Si c'est un centre de troisième espèce,
on construit seulement l'arc correspondant aux valeurs
positives de p.

SECTION III. — CENTRE ET AXES.

Supposons que, le pôle étant centre, la courbe ait un
axe de symétrie passant par ce point, je dis qu'elle en
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admet encore un second perpendiculaire au premier.
Cela est évident, géométriquement, mais nous allons

donner la nature de ces axes.
i° Le pôle est centre de première ou de deuxième

espèce, — Alors l'intervalle de variation de to est 2 uit.
Soit 9 le rayon principal donné. Aux deux rayons 9 — co

c t 0 -f- to correspondent des valeurs p e t e o ( e = z J z i sui-
vant l'espèce de 9).

Prenons, comme nouvel axe polaire, le rayon

On a

d'où

On peut donc dire encore que p et ep correspondent à
G'-f-co'etQ'— «y—.JLT:.

D'autre part, le pôle étant centre, aux deux angles
9 -h w et 9 -H co 4- UT: correspondent p et e'p (e'=dz i
suivant que 9 est centre de première ou de deuxième
espèce). On peut encore dire que p et s'p correspondent
à 6'-H w' et 0 '+ to'— ULTC.

En résumé, ep et e'p correspondent à 9'— to'— ;JLTT

et Q'-f- (ûr-+- jjLTc. Posons CO'-H ULTÛ = tùlf, ep = pr.
On voit que p' et es'p' correspondent à 9 '—o/

ctO'H-co'7.
Donc 9' est rayon principal.
Si O es£ centre de première espèce, e ' ~ i, on voit que

9' est de même espèce que 9. Mais alors [/. est impair

et Ô H- a ^ est perpendiculaire à 9. Ainsi les deux axes

de symétrie correspondants sont de même espèce et rec-
tangulaires.
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Si O est de deuxième espèce, à p' correspond — ep',

6' est d'espèce différente de 6, alors JJL est pair et la di-
rection de 6' s'applique sur celle de 9 ou sur son prolon-
gement. On a donc encore deux axes rectangulaires.

2° Le pôle est centre de troisième espèce. — Alors
tout rayon principal est à la fois des deux espèces. Soit
Ö un rayon principal. A 8-f-wetQ — w correspondent
des valeurs p et sp (e marque l'espèce supposée de 6).

Mais à Q — o) correspond aussi — sp, puisque O est de
troisième espèce. On voit ainsi que 0 est encore de
l'autre espèce.

Les deux axes de symétrie qui correspondent à ce
rayon principal double seront d'espèce différente et rec-
tangulaires.

Inversement. — Si la courbe possède deux axes rec-
tangulaires de môme espèce, O est centre de première
espèce.

Si elle possède deux axes rectangulaires d'espèce dif-
férente, O est centre de deuxième ou de troisième espèce
suivant que les rayons principaux correspondants dif-
fèrent de — ou coïncident.

2

Cette réciproque résulte d'abord de ce que O est centre
au point de vue géométrique pur et ensuite de ce que
les trois cas de l'étude précédente avaient conduit à
trois conclusions différentes.

Le dernier cas donne cette proposition que nous
avons admise plus haul :

THÉORÈME VI. — Si un rayon principal est à la fois
des deux espèces, le pôle est centre de troisième
espèce et tous les autres rayons principaux sont à la
fois des deux espèces.

Usage de la symétrie. — Si le contre est de pre-
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mière ou de deuxième espèce et qu'il y ait m axes, on
peut employer les m a\es pour construire la moitié de
la courbe, puis achever par le centre. Le centre de troi-
sième espèce permet seulement de construite la moitié
de Taxe minimum. (yf suivre.)


