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SUR L’ELIMINATION;
Par M. WORONTZOFF.

Soient

F(x)= aya? +~ayzn—t +. ..+ ap1*r +a, =o,
(1) flx) = boxm+ byxm=1+...4-b,y_yxr + b, =o,

(msn)



(292)
deux équations algébrigues dont les racines sont res-
. . '/ !’ ./
pectivement Xy, Xay vvvy X €L Ty Xyo ooy Xy En
posant, pour abréger,

(2) agrP - ayrv=V . . apr—+ap=F,(r),
(3) bord =+ by 7=V .. 4= byqr + by = f4(1),
Fo(ryar—=t+Fy(r)yer-2 ...+ F,o(rx +F, 1 (r)=P(x,r),
FoAPYTm=t e fi ()@=t e frea (P8 f 1 (P) = 9 (2, 7).

au moyen des formules

T R R (x/l_l-n) ) (xtz—x_,,,z_l) ‘
l(x)_F(l>_w—’)[a° r—r 3 z—r .
2 __ p2 (1
+a,l_2(f_.£_>+a”_,] )
xr—r

=(x—nr)[Fo(ryan—1+F(r)yzn—24...
+ Fa(r)o +F,_y(r)]
=(z—r)®(z,r),
S(2) = f(r) = (2 — r) [ fo(r)am=1 4 fi(r)zm—t4...
+,/uz—2<")1' "‘fm—l(")]

=(x—r)e(z,r),

on obticnt, pour toutes les valeurs de x et de 7,

Sla)y—fr)
() ¢ = Fo(ryaen—=1— Fy(ryan-2 4. .+ F, 5(rye -+ F, -y (r)

( - fo(")f'm'l“”fl(1')‘1'"‘_2+~--—'—fm—2(l')Z""l—fm—((r)

sF(.T)—F(r)

_ P(x, 1)

s(x, 1)
ou
O) F@)g, rn—f@)e@, n="F@)g@,rn—f)®,r)

ou, en comparant les cocfficients des mémes puissances

(') Ou
(z—r)

F(2)=F(r)=(x — 1) F @)+ 2 — B () o iz)——r),’l’ P ().
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de z, dans les deux membres de 'égalité précédente (5),

| a[— fo(r)|+ baFo(r)=o,
L ar[— fo(P)] -+ @ol— fi (7)) biFo(r)+ b, Fy () = o,

k=h k=1h
Eah—-k[—f/r(r)]+Eb/L—IcF/\'("): o,
k=0 k=0
h=m—1 hk=m—1
E am—l-—k[—f/v(r)]_“‘ 2 bm*lkak("):(L
A=0 h=0
hk=m -1 h=m
Wnil= fe()]+ X bt Fa(r)=Fo(r) /(1),
k=0 k=0
h=m—1 k=m
J Wiz [— Su(r)]+ 2 Om—rFier(r)=Fi(r) f(r),
(()) \\ k=0 k=0
\I.:m—l k=m—1

an»/.-[—f/.-(")]-f— E bm—kFu—m+/»'<")
k=0
= Fn—lu(r)f(r)—f()(")F(r)’

—1 k=m-1
an+hwl;[—f/.'(r)]+ Z b/lH—h—/.'Fu—nHk(")
k=h k=h
= Fu—m—#h(”)f( ")_flt(r) F(")v
ap [—fm—z ( ’)] - Qp-q [—‘fm-l ( ")]
b Fy e (r)+ b1 Fpy(r)

=f(r) Fueg(r)—fin—o(r)F(r),
! an[—,fm——l(’")]“‘ b Fuaa(r)
= Fn——l(")f(r)‘_‘f/n—l(")F(_")y

\
ou
h=o0, 1,2, ..., m—I; {=0, 1,2 «..,—m—1.

Si les équations données (1) ont une racine commune
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etsi x, =, =7 cst celle racine, on aura alors, dans
la formule (5). quel que soita,

F(ry=o0, f(r)=o.
F(rye(z,ry=o0, f(r)®(x, r)=o.
F(ryo(a,r)—f(r) ®(z,r)=o0,
F(z)o(x,r)—f(x)®P(x. r)=o0;

ou, dans les équations (6),

(7) F(ry=o0, [f(r)=o:
F(r)=o. rl(ry=o, rm=1 F(r)=o,
5/’("):0' rf(r)y=o, cely et f(r)=o,
in—o g —a e

Fo(r)rn=m f(r)— fo(r) F(r)= o,

() . Trren i —=fi(r) Fory=o,

et
ay[—fo(r)]+ b, Fo(r)=o,
ay[— fo(r)| = ao[— fi(r)]+ 0y Fy(r)+ by Fy(r)=o,

.................................................

Nan-il= Jutr ]+2bh Fi(r)=o.

hA—0 h=0

h=m—1 Kk=m

(o) 2 At [__fA(z-)]+2/),,,_4 Foar(r)=o,
A=0 A=0

h—m—1 hA=m—1

@pe—1 [— S0 ()] + 2 Omsn—i Fn-mir(r)=o,
A=h h=h

”n‘-fm«z(")] + Ay [—fm—l(r)]

Dy Fu—2(")+ bp—q Fn—l("): 0,

”/1[ “‘f/n—l(")‘f" b, F,._1r)y=o.
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ou
h=o,1, >0 .. , m—u; I=0, 1,2, .. ,n—m—1-

Réciproquement, si 'on suppose, dans la formule (3),
pour toutes les valeurs de o,

(1) F(r)o(ar, r)—f(z)®(r,r)=o,
ou

(1) F(rye(a,r)—/f(r)®(z, r)=o,
ou

(13) F(r)yg(z,ry=o0,  f(r)®(x,1)=0,

ou ¢nfin
(14) F(ry=o0, f(r)=o,

les ¢quations proposées (1) auront alors une racine com-
munc 7. Considérons séparément chacunc des quatre
conditions précédentes (11), (12), (13), (14).

1° Soit

(11) F(r)o(z,r)— f(x)®(x,r)=o0,

ou
F(z)o(z,r)=f(x)®(x,r):

en mettant les racines xy, x,, ..., x, au licu de x
dans cette derniére égalité, on voit que f(x)= o admet
au moins une racine de F'(x)= o, puisque I'équation
®(x,r)=o0, qui est du degré n—1, p’a que n—1
racines; donc les équations F(x)= o0, f(x)=o0, ont
une racine commune, par cxemple, x,=ux; alors,
comme

W(ry)=F(2)9(z,21)=f(2)P(z,71)
=F(r)o(x,v)— f(x)P(r. 7)) =0,
on a
T(r)y— Ul =o.



el par conséquent
r=a,=ux.
Maintenant, en égalant a zéro les coceflicients des di-
verses puissances de a, dans I'identité (11), on obtient le
systeme de m + n équations (10) du premier degré,

a m -~ n inconnues,

——‘fo(l‘), -—_fu(l‘), cees *‘fm—l(l').
Fo(r),  Fo(r)y oooe Fasg(r)

Le déterminant égalé & zéro de ce systéme (10) sera la
résultante des équations proposées I (x)= o et f(r)=o0
(méthode de Bézout et d’Fuler).

2° Si Pon suppose, dans la formule (5),

(12) Firyo(xr,r)—f(ry®(x,r)=o
alors on a aussi
F(r)o(r.ry— f(r)®(x, r)=o.

ct, par suite,
r=ux=u.

En substituant les expressions de F, () et de f; (r) (2)
¢t (3), dans les équations (10), ou en égalant a zéro les
coeflicients des diverses puissances de x, dans I'iden-
tité (12), on trouve, dans le cas oum = n,

[ Fo(r) f(r)—fo(r)F(r)
= Al‘l re=l AZ,I L i\n—l,l r—\pgrt=o,

F:('“)f( r)—fi(r)F(r)

5 ¢ n—1__ n—
1) ¢ = \ 27" Aporn=24 .+ Apyor+ Aygrv=o,

Fp 1(’)f(’)"fn 1(r)F(r)

=A gt Ay 2 e\, t,nl+ \pprt=o0,

\,ui= a,_1bp— b,_ya;+ Ajora+
=a,bi—b, 1a;+ Ay 9bpyq+. ..
+ Aobryy— boarrj = Ap,



(16) ‘
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ct, dans le cas ou m <,

Fo(r)f(r)=o.

! Fn—~/n—1(l')f( ry=o
Fom(r)f(r)=fo1) Fir)=o.

Fu—l(")‘/.( r )_fm—ﬂ ) F(ry=o,
ou, plus simplement,

Jr)y=byrm—>byrm=t4 b, r 4+ b,V =o0,

PLP) = b rm= e by pm e by P2 by =0,

pr=m=1 f(py=byrr=t 4 byrr=24 .,
A by rn= i by rr—m=1 = o,
(17) Fo(r)yrm=m f(ry— fo(r)F(r)
= A A A 1 - Ay 1 Ay 0 =0,
Fo(r)yra=m f(ry— fi(r)F(r)

= Aj‘gl'n_l -+ A‘_r‘g ro—2oe Alt—l,‘l r - A"_yg)‘o =o0,

Fm—l(") ,~n—-m./'( ")'_f/lz-—i(")F(”)

=Ay Ny 2 A P Ay V=0

Les résultantes des équations F(x)= o, f(x)=o,
dans les cas considérés, s’obticnnent, comme on sait,
en égalant & zéro les déterminants des systémes (15)
et (17) (méthode abrégée de Bézout).

3% Silon a, pour toutes les valeurs de ,

F(r) o, 7)
\ SR ()@t fu(r)am=t e frey (9] = o,
| /() )
=f()|Fo(r)yzr—t+F(r)zr—t+...+ ¥V, (r)) = o,
Ann. de Mathemat., 3¢ série. t. XL (Juillet 18g2.) 21
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a‘()l'S
F(z)g(z,r)—[f(2)P(z, 1)
=F(r)o(z, r)—f(r)®(z,r)=0,
ct, par conséquent,
r=uz=.

En égalant a zéro les coefficients des diverses puis-
sances de a, dans les égalités (13), on trouve n+m
équations linéaires, & n 4+ m inconnues : 7% 7, 1%, ...,

: ,-n+m—|’
So(r)F(r)y=o, Si(r)F(ry=o,
Sa(r)F(r)=o, ceey Sm—1(r)F(r)=o,
Fo(r)f(r)y=o, Fi(r)f(r)=o,
Fo(r)f(r)y=o, R, Fo(r)f(ry=o (1),

(18)

ou, plus simplement,
F(r)y=o, rF(r)y=o,
rF(ry=o, ey rm=1F(r)=o,
(f‘):O, rf(l‘)=07
r2f(ry=o, vy rrtf(ry=o;
le déterminant égalé a zéro des équations (19) sera la
résultante cherchée. 1l est facile de voir que les lignes

(19) a
(

horizontales de ce déterminant sont les colonnes verti-
cales de celui qui correspond aux équations (10) (mé-
thode de M. Sylvester).

4° Enfin, supposons
(14) F(ry=o,  f(r)=o:
comme, cn vertu de la formule (4),

b ()= F(M]F(2y)—F(r)]...[F(z),)—F(r)]
=(—1") b d(2), r)P(xy, 1) .. P(Z, ) f(T), ‘

(') Tl est évident que, si 'on prend les systémes (16) et (17), on
introduira des facteurs étrangers dans les résultantes des équations
données (1).
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et aussi
a [f (@)= f(r)) [ flay)— fir)). .. [f(xn)—f(r)]
=(—1") a1 o(x,, 7)9(x2 7). ey, 1) F(r),

on a la résultante des équations donndes F(x)=o,
J(x)=o,

S b:JLF(‘z":)F('T,z)' F(.T',,L):(),
(20) ou

( a{,"f(rl)f(xz)...f(x,,): 0.
_——




