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SLR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES COIRRES PLUES
LMCIRSILES DU TROISIÈME ORDRE;

PVR M. ASTOR,
Professeur à la Faculté des Sciences de Grenoble.

J. On sait que si les tangentes à une cubique uni-
cursale en son point double sont réelles, la courbe n'a
qu'un point d'inilexion réel, et qu'elle en a trois si le
point double est un point isolé. Cette propriété peut
être mise très simplement en évidence par un procédé
tout à fait élémentaire.

Nous écarterons le cas simple où le point double est
un point de rebroussement, c'est-à-dire que nous sup-
poserons les tangentes distinctes.

Prenons pour origine le point double et pour axes
deux droites réelles formant avec les tangentes un
faisceau harmonique. Si nous \ oulons que les axes soient
rectangulaires, il suffira do prendre les bissectrices de
l'angle des tangentes. L'équation de la courbe sera de
la forme

K2 étant positif si les tangentes sont réelles, négatif si
elles sont imaginaires. Posons

.r +- K.r = Y ;
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l'équation prend la forme

«X3-+- 6X*Y -+- cXY»+ rfYs = XY.

Coupons parla droite Y = fX; X et Y s'exprimeront
par les formules

( 2 )
ƒ Y = - •
\ a+• bt •+• et*-t-dt* '

et les formules ( i) donneraient x et y rationnellement en
fonction de t\ nous appellerons, pour abréger, le point
donné par les formules (2) le point t.

L'équation de la corde qui joint deux points £, t!
s'écrit

X Y 1
t P a -f- bt H- ct^ -h dt*

t' t'1 a H- bt'-h ct'2-\- dt'z

ou, en effectuant et divisant par t — t\

m \ [a(t + t')-+-btt'-dtW>]X
K ' ( 4-[ — a-t-ctt'-+-dtt'(t-h tt')]Y— t*— o;

pour avoir la tangente au point A, il suffit de faire
dans (3) tr = t : on obtient

(4) (')flf + ^ - ^ ) X + ( - a + c/*-+-arf**)Y — *2 = o.

Les points 6 de rencontre de la droite (4) avec la
courbe seront fournis par l'équation

celle équation doit admettre la solution double Q = t,
ce que l'on vérifie aisément en ordonnant son premier
membre par rapport à a, Z>, c, rf, et divisant par (9 —t)2-,



il reste l'équation

(5) a -4- dP0=o.

Pour que le point l soit un point d'inflexion, il
faut et il suf(it que la valeur de Q donnée par (5) soit
égale à t; c'est-à-dire que les points d'inhVxioii soient
donnés par l'équation

(6) a-\- dt*= o.

On vérifie d'abord bien aisément que ces trois points
sont en ligne droite; car si nous coupons la courbe par
la droite

mX -+- n Y -\-p — o,

les coordonnées t des points de rencontre satisfont h
l'équation

(7) mt-h nt*-{-p(a-+- bt -hct2-h dt*) — o,

et l'on identifiera (6 ) et (7 ) en posant

m -hpb = o, n -hpc = o,

c'est-à-dire que les trois points d'inilexion sont sur la
droite

ou

( 8 )

Or

c, d,

(9)
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c'est-à-dire que si K2 est << o, a et d, h et c, sont deux
à deux imaginaires conjugués, et l'équation (8) devient

équation d'une droite toujours réelle si la cubique elle-
même est réelle, comme on*devait s'y attendre.

Si K2 est ^> o, l'équation (6) n'a qu'une racine réelle
et comme les formules (2) ne donnent dans ce cas des
points réels que pour des valeurs réelles de £, un seul
point d'inflexion est réel.

Si K2 est < o , remplaçons K par Kï, alors a cid sont
imaginaires conjugués, de sorte que leur quotient est
une imaginaire de module égal à 1. Si nous posons

, = cos 3a -h i «in 3 a,
d

les trois racines de (6) seront

cos a -4- i sin a,
' '2 7T

1 sin ( —

L'équation Y = tX revient à

K J - lTTt>

formons la valeur du second membre pour

/ = cos oc -4- i sin a

par exemple ; ce sera
a . a

sin 1 cos -
. 1 — cosa — i s i n a a 1 x1 r^i^ = l tan« ; —i——-^

cos —hi sin -
1 '2

OL OL
— — t2 tan£ - = tang - ;

0 '2 * 1



de sorte que les trois droites joignant le point double
aux points d'inflexion sont réelles, et il en est de même
des points d'inflexion dont nous aurons individuel-
lement les coordonnées.

II. L'équation (5) peut être envisagée ;\ un autre
point de vue qui permet d'en déduire quelques consé-
quences intéressantes. Supposons que du point 6 pris
sur la courbe on veuille lui mener les deu\ tangentes
distinctes de celle qui a son point de contact en 0 et qui
correspond à la racine double supprimée ; les deux points
de contact ont leurs coordonnées t et t! données par
l'équation (5), d'où l'on déduit

t-+-t = o, tt' = — ,r/0

et 1 équation de la corde qui joint ces deux points de
contact s'obtiendra en remplaçant dans (3) / -f- t' et tt1

par ces valeurs. Elle sera donc, après simplification,

(60 — a) \-f- 0 (c — di)) Y — 0 = o:

on peut Técrire

(u) a\ — (ôX-hcY — i)0-hdYO*~=o,

et l'on voit qu'elle enveloppe la conique

( 1 2 ) (̂ X + cY- i )2 - \adXX =o

quand le point d'où Ton mène les tangentes parcourt la
courbe. Cette conique est inscrite à l'angle formé parles
tangentes au point double, aux points où elles sont cou-
pées par la droite des inflexions. Si les tangentes sont
les droites isotropes, le point double, qui est alors un
loyer de la cubique, est aussi un foyer de la conique et
la droite des inflexions est la directrice correspondante.



La conique (r>.) sera une parabole si l'on a

ad (bc — ad) — o.

Comme ad ne peut être nul, la cubique étant supposée
indécomposable, on doit avoir

bc — ad = o,

ou, en remplaçant a, />, <v, ri par leurs valeurs et simpli-
fiant,

. AC BD D 2 _

Cette relation ( i 3) exprime, comme il est facile de le
voir, que deux des directions asymptotiques déterminées
par l'équation

A >r3 H- B.r2jr -4- C.r2jr -H D7 3 = o

et les tangentes
.r2— K2r2= o.

forment un faisceau harmonique; mais cela se voit en-
core plus simplement comme conséquence de la relation
sous la forme

ad — bc — o.

Kcrivons en cfï'et cette dernière

a " h

d'où
r — <7 À, d — b 1 :

1 équation de la courbe devient

- /Ar)(X2-^XY2) ^ XY,

ce qui démontre la proposition.
Ann. de Matliémat., 3e série, t. XI . (Jui l le t iSc^.) 2 0



On a donc ce théorème général :

Si dans une cubique unicursale les tangentes au point
double et deux directions asj niptotiques forment un
faisceau harmonique, la corde polaire d'un point de la
cubique enveloppe une parabole inscr ile à Vangle des
tangentes aux points oh elles sont coupées par la droite
des inflexions.

Nous pouvons remarquer en passant que, si nous
connaissons les rapports de trois des quantités A, B, C,
1) à la quatrième, c'est-à-dire les directions asympto-
tiques de la courbe, nous pourrons déterminer K2 par
l'équation ( i3) de façon que la conique (12) soit une
parabole, et la forme de l'équation montre qu'il y aura
loujours uno, valeur réelle pour K. Si Ton multiplie A,
B, C, D par un facteur arbitraire X, on obtiendra une
infinité de courbes liomotliétiques qui jouissent de la
même propriété. Les paraboles qui leur correspondent
sont également liomotliétiques.

Quelques cas particuliers sont intéressants à examiner.
t° Les tangentes sont rectangulaires, ou R 2 = i ; la

relation ( i3 ) devient

Prenons, comme nous pouvons toujours le faire, Taxe
des y parallèle à une direction asymptotique, car il y
en a toujours au moins une réelle; alors D = 0, et ( i4)
devient

( i 5 ) A ( A - C ) = o.

JNOUS pouvons satisfaire à cette équation de deux fa-
çons en prenant A = o, ou A = G, et nous avons les
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deux formes correspondantes d'équations cjnî suivent

xy ( mx -h ny) — x (x2 —y* ),
x (xî-hyî-h i\xy) — x(x'2 — y*);

la première correspond à des cubiques dont les trois
asymptotes sont réelles, tandis que deux d'entre elles
peuvent être imaginaires avec la seconde (orme. Cette
dernière comprend toutes les strophoïdes que Ton ob-
tient en faisant )v=cosO, 6 étant l'angle des deux
droites qui servent à définir la stropboïde.

Supposons maintenant K2 = — i ; l'équation ( i3 )
devient

A ( A + C ) + D(B + D) = o.

Si D = o, on peut prendre A = o ou A. -+- C = o, et
on a les deux formes

xy ( mx -+- ny ) = a (x2 -^ y2 ),
x (x2-h -ilxy —y2) = a (xi-hy2 ).

Si les axes sont obliques, nous n'avons pas grand'ebose
à ajouter à ce qui a été dit} mais il n'en sera pas de
même si les axes sont rectangulaires, c'est-à-dire si
l'origine est un foyer de la cubique. Dans ce cas, on
pourra prendre pour axes deux droites rectangulaires
quelconques et par suite satisfaire à la condition D = o ;
les deux formes d'équation sont équivalentes et ex-
priment que deux asymptotes sont rectangulaires, et le
tbéorème énoncé plus liaut devient le suivant :

Si une cubique unicursale dont le point double est
un foyer à deux directions asymptotiques rectan-
gulaires, la corde polaire d1 un point de la cubique
eiweloppe une parabole ayant pour foyer le point
double et pou/ direct? ice correspondante la droite des
inflexions.



III. L'équation (5) se prête aisément, par sa forme
seule, à la démonstration de propriétés intéressantes des
cubiques unicursales.

Les coordonnées t et i! des points de contact des tan-
gentes menées d'un point 9 de la courbe ayant une
somme nulle, les rayons qui joignent ces points de con-
tact au point double et les tangentes en ce dernier point
forment un faisceau harmonique. En d'autres termes,
ces rayons et les tangentes forment un faisceau en invo-
lution dont les tangentes sont les rayons doubles. Si ces
tangentes sont les droites isotropes, deux rayons con-
jugués sont rectangulaires; on voit donc que, si le point
double d'une cubique unicursale en est un foyer, la
corde qui joint les points de contact des tangentes menées
h la courbe par un quelconque de ses points est vue du
foyer sous un angle droit. Le calcul montre tout aussi
aisément cette propriété. Supposons les axes rectangu-
laires; les coordonnées ty t' des points de contact des
tangentes menées du point 9 sont données par l'équation

L'équation de la droite joignant l'origine au point
t est

y = *X ou jr-hKy = t {x — Ky):

~~lson coefficient angulaire est K ~~l ; la condition pour

que les deux rayons correspondant à t et t1 soient rectan-
gulaires sera

( l - l ) ( / ' - I ) = O,

ou, en tenant compte d e / -+- / ' = o, / / ' = — ,
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Si i -f- K2 n'est point nul, il n'y a qu'un seul point 6

répondant à la question, savoir 6 = — ^; mais, si

i -+- K2 — o, la relation de perpendicularitéest toujours
satisfaite, et on retrouve le résultat précédemment indi-
qué.

Nous avons vu que les cubiques, dont deux directions
asymptotiques forment avec les tangentes au point
double un faisceau harmonique, jouissent de cette pro-
priété que les cordes polaires de leurs points enve-
loppent une parabole; elles jouissent aussi d'une autre
propriété remarquable, c'est que les milieux de ces
cordes sont en ligne droite. Cherchons, pour le démon-
trer, le lieu de ces milieux pour une quelconque des
cubiques de la question.

Du point 8 menons les tangentes; soient £, tf, x,j',
x\y, X, Y, X', Y' les coordonnées respectives des points
de contact, X\j'\, X, Y, celles du milieu*, nous aurons

— X •+-

donc

) = » ¥ , = ¥ -h Y'.

Par suite

t
a -4- ht -h cf2-i- dl6 a — btr-r- cf''2-+- dt'1

L et t' étant les racines de l'équation

a _j_ dOt2= o.
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Connue t'•=• — /, nous pourrons eerire

Lr* fa + ct~+1{ b
r t \ ^

2 1 -

2 A _

(a

açant /2 par -y

;

\ 1 - «0(

Remplaçant /2 par -y— et réduisant, on trouve

Le lieu du milieu est done en général une courbe uni-

eursale du troisième ordre, comme la proposée; mais

supposons ad = bc = o, ou

d __ c ,
b ~~ a'

divisons le* deux équations membre à membre, il vient

Y, a dO — c
X ! d bO — â

d c
et comme - ~ - ,

b a

OIJ

mais nous avons \u que dans ce cas l'équation de la
courbe pent s'écrire

( a X -f- b \ ) ( \ 2 _ , _ X Y 2 ) = X Y ,



de sorte que le lieu du milieu est la parallèle à la troi-
sième asymptote menée par l'origine.

Nous avons donc le théorème suivant :

Si deux directions asymptoticjues d'une cubique
unicursale forment avec les tangentes au point double
un faisceau harmonique, la corde polaire d'un point
de la courbe enveloppe une parabole et le milieu de
cette corde décrit la parallèle à la troisième asjmptote
menée par le point double. C'est le cas de toutes les
cubiques dont le point double est unfoj er et dont deux
asymptotes sont rectangulaires, ou de même de ce/les
dont les tangentes au point double sont rectangulaires
et dont les droites isotropes sont deux directions
asy mptotiquesy comme cela arrive pour les strophoïdes
droites ou obliques.

Un autre cas intéressant est celui où la droile des
inflexions est à l'infini, c'est-à-dire où b = c = o. Dans
ce cas la conique (12) a son centre au point double et
pour asymptotes les tangentes en ce point. C'est une
hyperbole si ces tangentes sont réelles, une ellipse, en
général, si elles sont imaginaires, un cercle quand le
point double est un foyer de la cubique.

De plus on a dans ce cas, par les formules (16),

1*—

c'est-à-dire que le point X, Y< est le symétrique par
rapport à l'origine du point Q d'où l'on a mené les tan-
gentes; le lieu du milieu de la corde polaire est donc la
cubique que l'on a fait tourner de 1800 autour du point
double. C'est le cas, par exemple, du folium de Descartes
et, en général^ de toutes les courbes dont l'équation serait
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de la forme
aró-T- dy'6^ xy\

car rien ne nous empêche dans nos calculs de supposer
(jue X et Y representent les coordonnées x et y elles-
mêmes si l'équation a la forme

ax^-T-b x~y -4~ c xy- -+- dx* = xy

qu'on peut lui donner quand les tangentes au point
double sont réelles.

Les conditions b = o, c = o donnent, en se reportant
aux formules (y) ,

C = 3AM, B= 3 J2

et l'équation générale des cubiques correspondantes
devient

A/3 -H ^ x*y -J- 3 KY&xy* -h Dy = x* — K2^2.

Si Ton suppose les axes rectangulaires et K2 = — i>
c'est-à-dire si le point double est un foyer, cette équation
devient

î es trois directions asymptotiques formant, comme il
ebt aisé de le \oïr, un triangle équilatéral, la cubi([ue a
le point double pour foyer et trois axes de s\ métrie pas-
sant par ce fojer. Comme on peut prendre pour axes
deux droites rectangulaires quelconques, on pourra
supposer D =r o7 et l'équation prendra la forme particu-
lièie

La corde emeloppe un cercle et son milieu décrit une
roui Le symétrique de la cubique par rapport à sou foyer.


