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SOLUTION DE LA COMPOSITION DE MATHEMATIQUES DONNEE
AU CONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE POLYTECHNIQUE
EN 1892 (1);

Pyr M. C.-A. LAISANT,

Docteur és Scicnces.

1° La propriété en démonstration consiste évidem-
ment & établir que, si on coupe I'hyperbole équilatére
par deux sécantes rectangulaires, les produits des seg-
ments, a partir de Dintersection de ces sécantes, sont
¢gaux (aux signes preés).

Rapporlons ]’hypcrbolc a ses asymptotes, en prenant
pour unité sa puissance. L’équipollence est
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nla coupant par une droite issuc du point A, donné
par A = az*, droite dout I'inclinaison serait 4, on a
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Si P'on change 6 en 6 4 E, on a le méme produit, avec
un signe contraire. La proprxete est donc démontrée.
2° Soient D=1t 4 —, D=t "1 r Pour que la cir-
conférence de dlamen‘e DD'" coupe 'hyperbole en un
point H, donné par H =< + é, il suffit qu’on ait
HD

D e,
ou

Pour que t soit réel, il faut donc que ¢, ¢’ soient de
signes contraires, ou que les deux points D, D" soient
sur les deux branches dillérentes de 'hyperbole; < a,
d’ailleurs, deux valeurs égales ct de signes contraires,
ce qui montre que la seconde sécante commune HH est
un diamétre de 'hyperbole.

3° 11 est clair que la droite HH" apparticnt au lien
cherché, lequel comprend, en outre, la ligne engendrée
par le point de rencontre des droites HD, H'D'. Lorsque
DI conserve la méme direction, on voit immédiatement
que t¢' cst constant, ou qu'il en st de méme de
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De méme
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Le licu est donc obtenu par la relation
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En appelant x ety les coordonndes d’un point du lieu,
on a
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Done a* — 2=y 2 — - est I"équation du licu, qui est,
N <2

par conséquent, une hyperbole équilatére, dont les axes
sont dirigés suivant les asymptotes de Phyperbole don-
nie.

4° Rapportons 'hyperbole au diaméwre HH' pris pour
unité, et pour origine des inclinaisons, ce diaméire
restant le méme lorsquu la direction de DD est con-
stante.

L’équipollence de Phyperbole est, en prenant H pour
origine, ct en désignant par « 'inclinaison de la tan- -
gente en H,

NV =M =1(54 /32

:s).

Soit HB = b:*; Bétant sur la circonférence, nous avons
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HA = H\ — HIl'= HA — = '\ 0=* _ HH'—HB _ BH
. L I S

H’A et B ont donc la méme divection, ¢’est-a-dire que
la droite AB passe par le point fixe H',
On a, en oulre,

HA ) nn”

DI 7. = 3 30
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les lignes, dans cette derniére expression, étant repré-
sentées par leurs grandeurs seulement.

Si, en particulier, on a pri.s HB =HH', le point A
s’éloignera a Dinfini; autrement dit, la tangente au
cercle H'dB, en H, sera paralléle 4 Pune des asymptotes.
Si OB = HH' \/2, le point H’ est le milieu de AB.

Si 'on prend deux points B, By symétriques par rap-
port & H, on aura, pour les points A, A, répondant aux

cercles HH'B,HH'B,, 1}311}1\’ = A bien que la corde

H',
AA, sera parallele a la tangente a I’ hyperbole en H.
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AUTRE SOLTUTION

Parx M. LAROSE,
Elcve a I'Ecole Polytechnique.

I. L’enveloppe des droites divisées harmoniquement
par deux coniques est une conique qui touche les huit
tangentes aux deux coniques en leurs quatre points
d’intersection.

Dans le cas particulicr ou 'une des coniques est un
cerele C, lautre une hyperbole équilatere E, la conique
enveloppe T, étant tangente a la droite de I'infini, est
une parabole. Sil'une des cordes communes DD aC et
a E est un diametre de 'une des coniques C, la para-
bole T ayant deux tangentes paralléles se décompose
en deux points : 'un a Pinfini dans une direction per-
pendicualaire 4 DD/, I'autre P 4 distance finie.

La premiére partie est démontrée.

On remarquera que, si HI est la seconde corde com-
mune a C cta E, P est le pole de HI par rapport 4 C et
le pole de DIY par rapport 4 E; de plus, HI est le dia-
metre conjugué dans E des cordes perpendiculaires a
DD’ sa direction est donc symétrique de DD/ par rapport
aux axes, ce qui résulte d’ailleurs de théorémes connus.

Il. D’aprés ccla, lesgpoints H et I seront réels si la
direction DD’ est comprise dans I'angle des asymptotes

qui comprend E, imaginaires dans le cas contraire.

III. Lorsque DD’ se déplace parallélement, HI reste
fixe, elle fait partic du lieu; les rayons HD, ID’ étant
¢galement inclinés sur les axes de E, leur intersection
décrira 'hyperbole équilatére qui passe par les points
H etlet qui a pour asymptotes les axes de E. Dans cette
hyperbole, HI est le diamétre conjugué de DIY.
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o V. Cherchons combien par un point quelconque A
de E passent de droites AB. Si P est le pole dans E de
la perpendiculaire élevée au milicu de HB, P est en
ligne droite avec les points H et A; or P décrit le dia-
métre conjugué D de DD dans E : done par A passe unc
scule droite AB et B est le symétrique de H par rapport
ala polaire DD par rapport a E du point P de rencontre
de HA avec O.

Ainsi I'enveloppe de AB est un point.

Appliquons la construction précédente lorsque le
point A est a Uinfini sur I'une des asymptotes : la droite
DD’ correspondante coupe la tangente en 11 & F sur
cette asymptote et la droite AB est, dans ce cas, la
paralléle a asymptote menée par le point 1.

Le point I est donc le point fixe par lequel passent
toutes les droites AB.

Remarque. — Les énoncés qui précedent sont suscep-
tibles de généralisations auxquelles je ne m’ariéterai
pas. 1l suflit de substituer,a C et a E, deux coniques telles
que la conique enveloppe des droites qui les divisent
harmoniquement se réduise & deux points; a la droite
de l'infini on fera correspondre une droite passant par
I'un de ces points.



