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SUR UN THEOREME DE GEOMETRIE ANALYTIQUE;
Par M. X. ANTOMARI,

Professeur au lycée Henri 1V.

Par cing points donnés, tels qu’il n’y en ait pas
quatre en ligne droite, on peut faire passer une
conique et une seule.

Je prends I'un des cinq points pour origine des coor-
donndées et soient (x4, 3:), =1, 2, 3, 4 les quatre autres.
Je considére I’équation
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Si cette équation est du second degré, elle représente
évidemment une conique passant par les cinq points
donnés. Je vais alors chercher les conditions que doivent
remplir les cinq points pour que I'équation s’abaisse au
premier degré. Il faut évidemment pour cela que les

0

coefficients de x2, ry, y* soient nuls simultanément.
Or, si l'on pose

A= (12 —)100) (3)— Ya2y),
B = (roy3— ya3) (r1ye— y104),

C =23y —y301) (21)0— pau),
les trois coefficients sont respectivement

L —XNOye+ 0300+ BOayi+ 31y — Gy yi-— 2200,
M=A(r )= ry =230+ )32 )

— B ye— i = oy 1axy)

= Gy yg—- )10y 1)y =+ Yo Ty,

N = N (&) g4+ 232,) = Blasg 4+ ap0)) = C (g =y,

le second, au signe prés.
D’ailleurs, 4 cause de 'identité

\ -T= R—.—C = 0.
les valeurs de L, M, N prennent la forme

L= XNOa—1)(yi— ) =B On-—02) 00—y
M=A[(ri— a0 (ra—1g) = (y1— 1) (xg—73)]
— Bty —ra (3 — 3yl == () — Yo ()]s

N=\N(xy—a3)r—x,)+Brj—x)(r,—a3).

Si l'on égale ces trois coefficients a zéro, les trois
équations
L=o. M =o. N=o
ainsi obtenues peuvent étre vérifiées de deux maniéres :
ou bien en prenant A = o, B =o0; ou bien en prenant
A et B différents de zéro.
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Premiére hypothése. — Pour que A et B soient nuls
tous deux, il faut qu'un facteur de A et un facteur de B
soient nuls. Quels que soient les deux facteurs ainsi
choisis que I’on égale a zéro, on voit que, pour avoir
simultanément A = o et B = o, il faut que trois des
quatre points (x;, ;) soient en ligne droite avecl’origine.

Deuxieme hypothése. — Soient 1, 2,3, 4 les quatre
points (x;, ¥:). Pour que les trois équations L = o,
M = o, N = o soient vérifiées pour des valeurs de A, B
non nulles simultanément, il faut que les déterminants
des trois équations prises deux a deux soient nuls. On
trouve ainsi les conditions

Yi—2 Vo—V3 _ Vi— Va Ya— ",

[

Ty— 2, Lo— Iy Ly — Ly Ly—
Vi— 1, Ve— s  Vi— Vs Va— )
Lp— Jg— Xy £ — Xy Ly— ',

Ces conditions entrainent les suivantes

1V V100

"

Sy

ou bien les suivantcs

Y=

L=

Joar—m Juo-y

g9 — .

Dans les deux cas, il faut que les quatre points (x;, 9 ;)
soient en ligne droite.

Si donc, parmi les cing points, il n’y cn a pas quatre
en ligne droite, il y a toujours une conique (qui pourra
étre un systéme de deux droites) passant par les cing
points donnés.
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Remarque. — Si, parmi les cing points, il y en a
quatre en ligne droite, on voit aisément que I'équation (1)
est une identité. Par exemple, supposons que les trois
points 1, 2, 3 soient en ligne droite avec I’origine, nous
aurons
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et I'équation (1) deviendra
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Les coefficients de a2, ay, »* sont nuls par hypo-
thése. Pour vérifier que le coefficient de &, par exemple,
est nul, il suftit de développer ce coefficient par rapport
aux éléments de sa quatriéme ligne.

Le résultat auquel nous sommes conduit est évident
géométriquement.

Je dis maintenant que si parmi les cing points il n'y
en a pas quatre en ligne droite, il y a une seule
conique répondant & la question.

Je suppose, en effet, qu'il y en ait plusieurs, je
prends 'un des cing points pour ovigine ct j'appelle

(2) ar— o bhry = cvi--odr-—a2ey--0

I’équation de 'une des coniques cherchées, X. En expri-
mant qu’elle passe par les autres points (i, »i), on
obtient les quatre équations

(3) axl +obr;y,—cyl+2dei—o2cy,=0 ({=1,9,3,4).

x, y étant I'un quelconque des points de X, les équa-
tions (2) et (3) doivent étre vérifiées par des valeurs de
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a, b, c,d, e, non nulles simultanément, ce qui cxige

que I'on ait
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Il en résulte que si x et y sont considérés, dans
cette équation, comme des coordonnées couranles, cetle
équation représente toutes les coniques passant par les
cing points donnés. Mais il est clair que cette équation
ne peut représenter plusieurs coniques que si elle sc
réduit a une identité; c’est-a-dire, en vertu de la pre-
miere partie de la proposition, que si parmi les cing
points il cn a quatre en ligne droite.

Done, ete.



