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CONSTRUCTIONS ET FORMULES RELATIVES AU TRIANGLE:
Par M. C.-A. LAISANT,

Docteur és Sciences.

1. Jai euloccasion de signaler déja les deux pro-
priétés suivantes, a plusieurs reprises; je me borne  les
rappeler ici, laissant au lecteur le soin de la vérifica-
tion :

1° Sil’on porte sur une droite indéfinie OX les trois
longueurs OA, OB, OC égales aux cotés a, &, ¢ d'un
triangle, et si I'on trace par A, B, C trois droites for-

. . A B
mant avec OX des angles égaux aux demi-angles 330

G . . . .
= du triangle, ces trois droites concourent en un point
2

M; MP étant la perpendiculaire abaissée de M sur OX,

on a

. . b—
MP = r (rayon du cercle inscrit); OP = g_—t%i =

= pP.

et, par suite,
AP =p—u, BP =p—0, CP=p—c.

Les longueurs AM, BM, CM représentent les distances
a4y 0, 0 du centre du cercle inscrit aux trois sommets
du triangle. L’aire du triangle considéré est double de
celle du triangle rectangle OPM.

2° Si I'on porte de méme sur une droite OX trois
longueurs OA’, OB’, OC’' mesurées respectivement par
les nombres a2, b2, ¢, carrés des c6tés du triangle, etsi
I'on trace des droites par A, B/, C', formant avec OX
des angles respectivement égaux a ceux du triangle, ces
droites concourent en un point M'; M'P’ étant la per-
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pendiculaire sur 0X, OP’ est mesurée par

= (/-7

2= H2 - 2
e
P'M' par 25 (S étant laire du triangle), A’M/, B'M’,
C'M par be, ca, ab respectivement 5 OM'a pour mesure

at—hr—c2\?2 .
(» — ) + 452,
\ 2 ’

D2 h2e2 - 2a? ou

Enfin 'angle M'OX = o n’est autre que Pangle de
Brocard, défini par la relation
cotw = cotA + cot B + cotC.

2. Toutes ces propriétés sont des conséquences di-
rectes des équipollences

-

i G
(n @ Cp2=D 4 chet=r goe2=p -+ ri.

(2) W= bed = b2 -caP =cr—abst = g2+ 80,

lesquelles pourraient se décomposer chacune en deux
séries d’équations ordinaires, sil’on voulait séparer les
parties imaginaires etles parties véclles.

De ces relations, il est possible de déduire aisément
quelques conséquences intéressantes et dont quelques-
unes n'ont peut-éire pas été remarquées, bien qu’au
fond elles ne soient pas nouvelles.

En élevant au carré la premiére formule (1), on a

A
¥+ 2al4e2 +02ed = p? — 2 9S4,

et, par soustraction de la premiére formule (2) qui est

a?+-besd =q2 —2S/,
A
2“8452 = (1)0—61‘2‘)8‘\+P2—(]2——- 7'25
A A

2a 8, :(b('——-&},)sg-q-(p?..qz_,-‘z)s I

Cette équipollence conduit immédiatement aux trois



identités
bc——-aﬁzCa‘«':i::ab——a;_-'.::pz—q2_—r!= _a.lﬁ' =4Rr,

en écrivant que la partie imaginaire du second membre
s'annule; R est le rayon du cercle circonscrit.

En égalant les parties réelles, on trouve, au con-
traire,

N be A
Ggq = — COS —
p 2
PulS
. R ab C
Cp= — CO0S — G = — €OS — »
2
ou encore
iRr A 4 Ry B Rr G
8. = L cos —, Cp = —— = acz’* cos —.
2 b c 2

En appelant A;B, C; le triangle formé par les trois
bissectrices des angles extérieurs du triangle donné, on

Nl A
reconnait que ses cOtés sont a, =4 R cos PRREEE Les for-

mules précédentes peuvent donc s’écrire ainsi :

N N N
U Cqy boy, Cce ,

a; b, Cq

3. Sil'on éléve a une puissance entiére nla premiére
équipollence (1), on a, en désignant par 1, C), CZ, ...,
C2=' 1, les coefficients du bindme

A 2A nA
ar—Clan—13,e? + Clan—282e? —...+8%c?
=pr+ Clpn=tri— Clpr=2r2— G} pr=3pr3 i+ ... + rrin;
et, en séparant les parties réelles et les parties imagi-
naires,
A
a” +Clar—138q cos — — C2an~28% cosA ...~ cos ——
2
—_ ]J” __C/‘.:pn—z r2 Cl’wlpnd,-'. —_—,

. A . ~y o A
Clan=1¢gsin = 4 C2an-28%sin A 4. .. = ¢! sin —
2

.
— U . N3 =33 L (G5 pn—b s
=Chpe 1r—Cipr=3r8 5 G pr—by cen
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plus deux autres formules analogues, dont les seconds
membres seront identiques, en changeant les lecttres a

en b, puisen c.
Par exemple, en faisant n = 3,

) A 3A
¥ +3a?8,c05 — +3adicosA+cicos — = p3—3pr2
2 2
. A . . . 3A )
3a2s, sin 5 -+ 3ad2sinA -+ 33 sin - = 3pr—ri.

4. En procédant de la méme fagon au moyen des
équipollences (2) on trouverait deux séries de relations
générales que nous n’écrivons pas pour abréger, et dont
nous nous contentons d'indiquer I'application au cas de
n=23,
af~+3atbccosA+3arbic?cosa A+ b3cdcos3A =gb — 124252,

3atbesinA +3a?b2c?sina A+ b3¢3sin3 A = 6¢+*S — 8S3.



