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SUR QUELQUES PROPRIETES DU TRIANGLE (');
Par M. MOLENBROCH.

Démonstration géométrigue (fig. 4 ). — Soient A'B/C’
le triangle orthocentrique de ABC, K le point de Le-
moine. Si ab, be sont paralléles a A'B’, B'C/, il faut

o1 A
l‘lg. ga

d’abord démontrer que la droite joignaunt les points @ et
c est parallele 2 A’C’. Les points d’intersection des cotés
des triangles abe, ABC sont désignés, comme dans la
,/55’- I, par %s, %s, ]33, ‘317 MERER

Les perpendiculaires abaissées du point & sur BC,
AB sont proportionnelles a a, c¢. Les angles by, A,

(1) Voir méme Tome, p. 121.
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b ,C éant les suppléments de G, A, on aura

« 4

bhiagh = —— 1 ——
i ? sinG s v

par conséquent
b —ayh
Or, comme
2 b8, % =< bR B — < B

on aura
B8, =005,.
; {

On peut en conclure
Vg |fAG

Si o, 4, ~ sont les milieax de B'C, UA, AB, on

aura
Bx | N'B'llab et By||B'C|be.

par conséquent

]TI_Z — ::% —= I]i; ou acllay||\'C.

Enoutre, 2,3, est paralléle 3 AB. En prolongeant v, 2,5,
2,3, on obtient un parallélogramme A~ L3, dont 3, iy
est une diagonale. Puisque {,v||B'C' ¢t puisque AN
divise la droite B'C’ en deux parties égales, il s’ensuit
que AK passera par le milicu de 3, 1, ¢ est-a-dire que AK
est la seconde diagonale du parallélogramme A L3,
AK devra donc passer par L. Les trois droites <, a;,
2,21, B3 prolongées seront ainsiles cotés d’un triangle
homologique a ABC, K étant le centre d’homologie.
Selon le théoréme de M. Lemoine, il faut que ces trois
droites rencontrent les cotés du triangle ABC en six
points concyeliques.

e T— \ =—B =— 0
3"

5y == e 1 ce qui veut

dire que les directions %, 1, v sont les bisscetrices des
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angles extérieurs du triangle ABC. On wrouve alors

P A
}’1._}/2'}’3

. . 1 1 1
JieYeilys= —F——— 1 .

a(s—a) b(s by c(s—e)

Le centre d’homologic coincide done avee le point de
concours des trois droites joignant les sommets du
triangle ABC aux points de contact des c6tés opposés du
triangle avec le cercle inscrit. D’ot ce théoréme :

Si Uon trace un iriangle abc homologique au
triangle donné ABC, le point de concours des trois
droites joignant les sommets A, B, C aux points ol
les cotés BC, CA, AB touchent le cercle inscrit étant
le centre d’homologie et les cotés de abe étant pa-
ralléles aux bissectrices des angles extérieurs de ABC,
les six points d’intersection des coiés non homologues
des deux triangles seront concycliques.

Démonstration géométrique ( fig.5). — Soient A/,
B, € les points de contact sur les droites BC, CA, AB
mentionndes dans I’énoncé de la proposition, O le centre
d’homologie, ¢’cst-a-dire le point de concours des droites
AA’, BB, CC': soient v, va, a3 les bissecirices des
angles extéricurs du triangle ABC. Nous voulons dd-
montrer d’abord que, ca, ab érant paralleles a vz, o3,
be doit éire paralicle a 2v.

Tracons C'A’, A'B/, B'C' e joignons A, B, C au
centre I du cercle inscrit au triangle ABC. On aura,
comme ca LBl ¢t C'A’LBI, cal{C'A’. De mémeab| A'B,
d’ou il suit

Oc¢ Ou b

oc T oV oo’
c'est-a-dire
b GB
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e e .
Puisque BI, Al sont perpendiculaires & va%a, 317,

V2
aux milicux de ces droites, il faudra que le point 1 soit

le centre du cercle passant par les six points ay, ay, 3y,
305 Yoy Y2 reste & démontrer que Iy, = Iy, ou bien,
comme 1C/ LAB, v, C' —= ~, (/.
0= i
Soit U le point d'intersection de CC' avec le cercle
I
inscrit. On aura

Cel= CUCN ot eyl o= v, CA = < AU,
¢’est-a-dire
Sev v ACTAUL
d’ou 1l suit
12 C eV =NU AT,
De méme on aura

AC/ye » ACBT,
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d’ou
NG e =BU: B
Enfin, comme les triangles A'UC, B'UC sont sem-
blables & A'C’'C, B'C/C, on obtient

AUNC=NCCO=RBC:C=B10.:pC

d’olt Pon peut conclure que Péquation + €' = ~,C’ a
licu.
. \ B S L
4" oy ==— S PR gy = - cequi signilic
que les divections %, w sont les bissectrices des angles
A, B et que v est la bisscetrice de I'angle extéricur a C

du triangle ABC. On wrouvera maintenant
iy =as—h) b —a)yr—es.

Le centre d’homologie coincide donc avee le point de
concours des droites joignant les sommets du triangle
aux points de contact des cotés avee le cerele exinserit an
coté ¢ du triangle ABC. On obtient ainsi un théorcme

analoguc au précédent.

) oy = — A, sy =— B, o, =—(, (est-a-dire
i 3 [}
L= 1==v=o0. — )apres les formules générales, yy,

272, 23 ne sont pas déterminés. Si on retourne aux
formules (20) on trouve

b a
('(lz — //(/,5 = - (7(13 — (‘({l = —i ) b(]l —11/13 =
Ja J1 )2
valeurs qui satisfont toutefois a la condition (29). il en
résulte la relation
1 I

_— - 4 = 0
ay by ¢y

B

qui prouve que le centre d’homologie doit appartenir a
la conique polaire du centre de gravité du triangle ABG
par rapport a ce triangle. Tout point de cette conique
pourra servir de centre d’homologie.



(184)

Nous voulons encore examiner quelques hypothéses
plus générales et d’abord traiter le cas ou les directions
)., i, v sont concourantes, c¢’est--dire ou les équations
(23) et (24) sont salisfaites.

Le premier mode de résolution des équations (20)
et (29) ne peut pas servir maintenant; le second sub-
siste, excepté dans le cas o unc des quantités 22, p2,
v2 est égale & I'unité. Si nous excluons cette dernicre
supposition nous aurons les relations (23 ), (24) et (36),
savoir

1+ Apy = o,

(53) PL—VPy—=9rpy = 0.

Wh— ) —b(p—vh)+ (v —hp) = o0,

auxquelles se joint encore, d’aprés (40), cetie nouvelle
formule

(G Ps— hpy—=vhpy=o.

Appelons S le point de concours des dircctions %, i, v
et solent ay, xy, a; les coordonnées de ce point S. On
aura

ry Sy Ty

A= — — o= — ) Vo= —

T sy
Ces coordonnées satisferont aux trois équations

(33) axy(x;+x}) +bryri+a}) +cxy(rl+xd)=o0,
(36) \ P1XaZ3 - 2@y Xy — Py Ty =0,
( Prr1—= X+ pyar; = o.

D’apres Véquation (53) le lieu du point S est une
courbe du troisieme degré passant par les sommets du
triangle.

En éliminant entre (55) et (56) xy, &a. xy, on ob-
tient le licu du point p, tpo s pse Des équations (56)
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on déduit facilement

si pour abréger on a posé

P=pt—ps=ps—opipl—opipi—opips
Par conséquent
re_pi-pi- pl VP VP Ty 1 py=pi—pl

ot -+ — = — — .
Ty )/;,/)z Ly £ i

Remarquons encore que équation (53) peut étre
mise sous la forme
J r 7 r T r
a(__’+_*)ﬁ_z,(47_')ﬂ(_'+ ) =0
Ty r 7 r, x> Xy )

On voit immédiatement que I'équation du lieu du
point P sera

apypy—+=p;—p)+opi(ps+py— p3)

i
(57 3 —epy(py—pi—p=o0

c’est-a-dire une courbe du troisiéme degré. In portant
dans cette équation les valewrs de py, pa, ps deunées
par (31), on trouvera aussi le licu du centre d’homolo-
gie O. C’est une courbe du sixiéme degré dont 'équa-
tion est assez compliquée.

La construction generale peut servir a trouver le
centre d’homologie, les directions %, u, v etant don-
nées. Les équations (53) et (54) nous permettent d’ar11-
ver 4 une autre construction et de 1ésoudre en méme
temps le probléme de déterminer %, 1, v en regardant
Y1y )2, ¥y comme données.

Remarquons d’abord que, d’apiés ce qui préeéde, il
est loujours possible de construaire le pointOou 3 4 o
) 3, connaissant le point P ou py, p, ps et iuversement.
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Les équations (56) montrent que le point S est un
des points d’intersection de la conique polaire du point P
par rapport au triangle ABC et de la droite polaire du
point P’ conjugué isogonal de P. La droite polaire d'un
point s’obtient par une construction assez connue. Afin
de construire la conique polaire de P, il suffira de re-
marquer qu’clle passe par les sommets du wiangle ABC

¢t que les équations des tangentes en ces points sont
DXy —pyry =0, PPy =0, PL Ty rary = 0.
Or, comme V’équation de la polaire du point P est

£ 2 s

il suit que ces tangentes sont les droites joignant les
sommets A, B, € aux points d’intersection de la droite
polaire de P avec les cotés du triangle ABC.

A chaque centre d’homologic il ne correspond, par
conséquent, que deux systemes de valeurs de 2, 1, v.

Si, au contraire, i, i, v oule point S (ay, &, xy) sont
donnés, le point P dont les coordounées sont propor-
tionnelles & py, pa, py se trouve facilement de la ma-
niére suivante. D’aprés (56) ce point P est le point
d’'intersection des droites polaires par rapport au triangle

ABC des deux points

TyixyiryzouS et —:

Le second point est le conjugué isogonal du point S
par rapport au triangle ABC.

Il ne nous reste 4 considérer que le cas ou les deux
¢quations

) I— Apv = o, h=z1
on

/\::‘:1‘ -
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sont satisfaites a la fois, puisque alors nous ne pouvons
nous servir d’aucune des méthodes exposées antérieure-
ment pour résoudre le systéme d’équations (20) et (29).

Si, dans ce cas, nous retournons a ces équalions, on
a, au lieu de larelation (37) et de la premiére des équa-
tions (20),

ady — edy — LN (/)d, — ad, — “ ),
Y3 . Ja

ad; —cd, — A = <l)(l, — sy -~ i),
K J

v
d’ou, en retranchant,

(598) RASLS —::‘t<~/i ———/i\) ou pa=7"pa.
Y3 Y1 J2 N
Du systeme d’équations (38) les valeurs de ad; — cd,
bd,— ad, contenant la quantité )k disparaissent; du
systéme (39), la premiére équation seulement perd sa
vigueur, tandis que la premiére équation du systéme (40)
continue & subsister, d’ot ’on déduit facilement

uipy = [{:; ’
¢’est-a-dire
p1=o0 ou wr=1.
Supposons d’abord
(59) P1=o0.

Des équations (38), (39), on pourra encore déduire

1 B b c c ,
- (2 + e
i - 3y i iz kD

L

ca N
= (. — e py=-2pi)

i 12 ¢\ a . b \
— . ;—:———‘)‘*‘—'mll.“‘—
EEE T A OV Y. X2 R

b
— - %—l(b—-av)(pgf wpy)-

w2
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En avant égard a I'équation (59) et en remplacant u.

par o= - ces derniéres équations se réduisent a
v

. 1 w2 n
(6o) ——e - =(av = c)p.
ay, c¢¥s
Les relations (58), (59) nous permettent de détermi-
ner ¥y, ¥a, y3. La formule (60) nous fera connaitre

ensuite la valeur de v. On trouve

av, bvy s
(_:;[):E_[) T =0
ct
_toa
v - C—$bv—.—l = 0.

Silon prend la quantité —2a: (¢ + b) comme coelfi-
cient de v, le discriminant de I'équation devient négatif.
On ne trouve ainsi finalement que les valeurs

“ by —c 1 — . A
A= B 2o b (asks Besin ) )-
Le centre d’homologie et le point S ne sont donc pas
des points remarquables du triangle. Voici une con-
struction du centre d’homologie :

Par le point A tragons une paralléle PQ a BC. Pre-
nons sur AC un segment AE = AB. Si la bisscewrice de
Pangle A coupe BE en G, par ce point menons une
droite GI* paralléle a BC qui coupe le ¢ot¢ AC en F. La
droite BE rencontre PQ en O.

Supposons ensuite u*=1. On pourra maintenant

distinguer les deux cas :

1" A=—p==v=1. D'aprés cc qui préctde, on ar-
rivera facilement aux relations

P2=ps. 3= —Pn P1= P2

qui ne sont satisfaites i la fois que par py=p, = py=o,
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¢'est-d-dire par des valeurs infiniment grandes de s
Va2, V3.

2% = u.=v=—1.Onarrivera encore au méme ré-
sultat.

Examinons enfin les centres des cercles passant par
les six points d’intersection des cotés non homologues
des triangles abc, ABC et rctournons, a cet effet, aux
formules générales.

Commie la polaire du centrede la conique, par rapport
a cette courbe, est la droite a P'infini (18), on trouve
immédiatement, en désignant les coordounées du centre
par Xy, Ty, Xy, que ces quantités satisfont aux équations

LIPS . R ry
;|m/1+<<,+m(\dm-z)~ J

Ji
' 1 T
6 ¢ — - |Cdy~(C+R)(dy+ —)-—- =
(on "[ ‘ ’( : n,) yé]
~l[c,{{+(0+n)<dﬁ+ —'->_i",]
\ L Y3 RN

De la premiére de ces formules, on conclut facilement

la suivante

gC[‘a(l)di—uclg)—‘»:—:_f_}
(62) { Na! Y2 .
R(6di— ady+- “) bry ar
—C 2 —_——— = — .
’\ -+ < 1 T T 3 53

Remplacons dans cette équation R et bd, — ad, par
leurs valeurs données par les équations (12), (21). On
arrive ainsi a 'équation (63)

a b b c
(l—)'J/)(—)—z-f——);—l)‘—‘l:J. 7‘—1“—,—

. / /
——[—IL—,——L——V(L—{— Ll—)—‘r—v‘/‘ (—a——k—é—)]
aLys ‘2 AU Y2 1

|
|

rs a b 14 ¢ ¢ a

- —{— — ) ! — ) — W — + —
+)’1[ (\}’s+ J’x> ‘L<J’s ‘V?) (_3’1 V3
Z'l ———]—)——%)vu—~4—11<—c—-':—[;>-—1w(a+i
}’3 J1 )2 Va 3 Y3 Vi
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En appliquant les équations (31), on trouve

. 7 N b ¢ Ce a’
—/.w/(——~+——)—2u. — i >+'L.'“ —,‘"*“7)
. ) NUEEEN SY TN Y (\}1 VLY
= abc[(t—=hunipy——2upg == 2 pa]
= wbc[ps— api~+ 2ipr— L(Pr=IpatIhpy ],
l/ . % /¢ A e
— i w = = af — == —;w(——)——s«—— )
)1 e oo s Vs N
ab 5 o . o 1 ¢
= — |ap,— bpy— cpy+ huav(apy— bp,—+ cpy) 4+ 2p.cpy — o wreps |
D)
I 1 . .
= ab [— ———(ap - bpy+epy) 4+ apy— bpyrpy s nepp— ;;.-;('/)2J
2

= ab[— a(py— prr =+ p3vh)+ OX(py— ppi+ wpy].

Le dernicer résultat a é1é obtenu a 'aide de la for-
mule (33). La substitution de ces valeurs dans I'équa-
tion (63), en ayant égard aux équations (34), réduit
celle-la a la suivante

N £ Ty Ca—by Ty . .
[EPN3? L T g Ay V. L)
V. Y - v
De méme
065) o h—en 2 & N
Moo — v - — ) — =(h — )l
« I )2 3
r c—awu .r, T ) )¢
— Y +vh — =(u —vr)L.
! h b v o (s

La maltiplication de ces équations par ¢, a, b et I'addi-
tion des produits fournit une identité. Des deux pre-
miéres, on peut tirer les rapports

aum -—-c—buy 1=t T -— v,
- — —y -

) —— —

8 wby, S veyy )
A 1 v 11— 22
(65) < 3 (ASSESUATA h S  d
veayyy very hay,

_(’r‘)\—l;-—akgx 1 — A2 1 — w2y

——— —dy - dy - ——— -
. haby v, *hay, ! g/)y.z)

Dans ces valeurs, on pourra substituer les quantités
dy,ydy, dy données par (42), d’oul'on voit que les coor-
données &y, x,, xy sont proportionnelles i des fonctions
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linéaires de la varviable w. On peut donc énoucer le
théoréme suivant :

Tous les cercles correspondant a un seul systéme de
directions i, w,v ont leurs centres en ligne droite.

L’équation de cette droite, que nous appellerons,
dans ce qui suit, simplement la droite des centres,
s’obtient cn dliminant w entre les valeurs de oy, 1., ay
mentionndées ci-dessus. D’une maniére plus simple, on
parvient au méme résultat en éliminant la quantité C
entre les équations (64) :

Multiplions la seconde équation par u — v, la troi-
sicme par )k — uv et retranchons le second produit du
premier. On trouvera

1 — 22 1 — u? g—

(66) xyo. 4Ty - 4Ty —— =0,
Ly wbhy, Ve,

ou, d’apres (43),

G ri(t—12)(by+em—a)=ry(1—p2)ch=ar—b)
(67) w12 (au+bl ) o
enfin, en introduisant les angles 2, ©., ;.

{ xysin(A +2¢()+ 7ysin(B+20;)
+.rysin(C = 20;)=o.

(68)

Léquation (67) est satisfaite par les valeurs

02— y2 y:_ )2 2 — 2

rirs iy = = e,
Tl = T —a el —av—bap+bh e

Ty iy =i pat pa=_(h—+pv)iln+ Yh) (v =+ Aw),

i O(1—v2) (1 — u2)
T = by + cpr—a | ch —av—0b up+bnr—c.
I T (11— 22) a(n—v?) ‘
Cenrav—blap+bh—c¢  bv—-cp- o
1 act— 1?) b(1—12) J
I — B bl
duabh—c|br+ecu—a ch—av—0



(192)
dont les derniéres désignent le point a Pinfini de la
droite des centres. Chaque point de cette droite peut
donc étre représenté par
! xyi220 23
1
= —  h(uE— )+
/1‘1+(';4-—u[t(“' )
59) ¢ N c(r— 22 a —v?
(6g9) . ' [hpﬂ—/ﬁ)ﬂu;(- ) ((1—2)

ch—av —b ap—+~bh—c byv4+cu—a

O(1-—2A2) clr— u2)
ch+av—0b am--bh—c¢

1 N
e (R — )+
\ 40 b — ¢

a(v—u?) Oir— 02, I

b;—{j('y “ 0 ch- av —b
ou /. est une variable quelconque.

Il en résulte que la droite des centres ne dégénérera
en un seul point, que si I'on a:

'0
c’est-a-dire

);:‘u.:v:l ou 1:'1:——‘/:-—[.

si nous excluons les valeurs

A= =wv.
v

Nous arrivouns ainsi a des cas précédemment consi-
dérés.
2(\

(=M (byv+cun—a) (1—ud)(ch+av—Db) (=) ap4+-br—re)
«@ o T T c n

ou, en introduisant ©,, o, o,
’ Ty Y2y Y3

sin(A +-29;) 1sin(B +29;) sin( G20y
=sinA : sinB : sinC.

Les solutions de ces équations sont

oMy i
o= —— = ou oy = A — A,
N :

2My 1

Bl

= ou 0y = kyw— B,
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oumy, ma, ...y hi ks, ... sont entiers. Ce n’est que
le premier cas que nous poursuivons. On trouve que le
centre d’homologie coincide alors avee 'orthocentre du
triangle ABC, et les sommets du triangle abe seront a
Pinfini.
A la supposition que nous venons de faire il ne cor-

respond donc aucun triangle réel.

30
b(1—v2) (1 — u?)
[cl—:—av—b “(;\',L—'—b)\——‘—l"]
. c(1—22) all—v?)
[(tp.——[)):h [)v—.—(-p.——a]
. a(y—n?) b(r—n2) 7
) [b‘/—\-(‘().— : - ('l—{—llv—-/;l

= (22— v2) 1 (v2— A2) 1 (A2— 2.

En transformant I'une quelconque de ces équations,
on obtiendra
a(n?—v?) b(v2 —i2) (A2 — 12)
(70) —4 —— — — - - b — 0,
by —cu—a cha—av—b ap+-bh —c
Les coordonnées du centre de la série des cereles cor-
respondant a un systéme de valenrs de 2, u, v seraient,
d’apres (69).

u2— 2 ye_— )2 22— 2

. . ¢

Ly Xy Ay = D — : i
e T e —a ek~ av—-b aw+bh—c’
valeurs qui, d'aprés (50), satisfont a I'équation de la
droite a I'infini. 1l ne correspond done aucun cercle
réel a la supposition que nous venons d’examiner. Le

résultat de notre examen fournit donce ce théoréme :

Tous les cercles correspondant a un seul systéme de
valeurs de ), u, v ne sont concentriques que dans les
deux cas précités (1°).

Est-il possible de faire coincider la droite des centres

Ann. de Mathemat., 3° série, t. XL. (Mai 1892.) 1
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avec une droite

71) UgTy —+ U Ty + U3 = O,

arbitrairement choisic dans le plan du triangle? D’aprés
(60), il suffit que les équations (72)

sin(A + 2¢y) = Buy,
(73) sin(B -+ 2¢,) = Bu,,
sin(C +20;3) = Bu,
soicnt satisfaites 4 la fois; 3 est une quantité qu’on peut
déterminer de la maniére suivante. D'aprés (48), on
aura
arc sinBuy + arcsinB uy + arcsinBuy = (2m +1)7;

par conséquent,

1 Y o p ,
(33) B==F——Voului+o2ului —2utul —uf—ul—uj.
22U U U3 - h

D’aprés (50), on aura encore

i —--:—I = [cosA—cos(A +2¢,)]
:[cosB —cos(B +20,)]: [cosC— cos(C+ 20;)]

4wl —ul? ul+u?—ul
={cosAx 22 '> feosB A L2
2 Uy Uy \ 2 Ug Uy

. <(‘0<C““ u‘,l—o-ug—ug).
2 Uy Uy
Si on peut construire un triangle dont les cotés
soient proportionnels & wy, uy, uy, ot si 'on désigne par
U,, U,, U, ses angles, on aura

5 % L= (cds N\ = cosUy)
1 J2

Vi

t(cosB = cosUsy) i (cosCz=cosUy)

ct, d’aprés (72) et (93),

T—(A=UD aw— (A~ Uy)
?| = —_—————— ou Q?l = —— —
2 P
7——\]31‘_“.l'.2)
(?2— e T Ou "l:

2 ‘ 2
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Examinons a quelle condition la droite des centres
passe parle centre du cercle circonscrit au triangle ABC.
Il faut et il suffit, pour cela, que 1'équation (63) soit
satisfaite par

Lyt &y L x3=cosA :cosB:cosC,
c’est-d-dire qu’on ait

sin2(A +0y) - sin2(B + 9,) + sina(C + o¢3)
=—(sin2¢; + sin20, + sin203)

ou, aprés quelques réductions,

sin(A <+ o) sin( B + ©,) sin(C —+ o3)
- : - : : = ou huv =1.
sino; sin @, singy

Cette équation est, d’apres (49), équivalente a la sui-
vante
A'B B'CC (VA

—— = =1

A'C B'A ’
laquelle indique que les points d’intersection des direc-
tions A, ., v avec les cotés opposés du triangle ABC sont
en ligne droite; d’ou ce théoréme :

Si les trois directions \, &, v rencontrent les c6tés op-
posés du triangle ABC en trois points situés en ligne
droite, la droite des centres passera par le centre du
cercle circonscrit.

Un cas particulier est celui ou ces points d’intersec-
tion sont sur la droite & I'infini. On revient alors au
théoréme connu de M. Lemoine.

Cherchons de méme la condition qui doit étre satis-
faite afin que la droite des centres passe par le centre
du cercle inscrit. Cette condition revient a

sin(A +29;) + sin(B +20;) +sin(C +293) =o,
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tquation exigeant qu une des relations
Qf(lud“()ll (Xlgball (lu u S

A Y B G
cos [ = +0,) =0, COS Py + ©y ) =0, C€OS . + ©3)—o0
2 : : .

\
ait lieu. D’ou cet énoncé :

Si une des directions \. 1, v divise en deux parties
égales un des angles extérieurs du triangle, la droite
des centres passe par le centre du cercle inscrit.

La droite des centres passera par le point de Lemoine,
sil’on a

sinA sin(A 4+ 2¢;) = sinBsin(B + 20,)
—+sinCsin(C + 293) = o,
ce qui revient a

5) cos(A + 0y) cos(B + ©y) cos(C + 93)
N —_
cos oy €08 @y cosog

—1I.

Si par A, B, C nous tracons trois droites perpendi-
culaires aux directions %, 1, v et rencontrant les cotés
du triangle sous les angles 4, 4y, Uy, on aura, d’aprés

(75), .
sin (A +4y) sin(B + &) sin(C + 43)
sin, sindy sind; ="

d’ou ce théoréme :

Si les directions ), ., v sont telles que les perpendi-
culaires menées par A, B, C sur ces directions sont
concourantes, la droite des centres passe par le point
de Lemoine du triangle ABC.

Examinons enfin le lieu des centres en supposant
que Iéquation
I+Auwv =0

soit satisfaite. A cet effet, retournons i I’équation dé-
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signée par (62) et a une équation analogue renfermant

Cd2 — bd3

c [z(bd1+ad2) b i]

Y1 )
+R<bd,—adz+i—i>=llf_‘_,_““’2,
yio e i Y3
G ['Z(Cdz—bda)‘*— -S- —_ ﬁ]
Y2 V&)
Yo Vs r3 Ve

Dans la derniére remplacons cd, — bd; par sa valeur
tirée de la seconde des équations (20). On trouve

C [z(bd, — ady)— 2% _<i+ !.’_>]
Je Yo Y3

TRlbd'_ad’"i*‘P‘i] =- Tty bas,
Je J3 Y3 )3

La dillérence de ce résultat et de V'équation (62 ), en
remplacant R par sa valeur donuée par (1), peut étre
mise sous la forme

b x| [b a <c h>].7‘2 b r,
=p—=—]=+—=--p( =+ =) == ==
Y3 Vit Y1 Y Y Y3 Y2 Vi Vs

équation qui, en vertu de la relation (24) et de ses ana-
logues, se réduit a

‘a c . b a c\ oo b x4
(Za)ommbo (2 o)m 5 bm
Y N NEINE! Y3 Y1/ ) 1 Y3

De méme,

(b a) c x4 c 7y <b a).r;,

— == C=—p = — (= — ] =

Y1 ) Y2 V1 J1 )2 Y1 Y2/ Vs
c b\ a x . oa T

( c b ) (
—+ - )JC=--—=F+ =)= —v — — +vh —
Ya Y3 Ve REVARES! Y3 Ve Yo s
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La somme des produits de ces équations par — v,
vh. 1 respectivement, est une identité.
En éliminant C entre les deux premiéres équations,
on obtient, pour la droite des centres, I'équation

. ,
uﬁ{iﬂi+£)+;ﬁ(ﬁ+1”
Pyl s N Ys\J1 D
Ty < a c ) < b a c )
(770« — ==+ — )=+ =+ —
Y2 \)3 X1 Y1 Y2 Y1/
’ sy <b a > <(l c b >
+2 =+ =)= +—=——%—)=o.
' Y3\ J2 J'3 Y1 J1
D’aprés 'équation (24) et ses analogues, on aura
[ c <a e /) ( b a >]
|l ——+ —)+A—| — 4+ —
L\ )’1) Ys\yr Yo
1 < e b > <b a c
=—-(— + — -——————;J.———)
YAY2 D3/ \Jt1 Qe NEY,

c b a c .0
:p.(——:—-—-) (——+~+Ap,——~>
Yoo Y3/ \Fs N Ve

et deux autres équations résultant de la précédente par

unc permutation cyclique ded, 1, v5 @, b, ¢34, 92,73,

A Vaide de ces formules, I’équation (77) de la droite
des centres peut se présenter sous la forme plus symé-
trique

J
ou
_uﬂ<2&ﬁM&)mﬁ(ﬂ2$Pwv

4

Jr\J2 )3 X2\ )3 Y1
- 7\:1..13 (-[)lil - fﬁl—)g ) = 0.
P IANR S Y2/

Gette droite passe par les poiuts
TPl lay —ayy i hubyy s e,

TP Iry iy = :/12 :‘1’1‘.
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de sorte qu’clle dégénérera en un seul point, si I'on se
trouve dans I'un des cas suivants :

1° py==py=p3==o0; aucune valeur finic de y,, 5,
2 3 ne correspond a cette hypothése

2° ay,= )\HZU 2 =— LC)3==0; cette équation exige
Yi=)2=)3 =0, ce¢ qui reviendrait 4 une absurdité;

3 piipeips=a), i hpbyai— ey, Dapres la
formule (33), on aurait alors

ayi+ by, +cy;=o.
et parsuite le point )y, s, 3 appartiendrait a la droite
de Pinfini.

Nous sommes arrivés ainsi a ce résultat, qu’en sup-
posaut les directions X, w, v concourantes, la droite des
centres ne dégénérera jamais en un seul point.

Il nous resterait encore a examiner la droite des
centres dans le cas

=1, v =-—1,

(ue nous avons déja considéré. On n’obtlient ainsi aucun
résultat remarquable.



