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SUR LE CALCUL PAR APPROXIMATION DES RACINES
DES EQUATIONS NUMERIQUES.
MODIFICATION DE LA FORMULE DE NEWTON;
Par M. Erxest MALO.

M. Ch. Zenger a fait connaitre, dans le tome X1 du
Journal de Mathématiques et de Physique de Prague,
une méthode pour le calcul d’une racine d’unc équation
algébrique au moyen d’une premiére valeur approchée,
(ui présente beaucoup d’analogie avee celle de Newton,
¢t qui, ce me semble, peut donner matiére a des re-
marques intéressantes. Voici d’abord I'analyse de I'au-
teur telle qu'elle est résumée dans le Bulletin des
Sciences mathématiques, 2° série, t. XIII, p. 211.

Soient a la valenr approchée, o la valeur exacte de la
racine, on pose d’'unc part xr = ay, del'autre x = 2z,
de sorte que de I'équation

()_./(Tl" \"7‘"’+ XIT”' P oo "m‘
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on tircera les deux suivantes
B 4= Byt t— - By = ol
Coam +=Cpam=t ... +—C, = o,
les cocflicients étant respectivement
Bo= Ay, By = \ja-1, ey B, = \Nja-i.
= A o= Ay, G \ani,

valeurs aisément calculables par logarithmes,
Comme d’ailleurs la deuxiéme équation doit étre sa-
tisfaite pour z =1, on a

Co+C,+Cy+...4+C,,=o0.

Si maintenant 'on remplace @ para + da ou da dé-
signe o — a, les valeurs By, By, .... B; ... devien-
nent Gy, Gy, ..., Gy ..., de sorte que les aceroisse-
ments dBy, dB,, dB;, ... satisfont & la relation

By + By +dB; + By + dl}z +...+ B, +~dB,, =o.

T mettant alors, au licu des aceroissements dB, les
difiérentielles tirées des relations

B,’ = ;\,'(7"..
ou plutoe
logB; =log\; — iloga,
il vient, écrivant c aulicu delasomme By +B,+.. +B,,,

a:z

da =

e— Bo+By—aB,+...—(m—1)B,

Jobserverai maintenant, a ’égard de la formule de
M. Zenger, quielle peut s’écrive ainsi qu’il suit, en dé-
signant par /', au licu de da, la correction a opérer sur
la premiére valeur approchée a,

a fla)
a f(a) —A7I7k7) ’

= —

ct. pour Fétablir 4 nouveau, je la rattacherai expressé-
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ment & la formule de correction de Newton, dont ma-
nifestement eclle ne différe que par un terme du second
ordre.
A cet eflet, je considérerai I'équation ®(x) = o, qui
est la transformée aux inverses des racines de la pro-
posée et qui, par suite, est fournie par la relation

b I‘):]'"lf(.l.).
\‘I.

Cecla étant, el a désignant une valeur approchée
. , . \ I

d’une racine de 'équation f(x)= o, b= - sera une
a

valeur approchée d'une racine de I’équation ® () = o,
dont on déduira une valeur plus approchée en adjoi-
gnant a b le terme correctif

D(h)

A= e
Q')

1l en résulte, réciproquement, une valeur plus ap-
prochée pour laracine considérée del’équation f(x)=o,

savoir
1 I A

bk =0 v
en négligeant les termes du second ordre, ou encore
a— ka?,
. I
puisque b = -

D’autre part, la dilférentiation de la relation

I A\
— o —
‘I’(Z‘) _ .Tnf(m)
conduit a celle-ci
iR e
q)l(z,) — Ill.il‘”l-]j (\;) — .Z’”_-.f (\;‘),

et 'on cn déduit. parla division membre & membre avec



la préeédente,

bir) ’1/(7)

D0 e A
mef (L) =/ (%)
1
done, pour 2 = b ==
o
Db fra)

A — - — = 4 .
' Dby aleaf car—mfia))

de sorte que la valeur corrigée a — ha? devienmt

afla)
af ((I)ﬁlu_/(a»’

ctqu’en la représentant par a = /' on a bien

o flea)

o= - — - .
af'cay)y—m fia)

Celte expression est trés remarquable en ce sens
qu’elle est, dans une large mesure indéterminée. Voici
ce qu’il fant entendre par cette indétermination.

Considérant Iéquation fix)== o0, si I'on augmente
ou diminue toutes les racines d’'un méme nombre &, on
est conduil & une certaine transformée I'(x) = o. Or si
a désigne toujours une valeur approchée d'une racine
de f(r),  =ua -+ Z sera aussi unce valeur approchée
d'une racine de F(a), et les corrections a faire subir,
d’apres la méthode de Newton, aux valeurs approchées
act @’ seront, respectivement,

Jay \ Fra

1 ( 3. s
Jta) b (a)

mais, manifestement, F(a')= f(a) et I'(a') = /' a),
puisque les deux fonctions et les deux dérivées corres-
pondent a un seul et méme élément ponctuel ou tan-
gentiel d'une courbe considérée seulement par rapport
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& deux origines différentes, en sorte qu'on n’a point
deux corrcctions différentes, mais une seule.
Il n’en est pas de méme si 'on considére les correc-
tions fournies par la formule donnée précédemment,
car elles sont, d’une part,

afta)
T afiar—mfiay
ct de Iautre,
o' Fla
T dF(a) = mF(a );

or, en raison justement des égalités F(a')= f(a),
F'(a") == f'(a), 1a seconde expression, qui sc réduit i

a'fua)
a' f'(ay—mfia) ’

ne peut pas coincider avee la premiére. En définitive,
il résulte de cette analyse que, a étant une valeur appro-
chée d'une racine d’une équation f'(x) = o, onen a unc
nouvelle valeur approchée, en adjoignant i ale terme
de corrcction

N == = mpar
ou A est un nombre, non pas évidemment entiérement
arbitraire, mais du moins susceptible de varier entre
des limites fort étendues.
Lorsqu’on substitue a x, dans la fonction f(x). la
valeur fournie par la correction ncwtonienne

r=a-+h,
on a

J(la—+—h)= Lj/”(a)—»—....

en sorte que si la valeur initiale @ est suffisamment ap-
prochée, c'est-a-dire & assez petit, le signe du résultat
est celui de f"(a). Quel est le signe du résultat de la
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substitution @ + &'? En sc bornant aux trois premicrs
termes du développement

h?
Sla+ W)= flay—=hfla)y+ = f(a)+..

on trouve

M)k flay—a2m flla)-+>mf3(a)
2[ X fl(a)y—mf(a)] ’

SJla—+1I')=

ou le dernier terme du numérateur est du troisiéme
ordre et peut &tre négligé. Le signe est donc celui du
produit

Mrftay—am fia),

ct la présence de V'indéterminée X permet de le choisir
a volonté. Ainsi en donnant a & deux valeurs X et X, qui
rendent la quantité entre crochets de signes contraires,
on a deux corrections 4’ et 2, telles que la différence
hy—1I',, prise en valeur absolue, mesure I'erreur com-
misc et dont la moyenne LL’—_';—"— pourra ¢tre adoptéc
pour scrvir de point de départ & de nouvelles correc-
tions. On prendra garde 4 ne point choisir les quantités
A et )y trop voisines 'une de 'autre, parce que, les
corrections A’ et 2 tendant alors & ne laisser subsister
qu’une erreur du troisiéme ordre, on ne pourrait plus se
rendre compte de la valeur exacte de celte erreur, en-
core qu'clle soit, d’une facon générale, aussi réduite que
possible.

Soit, par exemple, I'équation

+

3~ -
r3—7r 47 =o0,

considérée par Lagrange, on a, pour a =— 3,

f='! f’=207 f”=_°187

et les valeurs % =—6, &, = — 7 rendent respective-
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ment négative et positive P'expression ) f"— amf’.
Done

|

.
h=— 53 = —0,0%8580,
L 7 — 4
Iy =— ] =—0,048951,
=1
/
— - !
e — 1= 0,000171, P 0,048865;

IR TR .. '+ h
ainsi 'erreur de %/, de %) et a fortiori de —,— vat-

teint pas 0,00017; la valeur exacte 4 six décimales de la
racine cherchée étant

— 3,048917,

les erreurs véritables sont, pour 7/,

-—0,000137,
,
pour /2,
- 0,000034.
. I+ I
cufin, pour -——
2
— 0,000048.
. . I r
Pour la correction newtonienne 1 =— —- =—o0,05,
clle est de
0,001082.

Pour obtenir une deuxiéme approximation, on fera
@ =—0,0489 dans la transformée en —3 + x, cest-
a-dire dans
F(x)=a*—gx2+ 202 + 1.

On a alors
F = 0,00036218,

F' = 20,88737;

quant 4 la valeur de ?., on peut évidemment prendre,
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comme ci-dessus, 7. = — 7. 1l vient donc

0,00253526

W= -- - . = — 0,000017339538.
146,21268 ’ 7539

nombre dont toutes les décimales peuvent étre considé-
rées comme exactes, de sorte que la valeur de la racine
est

— 3,048917339538.

On peut évidemment donner une infinité d'expres-
sions du terme de correction a joindre a une valeur ap-
prochée d’unc racine d’unc équation numérique, expres-
sions se rattachant a celles de Newton et en rdsultant
par Vapplication de sa méthode a une transformée
quelconquedela proposée, ou par une altération directe
infiniment petite des deux termes de la correction new-
tonienne. Comme vraisemblablement aucunc de ces
expressions ne présente, au méme degré que celle qui
vient d’¢tre établie, le caractére de simplicité et de
commodité désirables en cette maticre, j’en examinerai
une seulement.

SiI'on pose

P(ry=(—1m f(ya) f(—Va).

®{ri= o cst la transformée aux carrés des racines de
équation f(x)= o, et, par suite, a étant une valeur
approchée d’une racine de celle-ci, & = a2, est une va-
leur approchée d’une racine de ®(x )= o. Appliquant
Db
YN
on en déduil réciproquement une nouvelle valeur ap-
prochée de la racine de f(x), savoir

a cette valeur 6 la correction newtonienne A —

gy Sy SN
\/ Y ’

2 Vb
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aux termes prés du second ordre. Du reste, en différen-
ant I’égalité qui définit ®(x), on en tire celle-ci

v ()= T V2) £ R — 1) (V)]

2y X

et, par division,

er) _ e W) f(= V)

e Y (R ey vy
Il vient donc, pour & = b = a2,

by Sla) fi—a)

2 e =20 = 7 ; 3 ’
b Ji—a)fia)—jia) f(—a)

de sorte que la nouvelle valeur approchée de la racine
de f(x), ¢’est-a-dire

- k k
Vo+ " —a+ —,
2y/b 2a
peut s’écrire
a-+n',
h' ayant la valeur
Sla) fi—a)

T S(=a) fla)y—=fla)f=a)
qu’on peut écrire encore
Sa)

: S —a)
S(a)—f(a) =)

Ici, comme précédemment, si I'on fait un change-
ment d'origine, les valeurs de f(a) et d ef'(a)ne se-
ront pas altérées, tandis que celles de f(—a) et de
J'(— a) changeront avec l'origine. L’expression de A/
peut donc étre écrite d'une fagon générale sous la forme

fla)
— I ' /,,(E)«
Jar—J0 G
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on £ a une valeur quelconque. Si on considére que
j-:(z) l . d r l X [ 1
"~ peut prendre, pour m valeurs de S une valcur ( ~
J0Z) N
assignée d’avancc, on retombe puremenl; et simplemenl
sur la forme déja considérée. Et si 'on se propose d uti-
liser la forme spéciale sous laquelle s’est présentée ici

N . , .o, /)
l(.’ paramclrc mdetermmc ()— )7 on trouve (]ll(' lZl (lll(’S—
7

‘\
tion s¢ complique sans aucune compensation du coté de
L. .. 7 .,
la précision, car la variation de —)—) est généralement
. \ \"\ !
tres grande par rapport a celle de <.
Il'y a donc lieu de se borner a I'expression
s L fCa)
) ==, — - s
AfCa) - foan
on I'on prendra successivement pour m2~' les denx
nombres entiers conséceutifs entre lesquels tombe la ra-

cine de 'éguation
o )
= ffhay— mf'(a)=o.
2

On aura alors I'avantage d’avoir un terme de correction
sensiblement aussi simple que celui de Newton, et dont
Verreur, réduite autant qu’il est possible, n’exige point
pour étre estimée 'emploi simultané de la méthode
des partics proportionnelles.



