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THEOREME SUR LES FOYERS D'UNE COURBE QUELCONQUE;
Par M. E. AMIGUES.

1. Je me propose d’énoncer, avee plus de préeision,
un théor¢me connu sur les foyers d’une courbe quel-
conque (A treatise on the higher plane curves, by
G. Sipvox). Je donnerai aussi une démonstration plus
simple de ce théoréme :

Si, de chacun des n foyers réels d'une courbe de
classe n, on méne a cette courbe U, les (n — 2) tan-
gentes non tsotropes, on obtientunpoly gonede (n— 2)
cotes. On peut toujours trouver une courbe U,_, de
classe (n— 2)tangente i tous les cotes de ce po{)'gorze.
De méme, cette courbe permet d’en construire une de
classe (n — 4). Et ainsi de suite. Si Uon appelle P; le
produit des perpendiculaires abaissées des foyers réels
de la courbe U; sur une tangente quelconque a la
courbe U,, on a une relation linéaire entre les P;.

Nous prendrons @ et b comme coordonnées tangen-
tielles de la droite dont I’équation ponctuelle est
y—ax—b=o.

Soit f(a, b) un polynome de degré (1 — 2). Soient
a;, yi les coordonnées d’'un des foyers réels dec la courbe.
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L’équation

V(vi—axry— b y—ax,—Db). ..

) I (yap—azr,—b)—(1—a?)f(a,b)=0

représente évidemment une courbe de classe 2, ayant
pour foyers les n points x;, », puisqu’elle admet les so-

lutions
yi—ax,—b=o,

az—-1=o.

Sile polynome f est arbitraire, I'équation (1) repré-
sente toutes les courbes de classe n ayant les points
donnés pour foyers réels, vu que f contient l¢ nombre
de coeflicients arbitraires qui est nécessaire.

Imaginons la courbe qui a pour équation

(2) Sfla,b)y=—o.

Sil'on désigne par U, la courbe représentée parl’équa-
tion (1), I'équation (2) représente la courbe U, _,. Car
les tangentes menées des points ;, 3; a la courbe Uy,
abstraction faite des tangentes isotropes, sont données
par les solutions du systéme

Yi—axr;—b=o.
f(ab): 0.

systéme qui donne aussi toutes les tangentes mendées du
point x;, ¥; ala courbe qui est représentée par Véqna-
tion

S(la,b)y=o.

Soient dés lors (e, B4 (22, B2)y «+ vy (%o, Br_2) les
(n— 2) foyers réels de cette nouvelle courbe. L’équa-
tion (2) pourra &tre remplacée par une équation ana-
logue a (1), c’est-a-dire qu’on aura

f(a,0)=hp s [(B1—au—0b)(By—ax,—b). . A+ (1+a?)e(a, ).
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Continuant toujours de méme, on aura pour dquation

dela courbe U,

=n

t i=n—2
I I(_}':’—’01‘1"‘(1)'*7w~2(a«2+l) I I (@,-—(11,-——- bH)
i=1 i=1
i=n—%

Ay (212 I I (or—avi—b)y+...

=1

|
¢

n
Divisant toute I’équation par (@24 1)?, on obtient pour
équation tangentielle de la courbe U, I'équation

(3) P,~,+ )\,L_g I)Iz~2+ );,L,k[),,_‘:,f, N

qui est I'expression du théoréme énoncé.

2. Nous remarquerons immédiatement que, si l'on
connait la courbe U, _, ct les n foyers réels de la courbe
U., on aura les n tangentes mendes & la courbe U, de
chacun de ses foyers. On aura donc 2 tangentes, qui
détinissent la courbe U, toutes les fois que n > a.

Une remarque plus importante est la suivante. Si n
est pair, il peut arviver que I'équation (3) contiennc
un terme indépendant. La courbe U, est alors une co-
nique. Mais, comme plusieurs des coefficients A peuvent
étre nuls, le dernier terme peut étre Py_sp. De méme
pour n impair, le terme P, peut ne pas entrer dans
I’équation et le dernier terme peut étre Py, _sp.

Supposons qu'il en soit ainsi, 2 ¢lant pair ou impair.
Alors la courbe U, _y; se réduit a n — 2l points, et ce
sont ces points qui jouent le role de ses foyers réels.

Nous ferons encore une remarque relative au cas ou
I'équation (3) est binome, c¢’est-a-dive de la forme

P, + )‘/1— 2 P u—an = o.

Dans une pareille courbe, le produit des distances des
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n foyers récls & une tangente quelconque est dans un
rapport constant avec le produit des distances den—ah
points fixes 4 cette méme tangente.

Ces courbes ont la propriéié suivante : Si l'on joint
a un point quelconque M de la courbe les n fo) ers réels
et le (n— 2h) points fixes, la somme des cotangentes
des ungles que les premiéres droites font avec la tan-
cente en M égale a la somme des cotangentes des

S
angles que les secondes droites font avec la méme tan-
;

genle.

Si, en particulier, n est pair et que 2h =n,on a
des courbes telles que le produit des distances de leurs
n foyers réels a une tangente variable soit constant.
Dans ces courbes, la somme des cotangentes des angles
qu'une tangente faite avec les rayons wvecteurs des
points de contact est nulle.

Cette propriété relative aux angles de la tangente et
des rayons vecteurs qui donne de suite I'équation diffé-
rentielle d’'une pareille courbe a éié énoncée et démon-
trée pour les courbes de troisicme classe dans ’Ouvrage
de M. Salmon. Dans le cas général, la démonstration

est la meéme.

3. Enfin, nous allons appliquer Péquation (1) a la
démonstration d’un théoréme trés intéressant du a
M. Paul Scrret (Comptes rendus, 1876).

La somme des angles que fait une droite fixe avee les
n tangentes menées d'un point fixe 4 une courbe de
classe n différe d’'un multiple de = de la somme des
angles formés par cette méme dioile fixe avec les droites
qui joignent ce méme point fixe aux 7 foyers réels.

Prenons ce point tixe pour origine et la direction fixe
pour axe des .

Silon fait & == o dans I'équation (1), on obtient une
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équation ¢n @ qui admet pour racines les coeflicients
angulaires des tangentes menées de Vorigine. Si 'on dé-
signe par o, 43, ..., 2%, les angles de Ox avec ces tan-
gentes, ces racines sonl tangay, tang s, . . .. langx,.
Posons

RA = A= dg—. . .- X,y

On a des lors

Itanga, — S tanga; tangay tang g 4. . .
I— Y tangag tang o, + 2 tang xy tang 2y tangag tangay, ~. ..

tangnk =

Ces diverses sommes seront données par I’équation en a,
qui, si 'on pose
Y1
+— = @, = tang
) 1 o) Bh
Sla,0)=Nja" 2+ Ajar—3+.. .+ Ny,
(—1)txryry.. . Tp= &,

Si=Saray...a;=Stang3; tang B, ... tang 3,
devient

(== Ap)at—(u2— \y)ar—t+(ud,-—— N+ A\
Xar?r—(ui;— Ay — Aj)ar?
(A - \)at T — L =0

On obtient alors

I, — \, PE3—As— 1\, wili— N5 — A, _
L=\ 1= Ao w=
tangn = - QU : .
8 Wl Ay Ay 0E, A, — \,
1— + -
ZL""AO H_T_‘\U

c’est-a-dire en supprimant les termes qui sc détruisent
|53

> vl t bas par —=—.

ct en divisant haut e par —;

AU AP
langn) = 23T =T 0t
g l—.‘:g—{— E;'—'...
c’est-a-dire

mngn)\ = tang(B, -+ .3: + .. ~—§'Bn)»



