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NOTE SUR LES SURFACES A GENERATRICE CIRCULAIRE;
Psr M. A. BOULANGER,

Agrégé de I'Université.

On se propose de déterminer les surfaces & généra-
trice circulaire telles que les plans tangents tout le long
de chaque génératrice enveloppent un cone.

Considérons, avec M. Demartres ( Annales de I’ Ecole
Normale, 1885), le triedre formé par 'axe OZ du
cercle qui engendre la surface, et par deux diamétres
rectangulaires OX et OY invariablement liés au plan de
ce cercle. Soient &, 1, et p, ¢, r les composantes, par
rapport i ces axes, de la vitesse de 'origine O et de la
rotation instantanée du triédre autour du point O, dans
la génération de la surface.

Les projections du déplacement d’un point, dont les
coordonnées sont &, y, z, relativement aux axes mo-
biles, sont

dr + (¢ +qgz—ry)du,
dy + (v + rxr— ps)du,
dz + ({+py —qx)du,

u désignant, je suppose, I’arc de trajectoire du point O.
Le cercle générateur étant dans le plan des xy, les
coordonnées d’un de ses points sont exprimables par les
formules
r = Rcosp, y = Rsiny, 3=o0,

ou R est une fonction de u, et ou ¢ est la variable qui
détermine un point sur chaque cercle. En tenant
compte de ces valeursde x, y, 2, on aura pour les pro-
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jections du déplacement

‘ Mcosv du— (Ndu+ Rdv)sine,
M sine du + (N du +— Rdy) cosy,
. Pdu,

(1)

¢n posant

dR .
M:—‘E—i—ﬁcosv+nsmv,

N=rR -+ rcose —§siny,
P=¢—+ pRsiny —gRcosv.

Le plan tangent e¢n un point de la surface contenant
la tangente 4 la génératrice circulaire qui passe par ce
point, son équation par rapport aux axes mobiles est

de la forme
X cos¢e+ Ysing—R =2AZ;

déterminons X de maniére que tout déplacement (1) soit
situé dans ce plan, et nous aurons
M =)\P.
L’équation du plan tangent est donc
[Xcosp = Yeine — R][Z+pR<ine — g R cosp|

= [@ +—%cosp + qsinv] Z,
du

ou en posant
tan - 4
g 0 b
(=) X 420 Y =1+ )R] [L(1~22) +2pRt — g R(1 —13)]
dR
= (1+12) [— (1+12)+Z_(1—t‘2)+2t1)] Z.
du
Pour que ce plan passe par un point fixe, quel que
soit le point sur la génératrice circulaire, c’est-a-dire
quel que soit ¢, il faut et il suffit qu’il existe un point

dont les coordonnées X, Y, Z annulent les coefficients
de cette ¢quation du quatricme degré en ¢. On oblient
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ainsi les relations
. /R
X—R)E—gR) = (7 +t) 2
du
Y({—gR)+pR(X—R)=1Z,
Y({+¢R)—pR(X+R)=1Z,
dR

(X—R)({+¢gR)— (X +R)(Z—¢R)+ 4pRY =2 L.

Ces équations se réduisent aux suivantes, par voic
d’addition et soustraction,

_(X+R)(§+qR)=<@-E)Z,

. dR ,
~R(:+qX):%L,

(2) X¢+gR2=1Z,

\ Yc—Pr{z:‘r‘Z,
(PX—QY)R=Oa
dR
— R(;——qX)—i—-szY:Z—ﬁ-

Eu égard a la premiére relation, la derniére se sim-
plifie, et comme R n’est pas identiquement nul, nous
aurons a adjoindre aux trois premiéres relations (2) les
deux suivantes
. pX—¢qgY=o,

(3)
gX+pY =o.

On ne peut satisfaire par des valeurs réelles a ces
deux relations (3) que de deux maniéres, soit en posant
X =0, Y =o0; soilen posantp =0, ¢ = 0.

1° Si X =10, Y = o, le sommet du cone est sur ’axe
du cercle. Ce cone est donc de révolution ; par suite, les
génératrices circulaires sont lignes de courbure de la
surface, et celle-ci est une enveloppe de sphéres.

Le sommet du cOne a pour cote

R
—_—— e V.
Z= dR

du
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le d("plawnwnl et la déformation du cerele sont assujel-

is aux relations
s au ‘ IR
EZ =—q R —{]—1; N
dR
—=—-—pR an

2° Sip=o0.¢q=0, la rotation instantanée du triedre
a constaminent licu autour de I'axe du cerele, et, comme
clle déplace le eercle sur lui-méme, le mouycment élé-
mentaire du cercle se réduit A une translation. Le plan

du cercle se meut parallelement a lul-méme.
Les trois rclations (2) donnent pour coordonnées du
sommet du eome
R,

FIT

\ - —
du
— l{ o
=T AR
du

7 R v,

dR ~

du

Ainsi les seules surfaces cerclées telles que les plans
tangents en tous les points d’une génératrice circu-
laire quelconque enveloppent un cone sont :

1° Les surfaces enveloppes de sphéres

2° Les surfaces engendrées par un cercle de rayon
variable qui se déplace parallélement @ un plan fixe
(surfaces étudiées par M. Astor).

Pour obtenir le sommet du cone dans chaque position

v de la génératrice, on remarquera que, la variable u
étant 'are de trajectoire du centre du cercle, & 1, ¢
sonl les cosinus directeurs de la tangenie a cette trajec-
toire. Dés lors, portons sur la tangente a la trajectoire
du centre, dans le sens des ares (u) déeroissants, un
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_— . R .17 . .
segment O8 dgal a R S I'on a aflaire a une surface
du
de M. Astor, le point S est le sommet du cone; sil’on a

affaire & une enveloppe de spheéres, le sommet du c6ne
est la projection du point S sur 'axe du cercle,



