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SUR LES ANGLES ET LES DISTANCES EN COORDONNEES
TRILINEAIRES ;
Par M. VOGT,

Maitre de Conférences a la Faculté des Sciences de Nancy.

1. Si 'on considére un triangle de référence et les
distances d’un point aux trois cotés de ce triangle,
affectées d'un signe convenable, on appelle ordinaire-
wment coordonnées trilinéaires de ce point trois nombres
vespectivement proportionnels & ces distances ou aux
produits de ces distances par trois coeflicients fixes ap-
pelés paramétres de référence.

Lorsque I'on veut établir les formules relatives a
I'angle de deux droites, a la distance d’un poinL a une
droite, ou reconnaitre si une équation représente un
cercle, on commence par établir ces formules dans un
systéme de coordonnées cartésicnnes rectangulaires ; les
équations des cotés du triangle de référence dans ce
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systeme fournissent des formules de transformation qui
permettent de passer des coordonnées cartésiennes aux
coordonnées trilinédaires, et conduisent au résultat cher-
ché.

Les relations métriques qui existent entre les élé-
ments d’'une figure ne sont autres que les relations qui
lient ces éléments aux points cycliques du plan. Laguerre
amontré¢ (Nouvelles Annales; 1859) que’angle de deux

. . 1 ,
droites a pour expression 2 = ilogz, a élant le rap-

i
port anharmonique du faisceau formé par ces droites et
celles qui joignent le sommet de angle aux points ¢cy-
cliques. M. Klein, dans un remarquable article [Ueber
die sogenannte nicht euklidische Geometrie (Mathe-
matische Annalen, Bd. 1V)], a donné les formules gé-
nérales qui lient les éléments d’une figure i ccux d’une
conique fixe fondamentale du plan; lorsque cette co-
nique se réduit a deux points imaginaires conjugués, on
peut retrouver les formules de la Géométrie ordinaire.
Je vais montrer que les calculs, dans ce cas, donnent
toutes les formules de la théorie des coordonnées tri-
lindaires.

DES COORDONNTES DE 10!INTS ET DE DROITES.

2. Etant donné un triangle ABC, nous déterminerons
la position d’une droite indéfinic passant par A, au
moyen d’un paramétre o qui ne differe que par un fac-
teur constant du rapport des segments qu’elle détermine
sur le coté BC; ce parameétre, variant de zéro a + oo,
lorsque la droite passe dela position AC & la position AB
en décrivant l'angle intérieur du triangle. De méme,
nous fixons la position d’unc droite issue de B par un
paramétre B3, proportionnel au rapport des segments

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. XI. (Avril 18¢g».) 11



(150)
qu'elle détermine sur AC et variant de zéro a + ,
lorsque la droite passe de BA a BC.
Les deux nombres a ct 3 déterminent alors deux
droites AM, BM et peuvent étre employés comme coor-
dounées de leur point M de rencontre; mais nous po-

serons

::p,

N1

et les trois nombres x, 3, 5, ainsi déterminés par leurs
rapports, seront appelés coordonnées du point M. Nous
ajouterons pour la symétrie : ~:7 =+; le nombre v, qui
satisfait & la relation a3y =1, servira a définir la posi-
tion de la droite CM; ce paramétre est proportionnel
an rapport des segments déterminés par CM sur le

cOté AB.

3. Toute droite est représentée par une équation du
premier degré entre les coordonnées de ses points. En
ellet, les rayons joignant les points A et B a un point
de la droite forment deux faisceaux homographiques
ayant le rayon AB homologuc communj; il existe entre
o et B une relation lindaire de la forme

—u
— 4 pa+ =0,

par suite, on a
u.’l’—*—vyﬁ-(vz:().

Et, réciproquement, toute relation de cette forme re-
présente une droite, car elle délinit deux faisccaux ho-
mographiques de sommets A et B ayant un rayon ho-
mologue commun.

Par définition, u, v, w sont appelés les coordonnées
de la droite. Par analogie avec ce qui précede, on peut
remarquer que, si I'on prend les points de rencontre
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d’ane droite avee les trois cotés du triangle de référence,
les rapports

, w , u ¢
o= —, 3:_._, Y=——
N o 14
sont respectivement proportionnels aux rapports des
segments déterminés par ces points de rencontre sur les
cotés correspondants; de plus

17 BI.\{/ = .
Toute relation du premier degré ente u, v, w
UTo+ 0 Yo+ B 5= 0

détermine le point qui a pour coordonnées ) ¢z et est
I'équation de ce point. La théorie de Ja ligne droite ct

du point sc déduirt de ce qui préecde.

DES POINTS CYCLIQUIS T'T DES ANGLES.

4. Considérons dans le plan deux points fondamen-
taux ou points cycliques, dont les coordonnées sont
imaginaires conjuguées; soient I et J ces deux points,

leurs coordonnées; la droite qui les joint est appelée
droite fondamentale on droite de Uinfini, et a pour

équation

xr y s
E ] =0
EI _r]l C/

[.’équation tangentielle des deux points cycliques, si
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'on pose
pluy= tu—+ nv-4+ Lw,
ply=tu—~+7'v+{ w
est
o(upw)=[p(u)+ip'(u)][p(u)—ip'(u) )]
= p(u)t-+p'(u)?
= (B2 £+ (12 n2) 02+ (24 {2) w2
+ 2 (1471 Yow 4o ( L+ E )y wu2 Er+E ¢ Huer=o.
L’angle de deux droites (ug9o wo ), (g vy wy) sera, par
définition, fourni par la relation

;
V= 5 log g,
ou bien
__1—itangV
YT I itangV’
¢ étant le rapport anharmonique que forment les droites
avec celles qui joignentle sommet de I'angle aux points
cycliques.
Si
Uo—+ AUy, 99— A1y, Wo—+ Aywi;
Ug— holly, ©o—4 Ao®), Wo—+ gy
sont les coordonnées de ces derniéres droites, on a
N — p(uo)—!—tp(uo) N — p(uo)-—Lp(uo)
| =— hg == — A0 L
p(u,)mL[)(u,) p(ul)——Lp(u,)

)\
ct le rapport p est égal a o= -»ou bien

— p(llo)p(lt1)+p(u(\)p(lu)+i[p’(uo)p(ui)—p(uo)p’(lu)].
P o) p () P (o) p'(ur)— e[ p'(w0) p (1) —p (10) /(1))

On‘en conclut

P (u0)p(us) = pluo)p(us)
p(wo)p(uy)-+p (o) p'(ur)’
inve  P)p(m)— plun)p'(u)
/o(uovotvo) ;/w(ulvlwl)
plu)p(uy)+p'(u)p' (ul).

Veluyoywy) Voluiogwy)

tangV=—

cosV=—
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5. En particulier, on aura pour I'angle de AB avec AC

. T:I*—YT,
sinA = Sk S b B,
Va2 [
T +7!rl
cosA = Lt

Vi 2O g2

et pour les angles B et C des formules analogues. 11y a
en réalité indétermination relativement aux signes a
mettre devant les radicaux; mais il faut les prendre
tous avec le méme signe si I'on veut que ABC repré-
sentent les angles intérieurs du triangle, c’est-a-dire
salisfassent a la relation

A+B+C=m.
Nous poserons

VETEE=),  Vawi=p VR Tiew

%, &, v étant trois nombres appelés paramétres de réfeé-
rence. On peut alors écrire I'équation de la droite de
I’infini sous la forme

xsin A ysinB zsinC

+ -+ 2" =o,
% " v

et celle des points cycliques

o(uvw)
= A2u?+ o2+ viw2— 2 v cosApw
— avhk cosBwu — 22 cosCup = o.

La formule qui donne I'angle de deux droites se ré-
duit, par I'introduction de A, B, G, a

(Powy— worp) v SINA 4 (Wolty — Uy W)
yAsin B 4 (ug 91— 9oy Apsin G

tang V= 7 :

1 7 7
0} (U’O ?ul -+ vO?u, -+ Wy (ng

On voit que tangV s’annule lorsque le point de rencontre
des deux droites se trouve sur la droite fondamentale et
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devient infini lorsque les deux droites sont conjuguées
par rapport aux points fondamentaux.

DES DISTANCES.

6. Dans le cas ou la conique fondamentale du plan
ne se réduit pas a une droite double, au point de vue
ponctuel, on peut définir la distance de deux points
comme une fonction du rapport anharmonique formé
par les deux points et les points de rencontre de la droite
qui les joint avec la conique. M. Klein a donné les for-
mules générales et celles qui s’en déduisent dans le cas
limite ou cette conique dégénére en une droite double;
il reste alors une indéterminée arbitraire, qui est, en
somme, I'unité de longueur. On peut définir la distance
de deux points A, B comme le rapport anharmonique
(A, G, B, A’), C étant le point de rencontre de AB avec
la droite fondamentale ct A" un point tel que le seg-
ment AA' soit égal & I'unité choisie, mais je préfére
m’appuyer sur la théorie des cercles.

7. Un cercle est une conique bitangente a la conique
formée par les deux points fondamentaux; son centre
est le pole de contact; son équation est de la forme

2o (uew)D (o052 —(Uxg+ 0+ w35y)2= 0,
en désignant par D(x,y,z) le premier membre de
I'équation de la droite fondamentale avec un coefficient
arbitraire K

D(x.x,3)=K <:r<mA N ysinB + :smC\"
Py " v

On voit que 'équation est homogéne, par rapport a u,
¥,y Ak, u, v et aux coordonnées x,, Yoy Zo du centre.
Nous dirons, par définition, que R est le ravon du cercle
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et que la distance du centre a un point de la courbe est
constante et égale a R.

Sinousappelons droites perpendiculaires deux droites
conjuguées par rapport aux points fondamentaux, et
distance d’un point & une droite sa distance au pied de
la perpendiculaire abaissée sur la droite, nous voyous,
d’aprés la théorie des coniques bitangentes, que tout
rayon d’un cercle est perpendiculaire 4 la tangente a
Pestrémité, et que le centre d’un cercle est a une distance
constante et égale a R de ses tangentes.

La distance d’un point 4 une droite sera, d’aprés cela,

d— UL+ ¢ Yo+ w3

D (29,50, 20) \/c.?(u, 0, W)

La distance de deux points s’obtiendra en cherchant la
distance de I'un d’eux 4 la perpendiculaire menée par
Pautre a la droite qui les joint, ou bien se déduira de
I'équation ponctuclle des cercles que I'on peut former
en partant dec 'équation tangentielle précédente.

Il reste a justifier la définition adoptée pour la distance.
Je remarque d’abord que le lieu des centres des cercles
de rayon R tangent & une droite (x, v, w) sc compose

de deux droites paralléles a la premiére
uxr +vy +wsxR Ve, e,w)D(x,y,5)=o,

puisqu’elles vont la rencontrer sur la droite fondamen-
tale. Ensuite, sil’on prend un point x, y, z sur la pre-
micre droite
uxr + vy -+ w3 =o.

et si ’'on cherche sa distance a 'une des paralléles pré-
cédentes, on constate qu’elle est égale & == R.

Donc deux paralléles sont partout également distantes
¢t la valeur absolue de la longueur d'un segment est
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indépendante du sens suivant lequel est décrit ce seg-
ment.

Je vais enfin montrer que si I'on prend a partir d’un
point A, sur une droite fixe, des segments AB et AB
égaux a R et R/, etsi Cestle point de rencontre de ABB
avec la droite fondamentale, le rapport anharmonique

AB  CB

(ACBB')= {5 &g

. . R
:st e =1
¢ gal a T
B et B’ sont les centres de deux cereles tangents en A
a la perpendiculaire 4 AB, et ayant pour rayon R et R'; si
uxr —+ Vy+ w3 —20
est 'équation de cetie perpendiculaire, les points B et
B’ sont sur les droites
ur +vy+ ws+ Ryo(u,v, w\)D(;r,y, s)=o,
UT + vy + wz—&—R'\/cg(u, v,w)D(z,y,5)=0o0,
et le rapport anharmonique de ces droites et de la
. . , . R . 1.
droite fondamentale est bien égal a Tr? € qui démontre

la proposition. On retombe ainsi sur la définition de la
distance indiquée au n° 6.

8. Je vais appliquer les résultats précédents au
triangle de référence lui-méme. Les distances du point
oy Y os 5o AUX trois cOtés sont respectivement

(I‘_g )] Yo I Ty I
, L0 il .
A D(@, yo, 30) [+ D(%:}’oyzo), v D(x, y0, 50)

De méme les distances des trois sommets & une droite
(u, v, ) sont respectivement

Lu e vw

- . - - ’ — —_— "
Ksin\y/o(uw. ¢ o) KsinB Vetu,eoa)  KsinCyo(u, ¢, w)
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Les coordonnées d'un point et celles d’une droite,
que nous avons définies au n° 2, indépendamment de
la notion de points fondamentaux et de droite fonda-
mentale du plan, trouvent ainsi leur interprétation dans
les distances du point aux cotés du triangle, aflectées
des coefficients %, w, v, et dans celles des distances de

la droite aux trois sommets, affcctées des coeflicients

sinA  sinB sinG
PR TR

triangle sont égales a

- En particulier, les hauteurs du

1 1 1
KsinA’ KsinB’ KsinC’

ce qui fixe I'unité de longueur en fonction des éléments
du triangle; si Von veut par exemple que les cotés
soient représentés par a, b, ¢, on prendra

__4R2 R

~abe S’

K

R étant le ravon du cercle circonscrit et S la surface.

Le systéeme ordinairement employé est celui dans
lequel h=p =v=1, et D(x0,70, 20) =1; To, Y0, %o
sont alors égales aux distances du point dont elles sont
les coordonnées, aux trois cotés du triangle.

9. Je terminerai par la remarque suivante : La po-
laire d’un point (x, 7, z), par rapport au triangle con-

. . 1
sidéré comme cubique, a pour coordonnées u = —,

o=  w—2=1.La transformée de cette droite par po-
z

laires réciproques, par rapport a la conique

Ayt p2e?4-viw? =o,
est le point
, Az w2

X == — J':—, P -—
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Ces formules délinissent une transformation de Cre-
mona particuliére, ayant les sommets du triangle
comme points fondamentaux, et connue sous le nom
de transformation par points inverses.

Comme

A= (E+ i) (E—it),
pr=(—+in) (n—iv)),
vt = (L+i0)(L—1iT),

la transformation change les points cycliques 'un dans
g yeliq
Pautre. Elle fait correspondre a la droite de D'infini le
cercle circonserit au triangle, de sorte que 'on obticnt
immédiatement Yéguation de ce cercle, qui est
AsinA usinB  vsinG
+ +

— O

x ¥ z
ct I’équation ponctuclle générale des cercles est
AsinAys + psinBszr + vsinCay

rsinA  ysinB  zsinG
-+ +
3 * v

+ K(az+By+7v3) <



