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EXERCICES.

Pour satisfaire au désir exprimé par plusicurs de nos abonngs,
nous consacrerons désormais réguliérement dan< chaque numéro
quelques pages & I’énoncé de questions proposdes et A leur solution.
Toutcfois, comme il importe beaucoup, dans l'intérét du Journal,
que ce nombre de pages soil assez restreint pour ne pas nuire a
la publication des Mémoires originaux, nous prions nos Correspon-
dants de vouloir bien rédiger leurs solutions avec une cxtréme
sobric¢té, en supprimant les développements qui nc présentent pas
de difficullé sérieuse.

QUESTIONS PROPOSEES.

1595. Les rayons de courbure aux extrémités d’une corde
quelconque d’une conique sont proportionnels aux cubes des
distances de ces points au pdle de la corde. A. DEMOCULIN.)

I

1596. Etant donnés, dans un plan, une courbe générale de
niéme classe et un point, il existe 2n(n +1) paraboles, ayant
un méme paramétre, qui ont pour foyer le point donné et sont
tangentes a la courbe donnée.

La somme des angles que font, avec une direction quelcon-
que A du plan, les axes de ces paraboles, est égale, & un mul-
tiple de = prés, au quadruple de la somme des angles que font
avec la direction A les droites joignant le foyer commun des
paraboles aux n foyers de la courbe, augmenté du double de
la somme des angles que font avec A les n(n —1) directions
asymptotiques de cette courbe. (G. Fourkr.)

1597. Pierre tire quatre cartes d'un jeu de piquet; il donne
les trois premiéres a Paul et garde la quatriéme pour lui.
Pierre a gagné si sa carte n’est de la couleur d’aucune des
cartes de Paul, ou si, étant de la couleur de I'une ou de plu-
sieurs d’entre elles, elle a une valeur supérieure. La mise de
Paul étant de 17, quelle doit étre celle de Pierre pour que le
jeu soit équitable? (E. Rovcug.)
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1598. Le lieu des centres des hyperboles équilatéres oscula-
trices en chaque point d’une ellipse donnée est une courbe du
quatriéme ordre qui peut étre considérée comme la podaire du
centre d’'une ellipse concentrique a la premiére.

(E. BARISIEN.)
1599. Si I'on pose

E, = %ﬂ(ab+ be + ca),
R= ;%[aﬁ(b_c)u b2(c— a)?+ c2(a — b)],

et si 'on désigne par E l'aire de P'ellipsoide dont les demi-axes
rangés par ordre de grandeur décroissante sont a, b, ¢, on a

R

E=Er ha—0)

6 étant un nombre convenablement choisi entre o et 1.
(G. PEaxno.)

1600. Soient X'X une droite horizontale indéfinie, A et B
deux points pris sur cette droite et C un point pris au-dessous,
de maniére que sa projection sur X'X tombe entre A et B.
n points Py, Py, ..., P, dont les masses respectives sont my,
ms, ..., my parcourent laligne brisée X'A CBX, de telle sorte
que leur ordre de suecession reste le méme et que les projec-
tions sur X'X de leurs distances mutuelles restent constantes.
On demande de trouver : 1° le lieu du centre de gravité de ce
systéme de points; 2° la position du systéme pour laquelle le
centre de gravité est le plus bas. (E. RouchE.)

QUESTIONS RESOLUES.

Question 1594.

On donne un triangle abe. On trace une circonférence
qui passe par a, elle coupe ab en ¢’ et ac en b'. On trace
une circonférence qui passe par b et c', elle coupe bec en @
et la premiére circonférence en i : les points i, a', ¢, b'
sont sur une méme circonférence.

On prend un point arbitraire O sur le plan abc. La
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droite Oa coupe en a la circonference qui passe par a La
drowe Ob coupe en 8 la circonference qui passe par b
Enfin sur la trowsieme circonference on a Y asa rencontre
avec Oc
Demontrer que les pounts O, a, B, v, t sont sur une meme
circonference (MANNHEIM )

SOLUTION

Par MM Lk LEMOINE A ANDERSON, professeur a Galway (Irlande),
] CuapRoN, caporal au 26° de ligne Baupiav, eleve au lycee de
Rouen, et DE MONTILLE, eleve au lycee Saint Lows

Les points 2, b, a, ¢ etant sur une meme circonference, les
angles :b'a, 1c'b sont egaux, de meme la situation des points
i, ¢, b, @' sur une meme circonference entraine l egalite des
angles :c'd, 1a ¢ Donc les angles 1b'a, 1a'c sont egaux et par
surte les points ¢, b, ¢, @ appartiennent a une meme circon-
ference

D ailleurs, les angles Oac et Oca etant respectivement
egaux a awb’, yib, leur somme est egale a l angle azy, mas
cette somme est egale a langle 2Oy ou a son supplement,
donc la circonference qui passe par les trois points O, a, ¢
passe par vy, et 1 on demontrerait de meme qu’elle passe par

N B — Une solution analytique de ce probleme generalise a ete
deja donnee (t IX, 3¢ serie, p 556)

Question 1477

ABC est un triangle rectangle en A D'un point quel-
conque M pris sur le cote AB on abaisse sur la hauteur AH
la perpendiculau e MP, par le point P on eleve a la droute
CP la perpendiculaire PQ qui coupe AB prolonge au pownt
Q Demontrer que AQ = BM (D OCAGNE )

SOLU I'10™
Par M LEMAIRE, professeur au lycee de Douai

S1 'on mene PL paiallele a AB jusqu a sa rencontre L avee
AC, on a evidemment MB = PL et 1l suffit de demontrer | ega-
lite de PL et de AQ Or PL et AP etant deux des hauteurs du
triangle CAL, CP est la troisieme hauteur, donc PQ et AL
sont paralleles comme perpendiculaires a la meme droite CP,
et par suite PL et AQ sont egales comme paralleles comprises
entre paialleles
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Question 1575.

Les cétés d’un triangle PQR inscrit & une parabole ren-
contrent l’axe AS aux points L,M, N, et l'on prend sur AS
des points L', M', N', tels que

AL.AL' = AM.AM = AN.AN' = — AS",

A étant le sommet, S le foyer; démontrer par la Géome-
trie pure que les droites PL', QM', RN’ se rencontrent sur
la courbe. (R.-W. GENEsE.)

SOLUTION

Par M. SERVAILS.

Nous traitons la question plus générale : Les cétés d’un
triangle inscrit a une conique rencontrent une paralléle
Al, menée d’un point A de la courbe & une asymptote, aux
points L, M, N; on prend sur Al des points L', M', N, tels
que

AL. AL = AM.AM = AN.AN = =+ a2;

les droites PL', QM', RN’ se recontrent sur la courbe.

Soit S le point ou PL’ rencontre la courbe, la sécante Al
rencontre la courbe et les cotés du quadrilatére PQRS en des
couples de points A et I, L et L', M et M", N et N” d'une invo-
lution; mais le point I est a I'infini, donc A est le point cen-
tral de cette involution et I'on a

AL.AL'= AM.AM"= AN.AN" == a2;

ce qui montre que les points M’ et M, N’ et N” coincident.

COROLLAIRE. — Les c6tés d’un triangle PQR inscrit a une
hyperbole et la tangente a cette courbe au point P ren-

contrent une asymptote aux points L, M. N, T; on a
LM = NT.

Ce corollaire permet de construire la tangente en un point
d'une hyperbole donnée par une asymptote ct trois points.

Deux tangentes & Uhyperbole et leur corde de contac!

rencontrent une asymplote aur points T, T', Gjon @
T = T,



QUESTIONS PROPOSEES.

1601, Inscrire dans une sphére donnée un polygone dont
chaque coté passe par un point donné. (G. Tarrr.)

On propose de démontrer la construction suivante du poly-
gone en question.

In<crivons dans la sphére deux lignes brisées A; Ay As... Ay,
PB;B;...Bpyy dont les cotés passent respectivement par les
points donnés dy, dy, dy, ..., d,, puis la ligne brisée
PC,Cht1...Cq dont les cotés passent par les mémes points
pris dansl'ordre inverse d,, d,—, ..., d;.

Mcnons un plan perpendiculaire au diamétre de la sphére
qui passe par le point P et désignant par A%, A}y, By, C)
les intersections de ce plan avec les droites PAy, PA 4y, PB,uyy,
PC; et par Q les intersections des droites Bj,, Al et Gy AL

Dans ce plan, construisons le triangle de base B}, ., C| dans
lequel, 1° le produit des deux autres cotés cst égal au produit
des segments B),,; A, et C} A5 2° la somme ou la différence
des angles a la base est Jaméme que dansle triangle QB/),,, C},
suivant que le nombre de points donnés est pair ou impair.

Soit S le sommet de ce triangle.

Une droite PS coupe la sphére au point S;, sommet d’un
polygone §;8,8;...8, dont les cdtés passent respectivement
par les points donnés.

Le probléme comporte deux solutions. Ces solutions sont
toujours réelles lorsque le polygone cherché a un nombre
impair de cotés.

1602. Par les sommets A, B, C d’un triangle inscrit dans une
conique, on méne a la courbe des tangentes qui rencontrent
les cotés opposés en A', B, C'; les milieux de AA’, BB', CC’
sont en ligne droite.

Dans le cas particulier du cercle, cette droite est I'axe radi-
cal du cercle circonscrit et du cercle des neuf points.

(F. Farioxn.)
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QUESTIONS RESOLUES.

Question 1398.

Un cercle roule sur une ellipse. Trouver :
1° Le liew des points M de contact des tangentes a ce
cercle paralléles aux axes de Uellipse;
2° Le lieu des points S de rencontre de ces tangentes;
3° La quadrature des courbes obtenues.
(E. FAUQUEMBERGUE. )

SOLUTION
Par M. H. Brocanp.

Soient & le rayon du cercle, @, B les coordonnées de son
centre C. Celles des points M et S seront

(M) [(x A, B) (2 8+ k), (a— £k, B), (2, 3 — k)]

S) 2+ A B+k),(a—k,B+Kk)

(
(x— A B = hya—k B— k).

Le lieu du point C est la courbe paralléle a Pellipse, nom-
mée aussi toroide, parce qu'elle représente le contour appa-
rent du tore.

Cette courbe est aujourd’hui bien connuc; M. Catalan a
donné son équation sous la forme trés simple

(AB — g2 = (A2 3B)(B2= 3.0
anee

A\ - 22— rj'_'__ ar--br— /\-_',

B — @282+ b2 — 2 h2— b2 k2 — w2 ).

G=a2b2)2

(Nouv. Ann., p.553;1884). 1l restera done a remplacer 2 et 3
par les valeurs (M) et (S) pour en déduire les équations des
courbes demandées, qui sont, naturellement, autant de toroides
égales a la premiére, transportées paralléelement.

L'aire de ces courbes est donc égale a l'aire de la toroide,
et, d'aprés unc étude générale publiée par Crelle dans un
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Mémoire sur le parallélisme des lignes et surfaces courbes
(Ann. de Gergonne, t. XII, p. 1-35; juillet 1821), on recon-
nait que l'espace compris entre les courbes paralléles a pour
mesure le rectangle qui, ayant pour base la courbe envelop-
pante (ou enveloppée), aurait pour hauteur la distance entre
les deux courbes, moins (ou plus) le cercle qui aurait cette
méme distance pour rayon (loc. cit., p. 18).

Question 1452.
L’expression
8B —3(a?+2a)+1

se rédutsant & un carré pour des valeurs entiéres de x et 3,
l'équation indéterminée

(1) T3 — (03— f2) = 2

est résoluble en nombres entiers x, y, indépendamment de

la solution immédiate

o= a, y =58 (S. REALIS.)

SOLUTION
Par M. . Brocrp.

L'équation (1) peut <'écrire
(r —a)(@xr—ar+22) = (y—3) ¥ —=B).
On pourra poser
z—a=y--8,
P arat=y — 8.
[’élimination de » donne

yrle—(3x—aB—ny=—382+322 328 -3 —o,

2
d’ou
B2 - JAC — 12
ou
88 -+ 1--J(atnu) = 1%

ce qui est la relation énoncée.

Question 1558.

Le liew des centres de toules les coniques ayant un con-
tact du troisiéme ordre, aw méme point d’une conique
donnée, est une ligne droite. ( BARISIEN.)
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SOLUTION
Par M. II. BRoCARD.

Prenons pour axes des coordonnées la tangente ct la normale
au point considéré.
Pour que les deux coniques

z2+ Bxy + Cy2+ Ey = o,
22+ bxy + cy?+ ey =o
admettent un contact du troisiéme ordre, il suffit d’exprimer
que les trois premiéres dérivées sont identiques pour =y =o.
On trouve ainsi les conditions
e=E, b = B.

Mais le centre des coniques variables est donné par les équa-
tions
20 =0y =27+ By =o.

br+oacy +e=o.

La premiére de ces équations est indépendante de la variablee,
ce qui établit la proposition.

Question 1577.
Soit pour n infini

. Uy
lim 2“2 = p,
n

dans une série a termes positifs. Démontrer que

.o Uy =
lim = = Vh.
Vinuy. .,
(E. Cgssro.)

SOLUTION

Par M. Servais.
Soit

Us iU, Uy,

— = Dl — = P — = [n 1
"y r u; 1 ’ Up 1 /
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on a
Upn
PiP2. . Pp-1 = —
u,
Up
PapPs.«.Pn—1 = —>
U
Uy
Pn—= ——
Up—1
donc
n Un P —
! — 2,3 n—
ny———— ‘/plpsz' . 'Pll—-{'
Ui Us. .. Uy

Or, dansla série

P1P2P2P3P3P3«« -Pn=1Pn—1- - -Pn- 1+
limpp—y = h;

donc
n{n—1)

lim *Vpipl...piol = h:

par conséquent,

. niy—— - n u
2 n-1 - — n
lim ‘/Plpz“.Pll—i-JIl_\/C/_’ .
Urlls. ..Uy

Question 1578.
S¢ limn*a, = a. pour n infini, on a

. ny —
lim n* /axaz. Q= aex.
(E. Cgsiro.)
SOLUTION
Par MM. SERVAIS et LEMAIRE.

z—
Posons /a,, = bp, 0n a

. XLy
limnb, = /a:
done
. n/T T I Ly
limn V616s...6, = Vae,
d’ou
nx \/a,ai...an = ae¥.
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QUESTIONS PROPOSEES.

1603. Soit ABC un triangle de surface maximum inscrit dang
une ellipse E. — Démontrer que les cercles osculateurs a 'el-
lipse aux sommets de ce triangle, le cercle circonscrit, et Pel-
lipse ont un point commun P. — Soit P’ le symétrique de P
par rapport au centre de lellipse : prouver que les droites
P’A, P'B, P’C enveloppent une développée d’ellipse.

(LEMAIRE.)

160%. Démontrer que, si une parabole P touche les diamé-
tres conjugués égaux d’une ellipse E, les cordes communes &
Pellipse et aux cercles osculateurs a cette courbe aux points de
contact des tangentes communes & P et a E passent par un
méme point; la polaire de ce point par rapport a lellipse est
tangente a la parabole. (LEMAIRE.)

1603. SP; et SP, sont des tangentes & une parabole de foyer
F; des points de contact P; et Py on abaisse des perpendicu-
laires sur la directrice; les deux pieds de ces perpendiculaires
étant p; et p,, montrer que les deux triangles

PiFP, et p;Sp,
ont la méme aire.
(H. SCHROETER.)

1606. Le rayon de courburc en un point M de la lemniscate
de Bernoulli est égal au ticrs de la normale limitée a la per-
pendiculaire abaissée du centre O sur le rayon vecteur OM.

(D’OcaGNE.)

1607. Trouver les trajectoires orthogonales d’une sphére
de rayon constant dont le centre parcourt unc ligne droite.
(LucieN LEvy.)

1608. Démontrer. par des considérations géométriques et
par le calcul, que les trajectoires orthogonales d’une sphére
de ravon constant, dont le centre parcourt une circonférence,
sont des courbes sphériques. (LtvcieN LEvY.)
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QUESTIONS RESOLUES.

Question 1595.

Les rayons de courbure py et py aux extrémités A et B
d’une corde quelconque d’une conique sont proportion-
nels auxr cubes des distances CA et CB de ces points au
péle Cde la, corde.

SOLUTION.

Par M. R. pE Crts, ingénicur civil.

Nous prendrons pour points de départ :
1° La formule classique

([) P:rZ[—T’

ou r et p désignent respectivement le rayon vecteur et le
rayon de courbure en un point d’une courbe quelconque et p
la distance de Porigine a la tangente en ce point;

2° La proposition élémentaire suivante :

Les distances d’un point quelconque d’une médiane
d’un triangle aur deux cétés qui la comprennent sont
inversement proportionnelles & ses cétés. Gela résulte de
ce que la médiane partage le triangle en deux parties équi-
valentes.

Cela posé, soient Ay ct By les points ol les tangentes CA
et CB rencontrent une corde A'B’ paralléles a AB et infini-
ment voisine de AB. La formule (1), appliquée aux points A
et B, le point G étant pris pour origine, donne

P1 _ <C_A AAy Qg>,

CB BB, CP
P et Q désignant les projections de C sur les tangentes cn A’
et en B'. Or le second rapport est manifestement égal au
premicr; quant au troisiéme, puisque les tangentes en A’ ct
en B’ se croisent en un point C’ du diamétre qui joint le
point C au milieude AB, il résulte de la remarque ci-dessus (2°),
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’ ’
(ue ce rapport est ¢gal a TR’ et, par suite, a pour limite
CA
oB”
On a donc

ARy
|

=" C.Q.F.D.

@
O
et
=

N. B. — M. Barisien et M. Lez nous ont adressé des démonstra-
tions analytiques, correctes, mais moins simples, de la Question 1593,
Cette élégante proposilion n’est pas nouvelle: elle a ¢été énoncée et
démontrée presque simultanément par Liouville dans le tome VI du
Journal de Mathématiques pures et appliquees, ct par Umpfen-
bach dans le tome 30 du Journal de Crelle. Depuis, divers géométres,
parmi lesquels il faut surtout citer MM. Mannheim, Paucellier,
d’Ocagne, Demoulin, 'ont retrouvée comme cas particulier de for-
mules plus générales. On liraavec grand fruit sur ce sujet le supplé-
ment 4 la 15 Lecon du Cours de Géométrie descriptive de I’Ecole
Polytechnique (2° édition), par M. Mannheim.

Question 1550.

Etant donnés un cercle fize et une droite tournant au-
tour d’un point fixe, on considére un cercle de rayon con-
stant tangent au cercle el & la droite; on demande le liew
du point de contact de ce cercle et de la drotte.

(D’OcAGNE.)
SOLUTIONS.
Par M. H. BrocaRrbp.

Premiére solution. — Soient

O le point fixe;

A le centre du cercle fixe de rayon b, OA = a;
G le centre du cercle mobile de rayon c;

M unc tangente a ce cercle en M;

OA Tl'axe des x;

a, B les coordonnées du point C.

Le cercle G aura pour équation

(r—a)(y - Br=c
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avec
(a—ap+32=(b=*c)

. y e . .
La polaire MM’ de lorigine O a pour ¢quation
@z + By + c2=o.
Il reste donc a éliminer 2, 3 entre ces trois équations, ce

qui revient a éliminer 2 (ou B) entre deux équations du
second degré.

Seconde solution. — Soient
OM = o, MOA = w, CAX =o.
On a immédiatement les relations

pt+c?=a?+ (b +c)2+2a(c + b)cos,
a =pcosw—+ csinw — (b <+ c)cosh,

entre lesquelles ’élimination de 6 donne I'équation du lieu (M),

bp = a(b-+c)cosw = {/Msin?w — Nsinw + P,

M, N, P désignant des fonctions entiéres de a, b, c.

Question 1562.

Soient donnés deux points P, Py du plan d’un triangle
ABC et lon désigne de la maniére suivante les points d’in-

tersection
(PA, BC)=a, (PA, BC)=ay,

(PB, CA) = 0, {P;B, CA)= b,,

(PC, AB) =¢, (PG, AB) = ¢;

(bey, cby)=A1, (b, biey) = Ay,

(cay, acy)=B,, (ca,ciay) = By,

(aby, bay) =Gy, (ab, ashy) =Cy:
1° Les cing points P, Py, Ay, By, Gy, sont en ligne droite;
2° Les quatre points

A, A,, B, G, sont en ligne droite
Bv Bl) C‘.H A\2 »
G, G A B »

’

-~
S
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3° Les trois droites

"AA,, BBy, CGC; concourent aw méme point O,

al,, ng, CC2 » Q»
ajAq, 01B;, ¢, G, » R;
i° Les huit points a, b, c; ay, by, 15 Q, R sont situés sur
une méme conique. (H. ScHROETER. )
SOLUTION.
Par M. LEgz.

Prenons le triangle ABC pour triangle de référence, les
équations des droites AP, BP, CP sont

(1) ny—mB=o, la—ny=o, mB —lx=o,
et celles de APy, BPy, CP; sont
(2) n'y—m'B=0, l'a—n'y=o, mp—1Ula=o.

Dés lors, on trouve facilement pour les droites

(3) 3 bey,  lla —Im'8 —U'ny =0 $ point Ay
cby, Ula —I'mfB —In'y =o
cay Im'a — mm'B + mn'y = o .
(4) g ac U'ma—mm'B+m'ny=o0 point By,
aby, U'na-+mn'3 —nn'y =o .
() g lmi. n'a — m’nl’r’, — nn’Y{ =o0 point Ci;
(6) % be, la —m3 —ny =o point A,
bicy, l'ao —m'8 —n'y =o
ca, la. —mB +ny =o .
(7) 3 cyay, l'a —m'3 4-n'y =o point By,
(8) { ab, la. +~mB —ny =o point Cs.
2 ayby, l'a + m'f —n'y =o

Gela posé :
1° Une droite mence par le point T a pour équation

~—~

ny=m3- hla—ny)=o;



(15)
elle passera par le point P, si cette équation est vérifiéc par
'y —m'g =o, l'a—n'y =o;
de la la condition
_(m'n— mn' )l
(I =Tnym'’
ce qui donne pour I’équation de la droite PPy,
(m'n — mn"ya+ mm'(In'— nl")g + nn'(I'm — im')y =o.
Cette droite passe par les points A;, By, Cy, car son équation
est vérifiée par les égalités (3, 4, 5).
2° A Paide des équations (3, 4, 5), on trouve que les droites
AAy, BBy, CCy sont représentées par
(Im'—I'nm)B+'n —In') y=o,
(m'—Um)x+(mn'—m'n)y = o,
(In—I)a +~(mn'—m'n)B =o.
On voit de suite qu’elles passent : la premiére, par les points
Ca, By; la deuxi¢me, par les points A,, C,; la troisiéme, par

les points A,, By, car les coordonnées de A,, B,, C; sont
respectivement

(9) - ;1 T = 7 B il '—,—Y—,—7
mn'— m'n I'n—lIn Im'—U'm
(10) LI R S—
mn'—m'n I'n—lIn Im'—U'm

~
(1) BT s Sa—
mn'—m'n I'n—n Im'—l'm

3° L’équation d’une droite menée par le point A, étant de la
forme

(12) la—mB—ny—k(l'a—m'B—n'y)=o,
cette droite passera par le point A, si son équation est satis-
- l .
faite par y = 0, B = o; de la la condition k = 7 ce qui donne
pour I'équation de la droite A, A
— (U —=Um)§+~(I'n—1In' )¢ =o.
De méme, on trouve pour les droites B, B, G2 C.
—(Im' = U'myx—(mn'—m'n)y=o,

— ' —lya = (mn'—m'n)3 = o,
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Ces trois droitcs sont concourantes, car on obtient une
somme nulle en ajoutant les trois équations préalablement
multiplices : la premicre, par (mn'— m'n); la deuxiéme, par
(I'n—1In"); la troisiéme, par (Im'—0'm).

De méme la droite (12) passera par le point @, si son équa-
tion est vérifiée par « = o, ny — m B3 = o, ce qui donne

amn
T
m'n—+ mn'

et, par suite. pour I'équation de A, a,
n(Ilm'—Um)ya—ml'n—1In")x
—m(mn'—m'n) B+ n(mn'—m'n)y =o.
On trouve aussi pour By b, Cyc
I(I'n—In"Ya—n(Im'—1'm)j
—l(mn'—m'n)3—n(l'n—1I")y=o,
—I{m'—Um)a+m(Im'—1I'm)B
+m(l'n—In"yy—I(mn'—m'n)y=o.

Ces trois droites sont encore concourantes ct les coordon-
nées de leur point de rencontre Q sont

l(mn'—m'n)2 " m'n—In')2 " n(Im'—1{ my:

(13) x = B - i

Enfin, la méme droite (12) passera par le point a; si son
équation est vérifice par « = o, n'y — m'B =0, ce qui donne
_am/a"

T omn'+m'n

Par suite, I'équation de A, a; sera

n'(U'm—Iim' ya—m'(in'—1{)a
—m'(m'n—mn" )+ n'(m'n—mn')y=o;
c’est du reste celle de A,a dans laquelle on a permuté les

accents.
Pour les droites Byby, Cycy, on a

Un'—l'n)ys—n"(I'm—1I(m"§
+l(m'n—mn' )3 —n'(In'—Un)y =o,

— U (Im—Im'yax—m'('m—In")p
—m'(Un'—{'n)y

l'em'n—mn')yy = o.
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Ces droites concourent au point R, ayant pour coordon-
nées
% 3 ¥

(1f) = — - .
U(mn'—m'ny2 = m'(Un—1In"z2 ~ n'(Im'— I'm)t

4° Une conique représentée en général par
(15) pR+qt—ry>+a2fly+2g2y+ 2haf = o,
passera par les points a, b, ¢, a;, by, ¢y, si les conditions sui-
vantes sont satisfaites

gn* —rm2—+ 2 fmn = o, qn't +~rm'2+ 2 fm'n'= o,
pnE —+ri2 +2gln =o, pn't +rlit +a2gl'n’ =o,

pmi—ql> +~ohim =o, pm2+ql't + 20I'm' =o.

Ces relations fournissent de nouvelles égalités

[ gn?+ rm? gn't—— rm'? .
= —— ==/
mn m'n ‘
. opnt=—rl2 pn'+ ri’
(16) T n T Tia =—28,
2 g2 "2 "
pm?—+—ql _pm +ql — ok
im I"'m

d’ou I'on tire
gnn'— rmm' = pnn'— rll'= pmm' — qll' = o.

Alors on peut d’abord éerive

r. 9 .
" mm' — an”
puis, les égalités (16) donnent
2 f=—(mn' -~ m'n),

2g=—(U'n +1In).
sh=—(I'm-~+Im'):

par suite. I'équation (15) devient

122 4= mm' B2 4 nn'y2—(mn' 4 m'n) By
—(UI'n+1In"yry —(I'm+1m')ad =o;

4l
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elle montre que cctte conique passe encore par les points

Q et R, car son équation est vérifiée par les coordonnées (13)
et (14) de ces deux points.

N. B. — M. Emmerich nous a adressé unc solution analogue.

Question 1553.

Soient A. B, a, b, ¢ des nombres entiers POSIILfs, ef
100a +10b + ¢ divisible par 10A -+ B; démontrer que
cA2— bAB + aB? est, de méme, divisible.

(P.-A. Myc-Manox, R. A)
SOLUTION.

Par M. H. Brocanrbp.

Divisant ¢cA2— b AB + aB? par 1o\ + B (aprés avoir or-
donné par rapport aux puissances décroissantes de B), on
trouve pour reste

(100 +100 + ¢)A?,

ce qui établit la proposition.

Question 1584.

Etant donné un quadrilatére complet. dont les six son-
mets opposés sont a, ay, b, by, ¢, ey, on peut former les
quatre triangles

abyey, beyay, cayby, abe.
Si Uon prend trois points en ligne drotte

A, B, C,
les quatre coniques

(BCabycy), (BCbeywy), (BCea,by), (BCabc)
passent par un méme point Ay;

(CAabye)), (CAbecyayy, (Checa,by), (CAabe)
passent par un méme point By,

(ABabye), (ABbcyay), (ABcayby). (ABabe)

pussent par un méme point C,.
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Les points A, By, Cy sont en ligne droite; et il en est de
méme de B, Gy, Ay, et de G, Ay, By. De plus, les huit cotés
des deux quadrilatires dont les sommets opposés sont a, ay,
b,by.c,cret A, \ B, By, G, C; touchent une méme conique.

(H. SCHROETER.)

SOLUTION.
Par M. LEMAIRE.
On sait que, si plusieurs cubiques ont huit points communs,
clles ont un neuviéme point commun.
Il en résulte que les cubiques suivantes, formées d'une co-
nique et d’une droite
(BCabycy, aybc),
(BCbeyay, byca),
(BCcay by, ¢yad),
(BCabe. a1bycy),

qui ont huit points communs : @, b, ¢, ay, by, ¢;. Bet G, en
ont un ncuviéme Ay qui apparticnt forcément aux quatre

c

coniques. Mcéme démonstration pour By et Cy. Ceci posé,
remarquons que les triangles abye; et ABCy ont leurs six
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cotés tangents & une méme conique A, puisque ces deux trian-
gles sont inscrits dans une méme conique (ABab, ¢, ).

Pour la méme raison. les triangles abc et ABG,; ont leurs
siy ¢Otés tangents & une méme conique A’

Mais A et A" ont cinq tangentes communes. savoir : les trojs
codtés du triangle ABG; et les deux droites @b c et ac,b. Par
conséquent ces deux cdtés coincident, co qui montre que la
conique tangente aux quatre cdtés du quadrilatére donné et a
la droite ABC cst tangente aux droites AC; et BC,.

Elle est aussi tangente aux droites analogues BA, et CA,
d’une part, CB; et AB; d’autre part.

Cette conclusion exige d’ailleurs que les six points A, Ay,
B, By, G, C; soient les sommets d’un quadrilatére complet.

En effet, la conique précédente devant ¢tre & la fois tan-
gente a AB, AC; et ABy, deux de ces droites doivent se con-
fondre, ct comme A;, By, € ne <ont pas sur ABC, les droites
AC, et AB; se confondent néeessairement; autrement dit A,
By, Gy sont en ligne droite. Méme démonstration pour B, G,
AretC, Ay, By

N. B. — M. Demetreo Valeri, professeur & Modéne (Italie), a
également résolu la question.

Question 1603.

Soit ABC un triangle de surface marimum inscrit dans
une ellipse E. Démontrer que les cercles osculateurs a l'el-
lipse aux sommets de ce triangle, le cercle circonscrit el
Uellipse, ont un point commun P. Soit P' le symétrique
de P par rapport au éentre O de Uellipse. Prouver que les
droites P'A, P'B, P'C enveloppent une développée d’ellipse.

( LEMAIRE.)

SOLLUTION.

Par M. G. Darpoux, éléve de Mathématiques spéciales
au lycée Louis-le-Grand.

Un triangle maximum inscrit dans une ellipse est la projec-
tion d’un triangle maximum inscrit dans le cercle, c’est-a- -dire
d’un triangle cquxlaleml Par suite, les angles d’anomalie
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excentrique des sommets d’un tel triangle sont

o+ 5> 9o+

)

o .

On sait, d’autre part, que, si I'on appelle ¢, 05, 93, 9, les
paramétres de quatre points d'unc ellipse situés sur un méme
cercle, on a la relation

©O1+ O+ @3+ 0, = 24T,

Cousidérons le cercle circonscrit au triangle ABC. Il coupe
Vellipse en un quatriéme point dont nous allons chercher le
parameétre ¢’. On a

%'+ 3¢+ GT“: =2k~

ou

On peut supposer A'=o et prendre ¢'=— 30. Soit P le
point ainsi obtenu.

Considérons maintenant le cercle osculateur en un quel-
conque des sommets du triangle : nous pouvons toujours sup-
poser que ce sommet est celui pour lequel I'angle d’anomalie
excentrique est o,

Ce cercle coupe P'ellipse en un quatriéme point. La valeur ¢”
de Pangle d’anomalie excentrique de ce point est donnée par
o'+ 3o =1kT.

On retrouve ainsi le point P.

La premiére partie de la proposition s¢ trouve démontrée.

Seit P’ la symétrique de P. L’angle d’anomalic qui lui cor-

respond est = — 3o. La droite qui l¢ joint au sommet d¢éja con-
sidéré du triangle a pour équation

x Y 1
a cosy bsing 1 |=o,

acos(r—30) bsin(m—30) I
ou, en développant et divisant par ab(cos?c — sin2¢),

P Y ,=0
(M acose  bsino '
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Cherchons Penveloppe de cette droite. Nous avons pour cely
a ¢liminer o entre Iéquation (1) et sa dérivée par rapport i o,
' +
qui cst
rsine ¥ coso

— T =
@ cos?y bsing

On déduit de 1a

sindo costy 1
ay ~— bx B T2
ay?=buas
Par suite, I'équation de 'enveloppe est
e . v
T - T — 2 =0
(bxr)? (ay)?
« b :

7 2 T
\/u}' S+ b \/a}“‘ + bas

(b.1');—i—((l]')§ =(2ab)?*.

oun

19

Cest bien I'équation de la développée d'une ellipse concen-
trique a Pellipse E et dont P’équation est

¥2 1azh?

_ —— = 0.
az (a2— 02)2

@]‘i

9

AUTRE SOLUTION.

Par M. BARISIEN.

On sait que les triangles d’aire maximum inscrits dans une
cllipse jouissent de la propriété d’avoir leurs tangentes aus
sommets A, B, C, paralléles aux cotés opposés. On sait aussi
que les cordes communes a un cercle et a unc cllipse sont éga-
lement inclinées sur les axes de Pellipse.

Ces propriétés étant rappelées, si P est le quatriéme point
de rencontre avec V’ellipse du cercle circonscrit au triangle
ABG, les droites PA et CB sont également inclinées sur les
axes de l'ellipse. Comme CB est paralléle a la tangente a 'el-
“lipse en A, il en résulte que PA ct cette tangente en A <ont
aussi également inclinées sur les axes de Pellipse. Or, le cercle
osculateur en A avant en ce point trois points confondus. son
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\
quatriéme point d’intersection avec I'ellipse est le point P, Les
cercles osculateurs en B et C ont, pour la méme raison, leurs
quatriémes points d'intersection avee I'ellipse en P. Par consé-
quent, les cercles osculateurs en A, B, G, le cercle circonserit
a ABG et I'ellipse ont pour point commun I¢ point P.

I reste a trouver l'enveloppe des droites telles que P'A,
laquelle sera évidemment la méme que celle des droites P'B
et P'C. AP et la tangente cn A ¢tant également inclinées sur
les axes, il en résulte que les droites AP et OA dont les di-
rections sont respectivement conjugudces des précédentes, sont
aussi ¢galement inclinées sur les aves.

I’équation de la droite AP’ s'obtiendra done en exprimant
que son coefficient angulaire est ¢gal et de signe contraire a
celui de OA. Si o est 'angle excentrique en .\, cette équation
de AP’ est done

b ~ino

y—>0sing =— T —dcoNg ).

acosg

C’est I'équation (1) de M. Darboux, ct la solution s’achéve
comme ci-dessus. Ajoutons toutefois cette remarque :

Les normales a Tellipse en A, B, C se coupent en un méme
point w, puisque ce point est aussi le centre du cercle circon-
scrit au triangle form¢é par les poles ', B, C' des cotés du
triangle ABC. La quatriéme normale abaiss¢e de ce point o
sur I'ellipse estla droite wP'. En effet, Jes quatre points .\, B.
G, P étant sur un méme cercle, il résulte, du théorcme de
Joachimsthal, que le symétrique P’ de P par rapport au
centre de Uellipee est le pied de la quatriéme normale abaissée
de w.

AUTRE SOLUTION.
Par M. E. LEMOINE.

Soient a et b les demi-axes de E; appelons Ey le cerele qui,
b -
lorsque 'on réduit ses ordonncées dansle rapport 2 reproduit E,

les axes coordonnés étant les axes de E. Soit A;B;C; le
triangle correspondant a ABC; Py ct P les points qui corres-
pondent & P eta P'.

On sait, d’aprés un théoréme célébre de Steiner, que par tout
point P d’une ellipsc E passent. en outre du cercle osculateur
en P, trois autres cercles osculateurs qui coupent I'ellipse en
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trois points A, B, C; on sait aussi que les points A, B, C ont
pour correspondants sur le cercle E trois points Ay, By, C,
qui sont les sommets d'un triangle équilatéral, c'est-a-dire que
ABC est un des triangles a aire maxima inscrit a E.
La premiére partie de la question est la réciproque évidente
de cette proposition.

Soient K et J les points ou la droite \,P] coupe les aves
des x ct des y, APy étant la droite symétrique de la tan-
gente en A; au cercle E; par rapport & l'ordonnée de A,
(puisque, d’aprés une propriété connue, AP est symétrique
de la tangente en A au cercle E par rapport a l'ordonnée
de A), on a facilement : angle A; KO = ¢; donec A;K =04,
de méme A;J = OA,.

Donc JK est une droite de longueur constante 2a qui appuie
ses extrémités K et J sur les axes desxet des y; elle engendre
donc une hypocycloide a quatre rebroussements et la courbe
correspondante, ¢’est-a-dire Penveloppe de P'A, est la déve-
loppée de T'ellipse qui a pour demi-axes —Zzb—, —ﬂ—ﬂ le

ai— b2 gz b2

grand axe étant dirigé comme Paxe des y. C.Q.F.D.

QUESTIONS PROPOSEES.

1609, Etudicr les courbes enveloppées par les droites
Z cosh — ysink—+ P, =

P, est un polynome de degré n en X, ct A un paramétre va-
riable. Montrer que I'on peut disposer des constantes du po-
lynome P, de maniére que pour n pair les courbes n’aicnt
aucun point de rebroussement et que pour n impair elles en
aient un. Que peut-on dire des points de rebroussement
lorsque les constantes demeurent quelconques?

(LucieN LEvy.)

. . . . )
1610. Trouver le licu des pieds des normales abaissées d’un
point donné sur les coniques d’un faisceau. (DARBOUX.)

1611. On donne deux faisccaux de coniques, ct on demande
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le licu des points ol une conique de P'un des faisceaux touche
les diverses coniques de I'autre faisceau. (DarBoUX.)

1612. Démontrer que le point ol la normale en un point
quelconque M d’une conique rencontre 'axe non focal appar-
tient & la droite qui joint un foyer de la conique a la projec-
tion du point M sur la directrice correspondant a ce foyer.

(E. Roucnk.)

1613. Démontrer que lc coté de I'heptagone régulier est
égal, & moins de g de sa valeur, a la moiti¢ du coté du
triangle équilatéral inscrit dans le méme cercle.

(J. Jorrror.)

161%. Dans I'espace, deux figures corrélatives peuvent tou-
) o] I

jours étre placées de manicre a étre polaires réciproques par

rapport a une quadrique réelle. (G. Tarny.)

1615. A, B, G ¢étant trois points d’une conique, les paral-
leles menées par G aux tangentes en A et B coupent respec-
tivement les rayons OA et OB issus du centre O aux points D
ct E; démontrer que DE est paralléle a la tangente en C.

(W.-G. GreexsTrEAT M. AL)

QUESTIONS RESOLUES.

Question 41587.

On sait que le lieu des points d’ott on peut mener a unc
ellipse des tangentes faisant entre elles un angle donné
est une courbe de quatriéme degré.

Démontrer que, st d’un point quelconque de cette courbe
on abaisse les quatre normales a Uellipse, réelles ou ima-
ginaires, si Ny, Ng, N3, Ny sont les distances du point aux
pieds des normales, 01, p2, 935 P4 les rayons de courbure

v
correspondant aux pieds des normales, on a la relation

(K. BARISIEN.)
6
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SOLUTION.
Par M. L. Bosi, professeur au lycéc de Chiavari (Italic).
Soit

72 2
a? b2

'équation de TI'ellipse. Le lieu des points d’olt 'on peut mener
a lellipse des tangentes faisant entre elles un angle donné ¢

a pour équation
(1) §(028+ a?r2—a2b?) = (84 72— a’— 0?)* tang? ),

ou &, 7, sont les coordonnées courantes.
L’¢quation

. 2a%
o | S = o 2
p <
a’ 92 V4 abt?
+ — (@82 + 22— M)+ — 2 — —>- =0,
ct c? ct

ol ¢2= a?— 02 donne les abscisses zy, .y, @3, x, des pieds
des normales a 'cllipse, abaissées d’un point P (&, 7).
Les projections de Nj, Ny, Nj. Ny sur 'axe X sont

E‘_.TP 2—.2'2, E—x;;, E-—.r[‘,.

et celles de oy, ps, 03, 04 sur le méme axe

ccxy, [at . 2y, [at Y
== —t) = —3),
ar \ c? 1 a+ \c? 2

cxy [at 9 ctx, [a* 9
@ e —T) o E o)

2 a? a?
Sryryr;r, (— — 71 ) — — o) | — — 3
c ¢ c

v
\

f1‘0(2~3‘1)(s;~72)(2“TS)(E—

a? \ [a? N [a? a2
) ><(—+.r,)(—+m:)<—+z'3>(-—+7
c c c c
x



A\
a= a? \ /a? a2 \
. —|—-Z‘1> <—— +.I'2) <— _5_7-3) <~ +J.,')
. c ¢ c ¢

o724 2+ ach),

v
:—ﬁ)v—w)( — ) (E—uay)
=/0)="LE e wp—a,

et, en substituant dans (3), on obtient

P1P203py _ aD2(E24 72+ c2— k) (524024 o2 )cg)
Ny NG, ¢ (b2E2+ a2 — a2l?)

ou, réductions faites,

(4)  Dabefade _ ab[ (52+7,2~a2—b2)2]'
N N:N; N, ct DE o airi— ath?
Si le point P (%, 7) est pris sur la courbe (1), I'égalité (1)
devient
pioagapy _ 4a2b? o
N;N, N3N, ~ eZsinte’ C.Q.F.D.

Question 1598.

Le lieu des centres des hyperboles équilatéres oscula-
teurs en chaque point d’une ellipse donnée est une courbe
du quatrieme ordre qui peut étre considérée comme la po-
daire du centre d’une ellipse concentrique & la premicre
(BARISIEN.)
SOLUTION.

Par M. AUDIBERT
Soit

(1)

aty?+ bxt= a*b?

une ecllipse rapportée a se< axes. Rapportons-la a Ia normale et
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a la tangente en un de ses points M, son ¢quation sera
z2+2dzy 4+ cy?+ 28y =o,
et celle de I'hyperbole osculatrice en M,
22+2dxy —yr—+a2ey =o.

Le centre de cette hyperbole est donné par les relations
(2) x + dy = o,

(3) dex—y +e=o.

L’équation (2) représente le rayon vecteur qui passe par le
centre O de lellipse (1) et par le point M. On voit qu’il coupe
normalement la droite (3). Il en résulte que le lieu des cen-
tres des hyperboles osculatrices, quand le point M se déplace,
est la podaire, relative au centre O de lellipse, de Penveloppe
de la droite (3).

On détermine P'équation de (3) rapportée aux axes de l'el-
lipse, en remarquant que cette droite, perpendiculaire au rayon
vecteur OM, coupe la normale a Pellipse en un point exté-
rieur B tel que

MB = e = rayon de courbure en M(a, y).

Cette équation est

Yy + Xz = a2+ 02
et celle de I'enveloppe

a?X2 4 B2 Y2 = (a® 4 02)2.

Question 1605.

SP; et SPy sont des tangentes ¢ une parabole de foyer F;
des points de contact Py et Py on abaisse des perpendicu-
laires sur la directrice; les pieds de ces perpendiculaires
étant py et py, montrer que les triangles P{FPy et pySp:
ont la méme aire.

SOLUTION GEOMETRIQUE.
Par M. LEMAIRE.
F et p, étant symétriques par rapport a SPy, les triangles

SFPy ct Sp, Py sont égaux. Il en est de méme des triangles
SFP, et Sp,P,.



Done

aire Sp P1FPypy = 2(aireSp, Py + aire Sp, Py)
=2 X airePyp; p, Ps.

Les partics non communes a ces deux polvgones sont ¢qui-
valentes, ce qui démontre la proposition.

N. B. — M. Lemoine nous a envoyé aussi unc solution géomé-
trique. Quant a la vérification analytique, elle n’offre aucune diffi-
culté : elle a été effectuée par MM. Audibert, Lez, Baudran, Louis
Bardelli, Barisien et W.-J. Greenstrcet M. A.

Question 1606.

Le rayon de courbure en un point M de la lemniscate de
Bernoulli est égal au tiers de la normale limitée a la

perpendiculaire au rayonvecteur OM menée par le point O.
(n’OCc\GNE.)

SOLUTION.

Par M. Louts BARrDELLI, ¢léve ingénicur & Plnstitut technique
de Milan.

Désignons par r et § les coordonnées polaires d’un point M
d’une courbe plane, par p le rayon de courbure en ce point,
par p la distance du pole O a la tangente cn M, enfin par nla
norinale en M limitée & la perpendiculaire menée par le pole
sur le rayon vecteur OM; on a

P2 . dr
(l) P = pn=r= =7 Zi;)

Y

I’application de la premiére formule & I'équation

)

72 = a?cos2)

de la lemniscate de Bernoulli doonne

3 Foi dr “?
) = — d’ou - =
! a? (I[) 3 r2?

ct. en portant ce< valeurs dan< les deux derniéres équa-
.

/



tions (1), on obtient

n = —, P:——:

n
2 37 3

N. B. — Ont ausei résolu la question : MM. Lez, Audibert,
Balitrand, Barisien, Dertoux et W.-J. Greenstrcet M. A. M. Barisien
fait observer que, pour la courbe plus générale,

rm=amcosm?9,

ona
n .
b=
pour m = 2, on a le théoréme énoncé. Pour m =— 2, la courbe est
une hyperbole équilatére, et 'on a
p=—n

Question 1602.

Par les sommets A, B,C d’un triangle inscrit dans une
conique, on méne & la courbe des langentes qui rencon-
trent les cotés opposés en A', B, C'; les milieur de AA,
BB’, CC' sont en ligne droite.

Dans le cas particulier du cercle, cette droite est U’axe
radical du cercle circonscrit et du cercle des neuf points.

(F. Farion.)

SOLUTION
N Par M. E. LEMOINE.
Soit
(1) Lyz+Msgzr+Nzy =o0

I'équation en coordonnées normales de la conique circonscrite
a ABC.
Les coordonnées de A’, B, C’ seront
o, —M, N; L, o, —N; —L, M, o;

celles des milicux A, By, C; de AA’, BB', CC’ seront
bM —cN, aM, —aN,
—bL, eN—al, bON.
cl, —eM. alL—b6M,
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et ces trois points sont sur la droite

S az(bM +¢N —al)

2
(2) { +by(cN+aL—bM)+cs(al+bM—cN)=o.

Si la conique est le cercle circonscrit, L, M, N sont a, b, c, et
cette droite devient

z cosA + y cosB + 5 cosC = o,

quireprésente I'axe orthique du triangle ABC, qui est, en effet,
P'axe radical du cercle circonscrit et du cercle de Feuerbach.

Remarques. — Si les équations (1) représentent des hyper-
boles équilatéres, la droite () passe par le point

cosA(bcosB+ccosG), ....

Si les équations (1) représentent des paraboles, la droite (2)
enveloppera l'cllipse de Steiner inscrite au triangle.

SOLUTION GEOMETRIQUE
Par M. W.-J. GREENSTREET M. A.

Soient A, B", G, A’, B, C" six points sur une conique. En
supposant que A", B, C" s’approchent de A, B, C, nous obte-
nons, a la limite, le triangle inscrit ABC avec les tangentes aux
sommets. Le théoréme de Pascal nous donne :

Les tangentes AA’, ... rencontrent BC, ... en trois points
en ligne droite. Donc BGB'C’ est un quadrilatére complet, et
les milieux des diagonales AA’, BB', CC' sont en ligne droite.

On peut remarquer que la droite sur laquelle ces milieux se
trouvent est le lieu des centres de toutes les coniques inscrites
dans BCB'C' (Nowv. Ann., t. I, p. 24; 1862).

Le cas particulier du cercle ne présente aucune difficulté.

Question 1607.

Trouver les trajectoires orthogonales d’une sphére de
rayon constant dont le centre parcourt une ligne droite.
(Lvciex LEvy.)
SOLUTION
Par M. DERTOUX.

Soit O la ligne droite parcourue par le centre de la sphére.
Les trajectoires orthogonales ont leurs tangentes normales
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aux plans tangents de la sphére mobile; ces tangentes passent
donc constamment par le centre de lasphére, ¢’est-a-dire ren-
contrent la droite Ox. Si nous considérons les plans oscula-
teurs déterminés par trois tangentes infiniment voisines, on
voit que ces deux plans ont une tangente commune et con-
tienneut aussi la droite Oz ; donc ils se confondent et 'on en
conclut que la courbe est plane. Le segment de la tangente
intercepté entre le point de contact et O est constantet égal
au rayon de la sphére.

Les trajectoires orthogonales sont donc des tractrices.

Traitons la question par I’Analyse.

Soit  la distance du centre de la sphére & Porigine O.

I’équation de la sphére est

(x—a) + y2+32= R

Les équations diflérenticlles des trajectoires orthogonales

sont
dr  dy ds

7

r—a ¥y 3
ou
x—na :x/RL—‘)/?ﬁ 5%
d’olr
ydy +zdzs dr
iz RZ =yt 32
et, en posant,
VRE— u?
Yriagtmwr,  dp= CWYREZ W

u
cc qui est I'équation différentielle de la tractrice.

[Les deux derniéres équations (1) donnent y = Cz ct mon-
trent que la courbe est plane. ]

Question 1608.

Démontrer, par des considérations géométrigues et par le
calcul, que les trajectoires orthogonales d’une sphere de
rayon constant, dont le centre parcourt une circonfeérence.
sont des courbes sphériques.

SOLUTION
Par M. DERTOUX,

Les tangentes aux trajectoires orthogonales rencontren!
. , A P
constamment la circonférence C que décrit le centre de !
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sphére, et le segment intercepté entre le point de contact et la
circonférence G est toujours égal 4 R (rayon de la sphére).
Les trajectoires orthogonales <ont donc des courbes équi-
tangentielles.
Soient

DA, EB deux tangentcs & une trajectoire, infiniment voisines;
D. E les points de contact;
A et B les points de rencontre avec la circonférence C.

Menons, dansle plan ADB des deux tangentes, les normales
DO, £0O qui se rencontrent au centre de courbure O.
Les triangles rectangles DOA, EAB sont égaux et

AO = BO.

Le point O est done sur la perpendiculaire élevée dans le
plan ABD sur le milicu de AB; et, a la limite, le centre de
courbure est sur la normale a la circonférence C menée en A
dans le plan osculateur correspondant de la trajectoire.

Le plan osculateur étant tangent en A a la circonférence C,
'axe de ce plan mené en O se trouve dans le plan normal en A
a la circonférence C; il rencontre donc la perpendiculaire m
au plan de cette circonférence menée par le centre.

On voit que les axes des plans osculateurs d’une Lrajectoire
orthogonale rencontrent constamment la perpendiculaire m.
Deux plans normaux quelconques de la trajectoire infiniment
voisins rencontrent donc la perpendiculaire 2 au méme point,
et comme chacun n'a qu'un point sur cette ligne, il est facile
d’en conclure que tous la rencontrentau méme point et que la
trajectoire orthogonale est sphérique.

Traitons la question par 'Analyse.

Prenons pour 20y le plan de G, et la perpendiculaire éle-
vie au centre pour Oz.

Soient a et § les coordonnées du centre de la sphére.

I’équation de la sphére est

(z—a)+(y —B)+z2= R
Les équations différentielles des trajectoires sont

de _ dy _ dz
r—a y— 8

13}
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L’équation du plan normal a une trajectoire est

(1) X—z)dr +(Y —y)dy +(Z —z)dz =0

ou

(2) X=2)(z—a)+(Y—y)(y —B)+(Z—2)s=0.
L’équation du plan normal infiniment voisin est

(X —z—dz)(x — o+ dz— da)
+(Y—y—dy)(y —B+dy—dp)
+(L—3—dz)(s+ds)=o.

(3)

Les équations (2) et (3) déterminent 'axe du plan oscula-
teur au point (z, y, 3).
En tenant compte de (1) et de (2), Péquation (3) devient

Xda+YdB—azdr—ydj
) 3 +(z—a)de +(y—B)dy +~sdzs=o.

Or, en différentiant I'équation de la sphére, on obtient, en
remarquant que 2 dx + § d = o,

(z—a)der+(y—B)dy+3sds —axde— ydi =o.
1’¢équation (4) se réduit donc a
Xda+YdB =o.

Ce qui montre que axe du plan osculateur rencontre O 3.
condition suffisante pour que la courbe soit sphérique.

Question 1610.

Trouver le lieu des pieds des normales abaissées d'un
point donné sur les coniques d’un faisceau.  (DARBOUX.)

SOLUTION

Par M. BARISIEN.

Le faisceau des coniques passant par les points d’intersec-

tion de

! S=az?+2bxy +cy?+2dr +2ey +f =o,

S'=a'xt+20'vy +c'y?+o2dx+2¢y+f =0
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a pour équation
S+ A8 =[(a+2ra)z2+ 2(b+ hd )y

+(c+Ac)y2+a(d +rd )z
+2(e+re)y+f+Af'1=o0.

(1

D’autre part, 'hyperbole des pieds des normales abaissées
du point donné («, B) a pour équation

(2) 3 [((b+X0)Yr+(c+ A y+e+Le](a—uz)
=[(a+ra)z+(b+ 1)y +d+rd](B—y)

Pour avoir le lieu demandé, il faut éliminer X entre (1) et
(2), ce qui donne

S(bx+cy+e)(a—z)—(ax+by +d)(B—y)]
=8[(bx+cy+e)(a—a)—(adz+Vy+d)(B—y)).

Or les quantités entre crochets représentent les hyperboles
des normales abaissées de (a, 8) sur les coniques S et S'. Si
nous représentons ces hyperboles par I et H', I'équation du
lieu peut s’éerire

(3) S'H — SHl'=o.

C’est donc une quartique passant par les seize points d'in-
tersection de

S =o. { I =o, S =o, S =o,
{ { g
| S=o0, [W=o, |H=o, 0 =o.

Si a=a', b=10V', ¢c=c', c'est-a-dire si les deux coniques
S et S’ ont mémes directions et mémes longuecurs d’axes, la
quartique (3) se réduit a une conique.

Question 1612.

Démontrer que le point N, ot la normale en un point
quelconque M d’une conique rencontre l’axe non focal,
appartient & la droite qui joint un foyer F de la conique
a la projection D du point M sur la directrice correspon-
dant a ce foyer. (E. RoucHE.)
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SOLUTION
Par M. H. BrocARD.

Soit P la projection du point M sur I'axe non focal YPN.
O étant le centre de la conique, on aura

c?

La propriété énoncée sera établie si I'on a la proportion

OF ON
PD ~— ON+ OP
ou
¢ ON
at~ ON+y’
Elle donne pour ON la méme valcur%y.

N. B. — Solution analogue de M. H. Lez.

Question 4613.

Démontrer que le coté de I’ heptagone régulier est égal,
& moins de siy de savaleur, & la moitié du cété du triangle
équilatéral inscrit dans le méme cercle. (J. JorFroy.)

SOLUTION

Par M. H. BrRocaRD.

Cette construction fournit une solution approchée du pro-
bléme proposé et résolu, il y a quarante ans, dans ce Journal,
ct attribué a Viéte :

Soit une circonférence, A le centre, CAB un diamétre.
Sur CB prolongé prenez un point D tel que l’on ait

DB.DC = AD.AB .

Du point D comme centre, et d’un rayon AB, décrives
une circonférence coupant en E une circonférence donnée.
L’arc BE est la septiéme partie de la circonférence. (Ques-
tion 226, t. IX. p. 151 ct 233; 1850.)
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La construction de Pénoncé 1613 donnerait

27 5
T=cos = =5

/
celle du n° 226 donncrait
8x3+ fr2—fxr —1=o0.
La substitution

I
donne —
81

x| v

Notes. — 1. Sur le méme sujet, voir loc. cit., p. 51 et 25y,
2. Vicéte a ¢galement indiqué une construction de Pennéagone ré-
gulier (RITTER, Ass. fr. Congrés de Montpellier, p. 149; 1879).

Question 1562 ().

SOLUTION GEOMETRIQUE.
Par M. P. SoxpuT.

1 Les pascales

bBb,cCey, rriiy,
ala;cCcy, savoir rryBy,
ala bBby, [ rri Gy,

avant deux points communs se superposent, donc on ala droite

1‘7‘1A1 B1C1.
2 ¢t 3. Comme on a

(aB bC cA gﬁlz,ﬁ@_c,@)_ﬂ‘l
aC oA ¢B/ \a;G A e B) 77

\
puisque chacun des produits entre parenthéses est ¢gal @ —1,
I'hexagone abcay bycy est inscriptible dans unc conique, d'ott

les nouvelles pascales

S cabeja by AB,C,,
(1) chacibyay ou B;A,C,,
acbaycy by CiAyB,.

(*) Voir Vénonce, p. 13"
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Désignons par

X, 1, v les points (ByCs, bc), (A3Cy, ac), (A;B,, ab),
Ao g, vy » (B3 Cs, b1¢1), (Ag Gy, «tycy), (AeBy, ayby),
L, M, N » (BG, B;Cy), (AG, A,GCy), (AB, A;B,),
I, H, K » (BGC, bc¢), (AC, ac), (AB, abd),
Iy, Hy, K4 » (BG, bye)), (AC, ajcy), (AB, ay by).

Il résulte des pascales

s cabBA,C, rpy,
cbaAB,C, savoir riv,
( acbBCyA, rip,

que Auv est une droite passant par r, d'ou le systéme homo-
logique
A, By C
(centre Q) ‘ P T (axe ).
a b c

Il est évident qu'on a de méme

(centre R)

A, By C
T (axe Apavr)
1

ay b, c

et que Ay vy passe par ry.
En considérant le triangle A;B;Cs comme coupé par les
deux sécantes Ay et Aqpyv;, on voit que les pascales

virg Bapvy G,
‘ )\Vl C2‘I )\1 Ag,
)‘W Czli)\iAzy

forment un triangle inscrit dans A3 B, C,, et, comme ce triangle
n’est autre que ABC, les points A, B, C appartiecnnent respec—
tivement aux droites (1).

On a alors les pascales

CgAngbAC, QI\IN,
CyRyA5aBe, savoir ) QLN,
\ 1\2C2B2bca, QLM;

LMN est donc une droite passant par Q. ct I'on a le systéme
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homologique

(centre O) ‘ A BoC ‘ (axe LMN).
Ay By Gy |
Les pascales
CABB;aC,, OKH,
CBAA,b6C,, savoir OIK,
ACBB,cA,, (03811

montrent aussi que IHK est une droite passant par O.
On prouverait de méme, en remplagant a, b, ¢ par ay,b4,¢y,
que LMN passe par R et I; H; K, par O.

4. On voit par les hexagones

a Qbbyciay,
a1 Rb b a,

dont les cotés opposés sc coupent aux points Ay, By, G cn

ligne droite, que la conique abcaibyc, passe par les points
Q et R.

I1 est évident que si les points » ¢t ry sont, I'un Porthocentre
de ABC et Pautre le centre de gravité, cette conique devient

le cerele des neuf points, qui passe de plus par les points Q
et R.

Question 1560.

Trouver le ravon d’un cercle passant par les points dont
les coordonnées trilinéaires sont

(—a,b,¢c)(a,—b,¢c)(a,b, —c).
(B. Ha~wuNicuty Rae, BL AL

SOLUTION.
Par M. BARISIEN.
Soit ABC l¢ triangle de référence dont les cotés ont pour
longueurs a, B, v, ct dont la surface est S.
Nous avons les trois relations
—aa+bB+cy =285,
285,
aax+bp—cy =28,

Il

ax— b3 +cy
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qui se réduisent a

aa= b3 =cy=28S.

ce qui indique que les longueurs a, &, ¢ sont égales aux hau-
teurs du triangle de référence.

Si donc nous menons par les sommets A, B, G des parall¢les

1

aux cOlés opposés, il est évident que les sommets A'B'CY du
triangle ainsi formé ont respectivement pour coordonnées

Ay, (—a,b,c).
B’y <—by a, C)’
C, (—c,ab).

Si R et R’ sont les rayons des cercles circonscrits aux
triangles ABC et A'B'C/, on aura

23
R =

48
et comme, dans le triangle A'B'C/, les cotés sont le double de
ceux du triangle ABC, et la surface le quadruple, on aura
aussi

b

wo (G00CBIGY) _ Ay,
T 4(4S) T eS
Donc

R'= 2R,

ce qui indique que le rayon du cercle passant par les points
définis par Uénoncé est égal & deux fois le rayon du cercle
circonscrit au triangle de référence.

N. B. — M. Victor dc Strélakof nous a cnvoy¢ une solution apa-
logue.
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Question 1612 (voir I'énoncé p 33°).
SOLUTION GEOMETRIQUE
Par M. Durorca.

Soient A et B les points ou I'axe non focal coupe respective-
ment la normale ct la tangente au point M.

L'angle AFB étant, comme on sait, droit, la droite AF est
conjuguée de la droite BF : elle passe done par son pole qui
est évidemment la projection P de M sur la directrice corres-
pondant au foyer F.

Question 1615.

A, B, C étant trois points d’une conique, les paralléles
menées par C aux langentes en A et B coupent respective-
ment les rayons OB et OA issus du centre O aux points D
et K5 démontrer que DE est parallile a la tangente en C.

(W.-J. GREENSTREAT, M. A.).

SOLUTION
Par M. Duprorco.

La conique homothétique de la conique donnée par rapport
au point G, qui passe par le centre O, passe ¢videmment ausei
par les points d'interseetion 2 et § des dioites OE et CD, OD

o
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ct GE. Il suffit d’appliquer le théoréme de Pascal a 'hexagone
inscrit OaCCBO pour vérifier que la droite DE est paralléle
aux tangentes aux points O et C.

N. B. — MM. Brocard, Barisien et Lez nous ont envoyé une solu-
tion analytique de la méme question.

QUESTIONS PROPOSEES.

1616. La tangente en un point de la developpee d'une co-
nique coupe cette développée en quatre points, outre le point
de contact. Démontrer que les tangentes en ces points sont
concourantes ¢t se coupent sur le cercle déerit sur la distance
focale pour diamétre. (Ernest Durorcq.)

1617 Si les normales @ une parabole aux points A, B, C
concourent en un méme point P, et que les normales PA, PB.
PC rencontrent la parabole en A') B’ C', les cercles dectits
sur PA', PB" ¢t PC’ comme diamétres sont tangents respecti-
vement a BG, CA, AB. Lu outre, <i a, 8, v sont les points de
contact correspondants, les droites A'a, B'8, G'~ sont tangentes
a la parabole en A, B, (. (D’Ocr6aE.)

1618. On donne trois points dans un plan divisant respecti-

vement les tiois cotés d’un triangle dans des rappoits donnes
r "

m m' m . .
-—+ —5 —,» construire le triangle. (F. Firiox.)
non'’on

1619. Si deux surfaces S et ¥ se correspondent point pai
point, suivant une loi détermince, et <i o, a, b, ¢ sont quatre
points infiniment voisins de la premiére S et w, a. §, v lcs
quatie points correspondants de la seconde X, on a les analo-
gies

oa wx 0b wd oc wy

simboc " smBwy T smcoa T smywx  sinaob T smaw

(E. Rot cuEg.)

1020 Ln un point quelconque M d'une ellipse, on méne fes



(43")

rayons vecteurs focaux MF et MF' qui ont leurs seconds points
de rencontre avec I'ellipse en P et P'. Montrer que :

1° Les cercles ayant pour diamétre FM, F'M, FP, F'P’ sont
tangents au cercle déerit sur le grand axe de ellipse comme
diamétre.

2° Le licu du point de rencontre des tangentes communes
extérieures aux cercles de diamétres FM et FP est une ligne
droite.

3° Le licu du point de rencontre des tangentes communes
extéricures aux cercles de diamétre FM et F'M est unc quar-
tique. Montrer que la portion d'aire comprise entre la courbe
et ses asymptotes est ¢gale aux trois quarts de laire de I'el-
lipse. (BarisieN.)

QUESTIONS RESOLUES (').

Question 1593.

Si Don appelle O et Rle centre et le ravon du cercle
circonserit « un triangle ABC, I et r le centre et le rayon
du cercle tnserit, U Uorthocentre, a. b, ¢ les cotés, ap le
périmétre et S la surface du triangle O («>0>c¢):

1°0n «

B—-GC . A—=C . A—B
sin <in »

2

S =2 R2«in
_ (b—c)y(a—eX(a—b)
- 8r ’
16S2= — pt4-2(2R2=10Rr — r2)p2—r (4R + r)%

S

29 S 1 et r' sont le centre et le rayon du cercle ex-inscrit
dans Pangle intérieur X et S la surface du triangle OI'H,

(') M. Barisicn a adress¢ une solution de la question 1613. C'est

par crreur que ~on nom a été omis i la <uite de Ja solution donnée
.

dan~ le précédent numdro. p. 57
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on a ausst

S'= 2R2?sin B:Ccos A—GC cos A-B

b
2 2

g

_(b—c)a+c)a+D)
- 8r ’
S + 8 = R2sin(B — C).
3° La condition
pr—2(R2+10Rr—r)p2 +r(4R+r)<o

exprime que le triangle ABC est possiblc avec les éléments
PR, r (R. Soxpit.)

SOLUTION,
Par M. E. LEMOINE.

Les coordonnées normales absolues de O, I, H sont respec-
tivement
RcosA, RcosB, RcosC;

r, r, r;
2RecosBcosCG, 2RcosCcosA, 2R cosA cosC.

On aura donc, en appelant T I'aire CBA,

RcosA R cosB RcosG
aire OIll =S =— _?]iT r r r
2RcosBcosC a2RcosCcosA 2R cosA cosB
d’ou

]

§= ./,iT’: [acosA(c—b)+bcosB(a—c)+ ccosC(d=a)l,

d’otlt

5= 5\:"[; [a2(b2+c2— a?)(c —b)+ b2 (2 +a2— b2)(a—c)
+c(ar+ 02— ) (b—a)l

il est facile de mettre, dansle polvndme entre crochets, b — ¢,
a—c, a — b en factcurs, ct 'on aura alors

. —¢)(a—-c)(@a—0b
= 'h’Tz ip*(b—c)(a—c){a—b)= (b—0) c)(.“Src)(“ ~0),




B

Au moyen des valeurs de sin —. cos —. ... en fonction des
5 >

cotés, on a facilement

sin B—GC =! Vp(p—a (b — o),
2

« be

d’ot I'on déduit immédiatement

B—C . A—C m A\—B _ (b—er(a—eNa—b)

> R2sin <in
Sr

n-——- =

L'¢quation
Xe—(a~b+eYX2+ (be +~ca+ab)X —abe = o,
qui peut s'écrire
(1) N pX2 [p24 r({R= )X — {pRr =o,

a évidemment a. b, ¢ pour racines,
Le dernier terme de 'équation aux carrés des différences de
cette équation est

—4[prr2(4R2+20Rr— or:—p2) — 3 (4 R4+ 1)},

il est aucsi
— (b —e)2(a—c)(a—b)2:
on en déduit

1652 — — pr+2(rR2+~10Rr —r2)p2—r(4R- ry.
En suivant exactement la méme marche, on obtiendrait

_(b=eVla+cNa+b)
- TRy

g

—C — G A—B
S"— 92 R2sin J; € cos \w cos \ —l—
2

Enfin on a

. B—C/. A—C . A-—B A—C A—DB
S + S = 2R2sin (<m - <in + cos cos =
\ ) ) Py o
ou
—C —GC .
S+S’-:')R?einB (‘('0q B —=R2<in(B —C).
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Ajoutons a I'énoncé qu’on obticndrait aussi I'équation
(2) 168 =—(p— @)t +2(RE—10Rr'—r")(p— @) +r' (4R - ')

en suivant la méme marche que pour obtenir 16S2, mais cn
cmployant, au licu de I'équation (1), Péquation

X34+a2(p—a)X?
+p—ap—r(4R=r)]X—4(p-—-a)Rir'=o,

qui a pour racines @, — b, — c.
Considérons I'équation

X8 —p X2+ r(4R+r)X—pr2=o;

elle a pourracines p—a, p— b, p—c.

Or, comme p, », R sont positifs, cette équation ne peut
avoir de racines négatives; donc, si toutes ses racines sont
réelles, c’est-a-dire si I'on a, d’aprés la condition de réalité
des racines de 'équation du troisicme degré,

pr—202R24+10Rr—r2)p2+r(4R +r)o.

On pourra former un triangle avec les racines p, R, r, puisque
T A 10 b
p—a, p—b, p—c étant positifs, un coté quelconque sera
plus petit que la somme des deux autres.
» méme condition pour qu'il y ai cctiver
De méme, la condition po I y ait effectivement un
triangle avec les données R, »', ( p — @) est

(p—a)r—a2(2R2—10RY — ") (p—a)—r'(jR—r')3<o.

Remarque. — Si §" et 8" sont les aires des triangles OI'I,
OI”1I, I” et I” étant les centres des cercles existants dans les
angles intéricurs B et C, on aura

Il

S+ 8 4+8"+8"=o.

La condition
pr—2(2R2+10Rr—r)p2+r(jR+rp<o
exprime que I'équation
X3—opX2+-[p24+r({R+=1]X—4Rpr=o

a ses trois racines réelles; on voit facilement qu’elles sont
toutes Lrois positives.

Appelons-les @. b, ¢, ct soit @ la plus grande et ¢ la plus
petite.
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Pour qu'il y ait effectivement un triangle qui puisse étre
formé avec a. b, ¢, il sulfira que 'on ait @ < 6 + ¢ ou que

(a+b+c)b+c—a)c+a—Db)a+b—c)

soit positif.
Mais ce produit peut s'écrire

402+ 2@t + a?d? ) —(ad+ 02+ )2,

ou, c¢n remarquant que ces fonctions symétriques sont égales
respectivement a

AP = PR+ ) 16p2re,
et a
: i pr—r(iR+ M2
ce produit est
|(',p‘.‘ 72
toujours positif. N

Si
pt—202R2+10Rr —r2)p2+ r(4R+ r)¥=o,

le triangle est isoscéle.

N. B. — M. Alexander Andersen, professeur au Collcge Royal de
Galway (Irlande), nous a envoyé une solution analogue.

Question 1611.

On donne deux faisccaux de coniques, et l'on demande
le licu des points ot une conique de l'un des faisceaur
touche les diverses coniques de l’autre faisceau.

(DirBOUX.)
SOLUTION,

Par M. BARISIEN.

Les équations d'une conique de chaque faisceau peuvent
s’écrire

(1) C=S+2T =o,
(2) Ci=8+ 1Ty =0,
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dans lesquelles 2 et Ay sont des paramétres variables, et oi

S =Axr?+2Bry +Cyp2+2Dxr + 2By +F,
T =ax?+ ... +f,
Sl = .\11‘2+ —+-F1,

|
i

Ty=a122+ ... +fi1.

Pour avoir le lieu des points de contact de deux coni-
ques (1). (2), il faut éliminer Xy et X, entre les équations (1) et
(2) et la suivante

o G,
(1) 6,‘-——-,1—)-5

Ch ct G} désignant les dérivées de G par rapport & 2 ctay.
En effet, désignons par

[€D) D=o

I'équation de la tangente, laquelle contiendrait les paramétres &
et 2y. Une conique quelconque, tangente a la droite D au
méme point que la conique G, a pour équation G+ puD =o.
Exprimons que cette conique est un systéme de deux droites
dont le point de concours, c'est-d-dire le centre, est & la fois
sur C et sur D. Les équations du centre sont

ChuDi=o0, Cj-+uD|=o,

G _ Do
¢, T D

[l faudrait donc éliminer A et A; entre les équations (1), (i)
et (5). En appliquant le méme raisonnement a la conique G,
on aura aussi la relation :

Ci _ D

(6) = =%,
D,

7 =

1y
ct la comparaison de (5) ct (6) donne bien la relation (3).

Cela posé, écrivons I'équation (3) sous la forme

S+ T, Sy, +NT),
ST+AT) 7 8, =\ T,
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Lin ¥ remplacant X et X, par les valeurs
5 — S S S,
= ,r k] ] — Ti )
tirées de (1) ¢t (2), on a, pour I'équation du licu demandé,

- TSy — ST, _ TiSi,— 8 Tj,
’ TS, —ST; = T,S;, —S,T;,

C’est une courbe du sixiéme ordre, qui passe par :
Les 4 points d’intersection des coniques

S =o, T = o:
les 4 points d'intersection des coniques
Si==o0, T, = o;
les g points d'intersection des cubiqu;%‘
TS, — ST, =o, TS, — ST} = o;
les g points d'intersection des cubiques
TS, —STy=o, TS12—8;T{,=0;
les g points d’intersection des cubiques
TSy —S8:1T},=0, TS, — ST; = o;
les ¢ points d’intersection des cubiques
TiS;,—$iThy == 0. T(Si,—8 T, = o

cn tout, 44 points.
Une cubique telle que TS, — ST, = o passe par:

les 2 points d'intersection de la droite S} = o ct de la conique §
les 2 points d'intersection de la droite T; = o et de la conique T
le point de rencontre des deux droites Si = o et T,
les § points de rencontre des coniques S =o et T

en tout g points,

Remarque. — La quatriéme partie de la question proposée
au Concours d’agrégation, en 1891, résulte immédiatement de
la formule (7).
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Question 1610.

Trouver le liew du pied des normales abaissées d’un point
donné sur les coniques d’un faisceau. (D1irBouX.)

SOLUTION GEOMETRIQUE

Par M. le capitaine E. Mavro.

Pour avoir Vordre du licu, il suffit de compter exactement
le nombre des points du licu qui se trouvent sur une des coni-
ques de I'énoncé.

Or, sur unc telle conique, il y a évidemment quatre points
du licu qui résultent du choix particulier auquel on s’est ar-
rété; s'il en existe d'autres, ils sont les pieds des normales
abaissées du point fixe O sur d’autres coniques du faisceau;
par conséquent, ils ne peuvent s¢ trouver qu’aux points A,
B, C, D, communs a toutes les coniques, ct il est clair que
chacun des points \, B, C, D doit étre compté une fois, et une
scule, car, si 'on joint OA, par exemple, la perpendiculaire
AT est déterminde, ainsi que la conique du faisceau admettant
AT comme tangente; il est non moins clair que la tangente au
lieu en A est AT.

Puisque huit points du licu se trouvent sur unc conique
quelconque du faisceau, I'ordre est 4: en d’autres termes, le
lieu est une quartique.

On a dé¢ja reconnu quatre points de passage obligés pour
cette quartique : il est facile d’en reconnaitre quatre autres a
distance finie, ainsi que les quatre qui sont a linfini.

Parmi les premiers se trouvent d’abord le point O lui-méme
et la dircction de la tangente en ce point est évidente : c’est
la normale en O a la conique du faisceau qui passe par O. En-
suite il est clair'que les sommets P, Q, R du triangle autopolaire
commun a toutes les coniques du faisceau, c'est-a-dire les
points doubles des coniques évanouissantes du faisceau, font
partie du lieu. En effet, en ces points, la direction de la tan-
gente est indéterminée, et, par suite, OP, par exemple, peut
¢tre considéréc comme normale.

Les directions des tangentes 4 la quartique aux points P, Q, R
sont aisées a reconnaitre. Il suffit pour cela, considérant, par
exemple. Ie point P et les points infiniment voisins, d’exami-
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ner cette région pour ainsi dire au microscope avec un gros-
sissement indéfiniment  croissant. Les coniques de I'énoncé
comprises dans la région cnvisagée se présentent alors comme
des coniques concentriques et homothétiques, ct le licu de-
mandé comme celui du pied des normales paralléles a une
direction fixe, ¢’est-a-dire comme le lieu des points de contact
des tangentes paralléles a la direction perpendiculaire : c’est
le diamétre conjugué a celle-ci. Donc, revenant a la figure pri-
mitive, on tircra OP et la perpendiculaire PS, puis on prendra
la droite conjuguée de PS par rapport a I'angle APB.

Des points & I'infini deux sont réels, deux imaginaires. Les
deux réels apparticnnent aux deux paraboles comprises dans
le faisceau; les deux imaginaires sont les points eveliques w, w'.
En effet, la droite isotrope O w, pouvant ¢étre considérée comme
perpendiculaire 4 toute droite isotrope de la méme série, peut
en particulier étre regardée comme normale en w a la conique

(ABCD w).

Un probléme voisin par son énoncé du présent probléme, et
auquel on a méme déja fait allusion chemin faisant, est celui
de « trouver le licu des points de contact des tangentes me-
nées d'un point donné O aux coniques du faiscecau ABCD ».
On sait que ce licu est une cubique passant par les points A,
B, C, D, O cty admettant comme tangentes les droites OA,
OB, OC, OD ct la tangente a la conique du faisceau qui
passe par O. La cubique en question ct la quartique précédente
sont donc rectangulairesen ces cing points qui leur sont com-
muns. Les trois points P, Q, R apparticnnent également aux
deun courbes; mais elles ne <’y coupent point a angle droit,
car la tangente a la cubique en P est, comme on I’a remarqué,
la conjuguée par rapport a Pangle APB de la droite OP, con-
juguée qui n’est généralement pas perpendiculaire a la conju-
gude, par rapport au méme angle APB, de la droite PS per-
pendiculaire a OP.

Les quatre derniers points communs a la cubique et a la
quartique sont sur les droites isotropes Ow, Ow' : ils sont,
par conséquent, toujours imaginaires.

Sauf relation de position spéceiale entre les points A, B, G, D,
O, ni la cubique ni la quartique n’admettent ¢videmment de sin-
galarités ponctuclles,
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