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SUR LNE COURBE DEFINIE PAR LA LOI DE S\ RECTIFICATION;
Par M. M. pOCAGNE,

Ingénicur des Ponts et Chaussées.

1. Quand on observe le petit nombre des courbes
classiques dont I'arc est exprimable au moyen des fone-
tions élémentaires, voire des fonctions elliptiques, ou
méme, en général, le peu de simplicité de cette expres-
sion quand elle est possible, on est tenté de rechercher
quelles sont les courbes qui présentent les lois de recti-
fication les plus simples.

Une idée qui se présente tout naturellement, pour
préciser la question, consiste a faire correspondre
chague point de la courbe un point d’uue droite, sui-
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vant une loi géométrique simple, et a déterminer la
courbe par la condition que I'arc compris entre deux
points de cette courbe soit égal au segment compris
entre les points correspondants de la droite.

C’est cette idée qui a déja donné naissance a nos re-
cherches sur les courbes que nous avons appelées iso-
métriques de droites (*).

La loi de correspondance la plus simple consiste &
placer les points correspondants sur des droites con-
courantes. C'est a ce cas que sont consacrés le n° 5 de
notre premiére Note (?) et la seconde tout entiére.

2. Nous allous ici examiner un nouveau cas qui
présente 'intérét de pouvoir étre traité géométrique-
ment.

Etablissons entre les points de la courbe cherchée et
les points de la droite que nous nous donnons le mode
de correspondance ainsi défini : La distance entre les
points correspondants est constante.

Soient B un point pris sur la courbe cherchée, A le
point correspondant de la droite d donnée ; AB étant de
longueur constante, si la normale en B & la courbe ¢
coupe au point N la perpendiculaire élevée en A a la
droite d, N est le centre instantané de rotation de AB
et on a le point P ou AB touche son enveloppe en abais-
sant de N la perpendiculaire NP sur AB. Or, si d(B) et
d(A) sont les diflérentielles des arcs décrits par les

points Bet A, on a
d(B
(A

—
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N

(') Bulletin de la Société mathématigque, t. XIII, p. 71, et
LAV, p. ag1.
(*) A Vendroit cité, pour les expressions (7), (8) et (9) dey, on

) z
doit, dans le second terme de la parenthése, remplacer z par o
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et puisque, par hypothése, ces arcs doivent étre égaux,

on a
NB = NA.

Le triangle NBA étant isoscéle, le point P est le mi-
lieu de AB et PA est constant. 1l s’ensuit que Ienve-
loppe de AB ou le lieu de P est une tractrice t ayantla
droite d pour asymptote. La courbe cherchée, qui estle
lien du point B, s’obtient donc ainsi : Prendre, sur
chaque tangente & une tractrice, le symétrique, par
rapport aw point de contact, du point oi cette tan-
gente coupe U'asymptote de la courbe.

La courbe ainsi obtenue appartient a la catégorie de
celles que M. Sylvester appelle syntractrices (V).

Le probléme se trouve ainsi résolu. Remarquons en
passant que notre courbe est celle qu’on doit faire déerire
alextrémité d’une bielle, dont autre extrémité est arui-
culée & une tige animée d'un mouvement rectiligne,
pour qu’a chaque instant les deux extrémités de la bielle

aient méme vitesse, en grandeur.

3. Cette courbe peat encore se déduire de la trac-
trice, en ne faisant intervenir que les points de celle-ci
ct non ses ltangentes.

A cct eflet, O étant un point fixe quelconque de la
droite d, prenons le ssmétrique Q de O par rapportaP,
puis le symétrique € de € par rapport a B. Puisque
0Q = 20P, le licu du point  est homothétique a celui
dua point P par rapport au point O; c’est done une trac-
trice §. Dailleurs, Ie point P ¢tant i la fois le milieu de
AB etle milicu de OQ, QB cst paralléle et égal 4 OA,
ct il en est de meme de BC. Par suite, OC = AB et le

(") *>arvox, Courbes planes, traduction Chemin, p. 403.
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lieu du point C est un cercle y de centre O et de rayon
égal a AB.

Ainsi, la courbe cherchée c est le lieu du milieud’un
segment de droite paralléle & Uasymptote d’une trac-
trice 9, et dont les extrémités s’appuient d’une part
sur cette lractrice, de Uautre sur un cercle Y ayant
son centre sur l'asymptote et un rayon égal a la tan-
gente constante de la tractrice.

On doit associer les points du cercle v et de la trac-
trice § de facon qu’aux extrémités du segment de droite
QC les convexilés des deux courbes soient de méme
sens. .

On peut dire plus simplement que la courbe cher-
chée est la courbe moyenne (') de la tractiice § et du
cercle ~ relativement a la direction de I’asymptote de
la tractrice.

i. Ce mode de génération résulte immédiatement
d'un théoréme géndral obtenu dans mnotre premiere
Note sur les isométriques de droite (2).

En efict, si du point A comme centre on déerit avec
AB pour rayon un cercle qui coupe la droite d en By,
Varc BB de la courbe éiant, par hypothése, égal au
segiment de droite AA’, I'est aussi au segment By B,. Par
suite, la courbe cherchée est isoméirique de la droite d
par rapport au systéme formé par les cercles de rayon
AB, c’est-a-dire par les positions successives du cercle
ci-dessus désigné par v lorsque son centre décrit la
droite d.

Donc, en vertu du théoréme général auquel nous ve-
nons de faire allusion, on aura la courbe cherchée en

(") Bulletin de la Socicte mathematique, t. NI, p. 74.
() 1bid.. p. 53 et 74
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prenant la courbe moyenne du cercle y et d’une quel-
conque des trajectoires orthogonales du systéme qui
vient d’¢tre défini, c’est-a-dire de la tractrice 8.
On retrouve ainsi le résultat énoncé au numéro
précédent.

5. Voici encore quelques propriétés géométriques de
la courbe qui nous occupe.

La détermination de son centre de courbure résulte
d’un théoréme que nous avons fait connaitre derniére-
ment (') et que nous rappelons ici :

‘Sien chaque point P d’une courbe quelconque on
porte sur la tangente, de part et d’autre du point P,
des longueurs égales et constantes PA et PB, les cen-
tres de courbure des lieux décrits par les points A et B
sont en ligne droite avec le point P.

L’application de ce théoréme au cas qui nous occupe
montre que le centre de courbure Q répondant au
point B est le milieu de la distance du point B au
centre de courbure correspondant N de la tractrice 9.

6. Occupons-nous maintenant de laire de la courbe.
Prenons, a cet effet, pour centre O du cercle y le point
ou la tangente au point de rebroussement R de la trac-
trice 0 rencontre I'asymptote d de cette courbe.

Puisque le milieu du segment QC paralléle a d se
trouve sur la courbe ¢, le double de I'aire comprise
entre la courbe ¢, la droite OR et la droite QC est égal
a l'excés du demi-segment de cercle RKC sur 1aire
comprise entre les mémes droites et la tractrice §. On a

»
(") Association francaise pour U'avancement des Sciences, 188g.
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donc

2 aire RKB = aire RKC — aire RKQ
= aire RKC — (aire RO ¢ Q —— aire KO ¢ Q).

Mais nous avons fait voir (') que
aireRO ¢ Q = aire RKC.
1l vient donc
2 aire RKC = aire KO ¢ Q.
Or, si M est le miliea de KC, on a

a - i
pM — XC¢ _gp BE_KC—KQ _KQ
2 2 2 2

Par suite,

2aireMmbB = aire KO ¢ Q,
ct
aire RKB = aire M mb B.

Lorsque le point K est au-dessous du point D de la
courbe ¢, le rectangle Mmb B représente la diflérence
comprise entre la demi-boucle RD ct le triangle mixti-
ligne formé par les droites OR et QC et la courbe c.
Cette différence tend vers zéro lorsque QC tend vers
lasymptote. En d’autres termes, ’aire comprise dans
la boucle de lu courbe c est égale & U'aire comprise
entre cette courbe et son asymptote.

7. Soient AB et A’B’ deux positions infiniment voi-
sines de AB, se rencontrant en P. Elles coupent la
courbe ¢ respectivement en M et en M'. Appelons s 1aire
comprise entre AB et la concavité de la courbe ¢, 5,
Paire comprise entre AB, la convexité de la courbe ¢

(") Nouvelles Annales de AMathématiques, 1884, p. 554, et bro-
chure Coordonndes paralléles et aziales. p. 45.
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et 'asymptote de cette courbe. Nous avons

ds = aire MPM’ — aire PBB’,
dsy= -aire AMM' A’,
Done

ds — dsy - aire MPW'— aire PBB' 4+ aice AM WA’
— aire PAX" — aire PBB’.

Mais les triangles PAA’ et PBB’ sont équivalents,
aux infiniment petits d’ordre supéricur prés. Par suite,

5 — ds = o,

et la difiérence o -— 4, est constante. Or nous venons
de démontrer que cette diftérence est nulle lorsque AB
comcide avee OR. Done

clest-i-dive que aire comprise entre une position quel-
congue de la droite AB et la concavité de la courbe ¢
est égale & Uaire comprise entre la droite AB, la con-
pexité de la courbe ¢ et Iasympiote de cette courbe.

8. Revenant an probléme général délini au n° 1 de
cette Note, nous ferons remarquer que la solution de
ce probléme se ramene toujours a une quadrature
lorsque la position du point A de la droite d, correspon-
dant au point B de la courbe, ne dépend que de la pro-
jection du point B sur la droite .

n cliet, en prenant la droite d pour axe des z, on
voil que I'équation différentielle du probléme s’écrit
alors

dr dyv?— | (r)de]?:

ot Pon a

’ y = / \/;'7 T o<idr.
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9. Le probléme se raméne encore a unc quadrature
lorsque la distance du point A au pied & de la per
pendiculaire abaissée de B sur la droite d ne dépend
que de la distance B4 du point B a cette droite. Mais,
dans ce cas, la solution peut revétir une forme géomé-
trique remarquable.

Posons, en tenant compte du signe, b A = u, et sup-
posons que cette longueur soit liée a I'ordonnéebB = y

par la relation
o(w,y)=o.

Prenons le point A comme origine des coordonnées,
I’axe des X étant confondu avec la droite d parcourue
dans le sens positif, 'axe des Y étant perpendiculaire
au premier, et considérons la conrbe dont 1’équation

est
o (—X, Y)=o.

Cette courbe s coupera la courbe cherchée ¢ au point
B et la droite d en un certain point M.

Lorsqu’on passera d’un poinl a un autre point B de
la courbe ¢, la courbe s glissera parallélement a d, sans
changer de forme, en engendrant un systéme (s), et
la distance MA restera constante. Mais les segments
parcourus par A sont, par hypothése, égaux aux arcs
correspondants décrits par B; il en est de méme des seg-
ments parcourus par M, et la courbe cherchée est iso-
meétrique de la droite d par rapport au systéme (s).

Done, en vertu du théoréme général rappelé plus
haut, la courbe cherchée est moyenne par rapport a la
direction de la droite d de la courbe s prise dans une
quelconque de ses positions, et d'une quelconque des
trajectoires orthogonales du systéme (4), lesquelles sont
clles-mémes les positions successives d’une méme courbe
t glissant parallélement a d.
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On a ainsi la généralisation de la solution donnée
au n° 4.

On peut, pour simplifier le langage, dire que les
courbes s et ¢ sont conjuguées orthogonales par rap-
port & la direction de la droite d.

I.e résultat précédent s’énoncera dés lors ainsi :

8i, en appelant b la projection de B sur la droite d,
et posant bB =y, DA = u, on définit le mode de cor-
respondance entre les points A et B par la relation
o(u, y)= o, on obtient la courbe cherchée en prenant
la courbe moy enne, par rapport a la direction de la
droited de la courbe o (— x,y)= o etdesa conjuguée
orthogonale suivant cette direction.

Si la relation ¢ a la forme u?+ y* = R?, on retombe
sur le cas auquel a été consacrée la présente Note.
. A ,
Si elle a la forme y = % w?, A étant une constante,

la courbe cherchée est

_ (—l)h A xh 4+ __1— .
Y= I A(h—2)xh-2

On reconnait la P'équation de la courbe de poursuite
lorsque le point poursuivi décrit I'axe des x et que le
rapport de sa vitesse a celle du point poursuivant est
égala b — 1. Lorsque 2 = 2, on retrouve le cas traité au
n® 3 de notre premiére Note, pour lequel le second

logx
A

terme de la parenthése devient égal a —




