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SUR l \ E COURBE DÉFIME 1HR LA LOI DE S I RECTIFICATION;

Pu* M. M. D ' O C A G N E ,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

1. Quand on observe le petit nombre des courbes
classiques dont l'arc est exprimable au moyen des fonc-
tions élémentaires, voire des fonctions elliptiques, ou
même, en général, le peu de simplicité de cette expres-
sion quand elle est possible, on est tenté de rechercher
quelles sont les courbes qui présentent les lois de recti-
fication les plus simples.

Une idée qui se présente tout naturellement, pour
préciser la question, consiste à faire correspondre à
chaque point de la courbe un point d'une droite, sui-
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vant une loi géométrique simple, et à déterminer la
courbe par la condition que Tare compris entre deux
points de cette courbe soit égal au segment compris
entre les points correspondants de la droite.

C'est cette idée qui a déjà donné naissance à nos re-
cherches sur les courbes que nous avons appelées iso-
métriques de droites (1 ).

La loi de correspondance la plus simple consiste à
placer les points correspondants sur des droites con-
courantes. C'est à ce cas que sont consacrés le n° 5 de
notre première Note (2) et la seconde tout entière.

2. Nous allous ici examiner un nouveau cas qui
présente l'intérêt de pouvoir être traité géométrique-
ment.

Établissons entre les points de la courbe cherchée et
les points de la droite que nous nous donnons le mode
de correspondance ainsi défini : La distance entre les
points correspondants est constante.

Soient B un point pris sur la courbe cherchée, A le
point correspondant de la droite d donnée : AB étant de
longueur constante, si la normale en B à la courbe c
coupe au point N la perpendiculaire élevée en A à la
droite r/, N est le centre instantané de rotation de AB
et on a le point P où AB touche son enveloppe en abais-
sant de N la perpendiculaire INP sur AB. Or, si r/(B ) et
d(A) sont les différentielles des arcs décrits par les
points B et A, on a

d(V>) _ N B .
d( A) ~ ISA'

(1) Bulletin de la Société mathématique, t. XIII, p. 71, et
t- X M I , p . 171.

( 2 ) A l 'endroi t cité, pour les expressions (7 ), ( 8 ) et ( 9 ) d e j r , on

doit, dans le second te rme de la parenthèse, remplacer x par - •



et puisque, par hypothèse, ces arcs doivent être égaux,

on a
NB = NA.

Le triangle NBA étant isoscèle, le point P est le mi-
lieu de AB et PA est constant. Il s'ensuit que l'enve-
loppe de AB ou le lieu de P est une tractrice t ayant la
droite d pour asymptote. La courbe cherchée, qui est le
lieu du point B, s'obtient donc ainsi : Prendre, sur
chaque tangente à une tr actrice, le symétrique, par
rapport au point de contact, du point où cette tan-
gente coupe l asymptote de la courbe.

La courbe ainsi obtenue appartient à la catégorie de
celles que M. Sylvester appelle synti actrices ( 4) .

Le problème se trouve ainsi résolu. Remarquons en
passant que notre courbe est celle qu'on doit faire décrire
à l'extrémité d'une bielle, dont l'autre extrémité est arti-
culée a une tige animée d'un mouvement rectiligne,
pour qu'à chaque instant les deux extrémités de la bielle
aient même >itosse, en grandeur.

3. Cette courbe peut encore se déduire de la trac-
trice, en ne faisanl intervenir que les points de celle-ci
et non ses tangentes.

A cet eilet, O étant un point fixe quelconque de la
droite (7, prenons le s\métrique Q de O par rapport àP,
puis le symétrique C de Q par rapport à B. Puisque
OQ— 2OP, le lieu du point Q est homothétique à celui
du point P par rapport au point O •, c'est donc une trac-
triee Ö. D'ailleurs, le point P étant à la fois le milieu de
AB et le milieu de OQ, QB est parallèle et égal a OA,
et il en est de même de BC. Par suite, OC = AB et le

Courbes planes, traduction Chemin, p. ^o).
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lieu du point C est un cercle y de centre O et de rayon
égal à AB.

Ainsi, la courbe cherchée c est le lieu du milieu d'un
segment de droite parallèle à Vasymptote d'une trac-
trice 9, et dont les extrémités s'appuient d1 une part
sur cette tr actrice, de Vautre sur un cercle y ayant
son centre sur Vasymptote et un rayon égala la tan-
gen te constante de la tr actrice.

On doit associer les points du cercle v et de la trac-
iriee 9 de façon qu'aux extrémités du segment de droite
QC les convexités des deux courbes soient de même
sens.

On peut dire plus simplement que la courbe cher-
chée est la courbe moyenne (x ) de la tracli ice 9 et du
cercle y relativement à la direction de Vasymptote de
la tr actrice.

\. Ce mode de génération résulte immédiatement
d'un théorème général obtenu dans notre première
.Xote sur les isométriques de droite ( 2 ) .

En eiïet, si du point A comme centre on décrit avec
VB pour rayon un cercle qui coupe la droite d en Bj,
l'arc BB' de la courbe étant, par hypothèse, égal au
segment de droite AA', l'est aussi au segmentB* B'r Par
Miite, la courbe cherchée est isométrique de la droite d
par rapport au système formé par les cercles de rayon
AB, c'est-à-dire par les positions successh es du cercle
ci-dessus désigné par y lorsque son centre décrit la
droite d.

Donc, en \ertu du théorème général auquel nous ve-
nons de faire allusion, on aura la courbe cherchée en

(') Bulletin de la Société mathématique, t. Mil , p. ;4-
(J) Ibid., p. -3 et -j\.
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prenant la courbe moyenne du cercle y et d'une quel-
conque des trajectoires orthogonales du système qui
vient d'être défini, c'est-à-dire de la tractrice 9.

On retrouve ainsi le résultat énoncé au numéro
précédent.

5. Voici encore quelques propriétés géométriques de
la courbe qui nous occupe.

La détermination de son centre de courbure résulte
d'un théorème que nous avons fait connaître dernière-
ment (*) et que nous rappelons ici :

* Si en chaque point P d'une courbe quelconque on
porte sur la tangente, de part et d'autre du point P,
des longueurs égales et constantes P/V et PB, les cen-
tres de courbure des lieux décrits par les points A e£B
sont en ligne droite avec le point P.

L'application de ce théorème au cas qui nous occupe
montre que le centre de courbure Q répondant au
point 13 est le milieu de la distance du point B au
centre de courbure correspondant N de la tractrice 9.

6. Occupons-nous maintenant de l'aire de la courbe.
Prenons, à cet effet, pour centre O du cercle y le point
où la tangente au point de rebroussement R de la trac-
trice 0 rencontre l'asymptote d de cette courbe.

Puisque le milieu du segment QC parallèle à d se
trouve sur la courbe c, le double de Taire comprise
entre la courbe c, la droite OR et la droite QC est égal
à l'excès du demi-segment de cercle RRC sur l'aire
comprise entre les mômes droites et la tractrice 9. On a

( ' ) Association française pour l'avancement des Sciences, 1889.
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donc

2 aire RKB = aireRKG — aire RKQ
= aire RKG — (aireRO^Q — aire

Mais nous avons fait voir (*) que

aireRO?Q = aireRKC.

Il vient donc

i aire RKG = aire KO q Q.

Or, si M est le milieu de KC, on a

2 'À 2 2

Par suite,
2aireMm6B — aire KO ^Q,

et
aire RKB = aire M ?nb¥>,

Lorsque le point R est au-dessous du point D de la
courbe c, le rectangle MmbB représente la différence
comprise entre la demi-boucle RD et le triangle mixti-
ligne formé par les droites OR et QC et la courbe c.
Cette différence tend vers zéro lorsque QC tend vers
i asymptote. En d'autres termes, l'aire comprise dans
la boucle de la courbe c est égale à l'aire comprise
entre cette courbe et son asymptote.

7. Soient AB et A'B' deux positions infiniment voi-
sines de AB, se rencontrant en P. Elles coupent la
courbe c respectivement en M et en M7. Appelons a-Taire
comprise entre AB et la concavité de la courbe c, o-<
l'aire comprise entre AB, la convexité de la courbe c

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, iSS'i, p. 554, et bro-
chure Coordonnées parallèles et axiales, p. \h.
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et l'asymptote de cette courbe. Nous avons

di — aircMPM' —aircPBB',
rfcjj-rz aire A MM' V.

Donc

(h — drsi- aireMPM'—airePBB'-HaircAMM'A'
- dire P VA' — airePBB'.

Mais les triangles PAA' et PBB' sont équivalents,
aux infiniment petits d'ordre supérieur près. Par suite,

(h — rh\ — o,

et la difléreiiee n — cr, est constante. Or nous venons
de démontrer que cette difïérence est nulle lorsque AB
coïncide avec OR. Donc

7 - or, - ( ) .

cYst-à-dire que Vuire compiise entre une position quel-
conque de la droite AB et la concavité de la courbe c
est égale à Vaire coinpiise entre la droite AB, la con-
vexité de la courbe c et Vasj niplote de cette courbe.

8. Revenant au problème général délini au n° 1 de
eetle iNolc, nous ferons remarquer que la solution de
ce problème se ramène toujours à une quadrature
lorsque la position du point A de la droite <i, correspon-
dant au point B de la courbe, ne dépend que de la pro-
jection du point B sur la droite d.

VJ\\ ellet, en prenant la droite d pour axe des x, on
voit que l'équation diiïérentielle du problème s'écrit
alors

d r '2 -4- dy- — [v'(.r) dj]2 :

et l'on a

v V — ! y V ' ( r ) - i djr.



9. Le problème se ramène encore à une quadrature
lorsque la distance du point A au pied b de la per
pendiculaire abaissée de B sur la droite d ne dépend
que de la distance Bb du point B à cette droite. Mais,
dans ce cas, la solution peut revêtir une forme géomé-
trique remarquable.

Posons, en tenant compte du signe, bA = u, et sup-
posons que cette longueur soit liée à l'ordonnée Z>B = y
par la relation

o(u,y) = o.

Prenons le point A comme origine des coordonnées,
l'axe des X étant confondu avec la droite d parcourue
dans le sens positif, l'axe des Y étant perpendiculaire
au premier, et considérons la courbe dont l'équation
est

? 1 — X , \ ) = ^ o .

Cette courbe s coupera la courbe chercliée c au point
B et la droite d en un certain point M.

Lorsqu'on passera d'un point à un autre point B de
la courbe c, la courbe s glissera parallèlement à <i, sans
changer de forme, en engendrant un système (s), et
la distance INI A restera constante. Mais les segments
parcourus par A sont, par hypothèse, égaux aux arcs
correspondants décrits par B} il en est de même des seg-
ments parcourus par M, et la courbe cherchée est iso-
métrique de la droite d par rapport au système (s).

Donc, en vertu du théorème général rappelé plus
haut, la courbe cherchée est moyenne par rapport à la
direction de la droite d de la courbe s prise dans une
quelconque de ses positions, et d'une quelconque des
trajectoires orthogonales du système (A), lesquelles sont
«'Iles-mêmes les positions successives d'une même courbe
t glissant parallèlement à d.



( 9 o )
On a ainsi la généralisation de la solution donnée

au n° 4.
On peut, pour simplifier le langage, dire que les

courbes s et t sont conjuguées orthogonales par rap-
port à la direction de la droite d.

Le résultat précédent s'énoncera dès lors ainsi :

Si, en appelant h la projection de B sur la droite c?,
et posant bh = y, bA = u, on définit le mode de cor-
respondance entre les points A et B par la relation
o(u,y) = o, on obtient la courbe cherchée en prenant
la courbe mo} enne, par i apport à la direction de la
droite d de la courbe o (— .r, y) = o et de sa conjuguée
orthogonale suivant cette direction.

Si la relation cp a la forme u2-\-y- = R2, on retombe
sur le cas auquel a été consacrée la présente Note.

Si elle a la forme y = y uh, A étant une constante,

la courbe cherchée est

_ (— i)/* rA
A(h —

On reconnaît là l'équation de la courbe de poursuite
lorsque le point poursuivi décrit l'axe des x et que le
rapport de sa vitesse à celle du point poursuivant est
égal k h — i. Lorsque h = i, on retrouve le cas traité au
n° 3 de notre première Note, pour lequel le second

terme de la parenthèse devient égal à • —̂ •


