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NOTE SUR UN DEVELOPPEMENT DES QUANTITES NUMERIQUES,
QUI PRESENTE QUELQUE ANALOGIE AVEC CELUI EN FRAC-
TIONS CONTINUES;

Par M. E. CAHEN,

Professeur au lycée de Rennes.

1. Soit une quantité numérique x, en appelant a, sa
partie entiére
1
J = Ay -+ —
Ty
x, élant <1.
Soit u, la partie enticre de @y

Uy 29 U+ 1,
1 . 1 C .
- est une valeur approchée de = par cxces, A moins de
0 Rt

I I 1

— ou —_—
Uy wy—+1 uy(ug—+1)
On peut donc poser

1 1
<T:(71+_—'H—_‘7
Uy Ty
] I

— ———  a fortiori <.
& wop(Up—+1) f

En appelant u, la partie entiére de x, on pent éerire

de méme

r=—aqt- ——= — -+ — )
w, 1y T
et ainsi de suite.
Finalement
1 1 ] 1
(' r=a,+ —— — + ——...22 —

u, uy 1223 u,
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. A I
et erreur commise, quand on s’arréte au terme o est
n

du signe de u, et plus petite en valeur absolue que

1
Un(Up—+1)

2. On peut développer x par une série analogue
d’une fagon un peu différente.
Soit @, la partic entiére de x

1
r=ay+ —-
Ty

. . v I
Soit Uy — 1 la partic entiére de o, —— est une valeur

Uy
1 . , . . 1 T
de — approchée par défaut a moins de ——— — —
z, P b i ¢ Up—1 U, ou
I N
m pres.
On peut done poser
T = a4 o 4+ o
‘ T, XY
(2) ( , .
—~ — a fortior: I
X; < Uu,—n */ <h
et ainsi de suite.
Finalement
T e A e A e e -
Rl el Tl Ve EER e o

’ . ’ A I .
L’crreur commise en s arrétant au terme U, est posi-
n

tive el inférieure a
1

Uu(Ull‘—U‘

3. Le développement en séries de cette nature n’est
évidemment possible que d’une seule maniére. Si z est
incommensurable, le développement est évidemment
illimité. Je dis que, si x est commensurable, le dévelop-
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pement est limité. Considérons, par exemple,

pement en série (1).

le dévelop-

Je peux supposcr x <l pour nc¢ pas embarrasser les

calculs du terme irrégulier a,.

Soit alors
e A
=3
A, B étant entiers :
A 1 +
B wo u, u; o
Considérons
A 1 (B—Aw) A
B Uy - B Uy - Bo’
cn posant
Ap= B —Au,,
130: Bu(,;
A 1 1 Ay 1 Bo— Aguy
—— — —— + — T e— — = —-—-——
B u, uy B, uy Byu,

cn l)OSa"l
‘\l = I‘O_ /\U Uy,

B, = By u,.
D’une facon générale,

A 1 1 1 A,

e ol %

30 w w7 uw, By
AI’ = BIJ"l'— 1\1,_ 1Up,

B,=B,-1u,.

A
= 5

Je dis que les nombres entiers A, vont en décerois-

sant, ¢’est-d-dive (ue

Bp— Apup < Ay
ou
Ay 1
E = Upsq—+ 1

. . . \ .
Or cest ce qui résulte de la fagon méme dont la séric a
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été formée. On a déterminé up,,, justement par la con-
dition

I Ap 1

> PR ——
Upr1~ Bp 7 Upii+1

Les nombres entiers et positifs,
Am A], ey AI”

allant en décroissant, 'un d’eux est forcément nul et la
série est limitée.
Exemple :
355 I 1
113 7 791
4. Pour qu’une série
1 I T
al+ — — — + — —.,..
Uy 1227 1223
soit une série de la forme (1), il faut ctil suffit que, pour
toute valeur de n,

I I 1 1
—...<

Up Up—1 Up—s Up—1(Up—1-41)

Si, en effet, cette condition est.remplie, on voit faci-
lement qu’en développant la quantité

cn série (1), on retrouve justement ce développement.
De méme pour une série

I 1
a4+ — 4+ — ...
1 UO [J1 )
la condition est que

L B
U, Ut ot U,y (Up—y—1)

ConsEQUENCE. — Si, dans unc série illimitée de la



Sforme
Uy Uy Uy
on a, pour toute valeur de n, ou tout aumoins & partir

d’une certaine valeur de n, constamment

1 > T 1 4
—_— —_— eeey
up(up—+1) Upn+1q Up+2

la série a pour somme un nombre incommensurable.
En particulicr, cette condition est remplic si
4 I

>
Up(Un—+1) 7 Upiq

ou
I 1

1 I

-+ ’
Upsa Up+3

eeny

— > —
uu( Up—+ ') Up+1
ce qui donne des caractéres permettant de reconnaitre
si la somme d’une série est un nombre incommensu-

rable.
On aurait un théoréme analogue pour la série
LEREL R R
0, Tt

Unec telle série représente un nombre incommensurable,
si I’on a constamment

I
e

1
U,(U,— l_) Ut - Un+2
LExemple. — Soit

1 1 1 T
A Bl T T oy TR

N |-

I
I
chaque dénominateur est égal au précédent multiplié
par lui-méme plus un.
On a donc ici
1

1
L) —_— T ——
Up(Up—+1) Upiq
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et, par conséquent,

1 1 1 ¥

s e—— T - T e s
up(Upn=+1) 7 Upq Un+a Un+y

Donc la série a pour somme un nombre incommen-
surable.

Autre exemple. — La série dont le terme général est

T
al-2.s..n’

a élant > 1.

On voit facilement que la somme de cette série est
incommensurable.

Dailleurs Liouville a moutré que cette somme n’est
pas non plus un nombre algébrique.

5. On peut généraliser le résultat précédent, en consi-
dérant des séries de la forme

X} X1 Cq
—— — + — —
Uy ) Ug

ou
© © ¢
Lt 2
u, u, u,

Ugsllyy « - vy V95¢y, - .. 6tant des nombres entiers.

On démontrera sans peine que la somme de la pre-
micre est un nombre incommensurable, si I'on a con-
stamment

a1 Onsa Cn

<& — .
el
Uy Up o p(tpsy)

En particulicr, cctte condition est remplie si

& (%
Tl P L E—
Uyt Up(Uy—+1)
ou s1
) Y «© (&
Y+t Vn+o 4+ n+° < n , L.
WUp+y Upo Up+3s Un(Up~+1)

La somme de la secconde série est un nombre incom-



(514)

mensurable, si

DY

na-1 Cn+2 ¢
—_ e — ... <K< - .,
Up+1 Up+2 Uy (Uy—1)



