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REMARQUES SUR LA THEORIE DES FONCTIONS ABELIENNES;
Par M. J. DOLBNIA, a Nijni-Noygorod.

I

On sait que, dans I'étude des fonctions abélicnnes, on
peut se borner a la considération du cas particulier,
quand I'équation fondamentale algébrique irréductible
ne posséde que les points critiques de second ordre.
Nous nous occuperons des intégrales abéliennes de pre-
miére espéce, ¢’est-a-dire des intégrales conservant une
valeur finic sur toute la surface de la sphére.

Supposons que les intégrales abéliennes dépendent
de Iéquation algébrique irréductible

f(»’l',_}’):m

qui posséde les points critiques de second ordre. Autout
de chacun de ces points ne se permutent que deux des
n racines de I’équation. Dans chaque lacet nous distin-
guerons le commencement et la fin; ainsi le commence-
ment du lacet () est le point O,, la fin O’ il est inu-
tile d’ajouter que les points Oy, O, O,, O}, ... sont
infiniment voisins, ou, si 'on veut, comcident avec
Vorigine des coordonnées. Néanmoins, pour plus de dé-
termination, nous prendrons que Vorigine des coordon-
nées se trouve Loujours au point Oy, et nous supposcrons
que la variable complexe s¢ meut toujours dans la meéme
direction indiquée par les fleches; cette direction sera
positive. La propiiété fondamentale, bien connur, de la
fouction algébrique 3 est la suivante. En partant de
Porigine des coordonnées Oy et en se mouvant suceessi-
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vement par tous les lacets, nous reviendrons a origine
des coordonmées avee la méme racine qu’au commence-

ment.
Fig. 1.
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Nous donnerons le nom de premiére feuille a la sur-
face infinie sur laquelle la fonction y, arrive a lorigine
des coordonnées avec la méme valeur, en variant conti-
nucllement par tous les contours élémentaires dans la
méme direction (dans notre recherche, cette direction
sera toujours contraire a la direction de I'aiguille de
I'horloge); la surface ayant le méme caractére pour la
fonction y, portera le nom de seconde feuille; en gé-
néral, une surface possédant le méme caractére pour y
sera la feuille ki*™¢. On peut supposer, si ’on veut, ces
feuilles superposées comme dans le systéme de Rie-
mann; mais nous employons I'expression feuille dans
le sens d’un simple terme, ne joignant & ce mot aucune
signification matérielle. Si la fonction y, aprés avoir
passé par la variable complexe du lacet, arrive a Pori-
gine des coordonnées avec une valeur nouvelle, nous
dirons que le lacet est actif; si, au contraire, dans les
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mémes conditions, la fonction ne change pas de valeur,
nous dirons que le lacet est passif. Si, autour du point
critique ¢, s¢ permutent deux racines y;, 9z, le lacet
(c)f‘ jouc sur deux feuilles un role actif. Pour déter-
miner les numéros de ces feuilles, il faut agir de la ma-
niére suivante. Partons de origine Oy du lacet ¢ avec la
racine y; el avancons dans la direction positive jusqu’a
ce que nous arrivions a lorigine des coordonnées 0.
Si nous sommes arrivés au point O, avec la racine yy,
nous dirons que lelacet (¢)}, avee son indice 7, appartient
a la feuille A. Partons ensuite du point Oy (origine
du lacet ¢) avec la racine yx et avangons dans la direc-
tion positive jusqu’a l'origine des coordonnées O,. Si
nous sommes arrivé au point O, avec la racine yy,
nous dirons que le lacet (¢)Favee son indice k appar-
tient a la feuille B, La propriéié des lacets énoncés ci-
dessus entraine une propriété encore plus intéressante
que nous cxpliquerons par un exemple. Posons que le
lacet (¢)f permute deux racines y;, )'s et, par conséquent,
appartient par ses indices aux deux feuilles A, B. Partons
dés 'origine des coordonnées O, avee la racine y,; nous
arriverons au point Oy avec la racine j7; aprés cela, il
faudrait traverser le lacet (¢)¥ et alors la fonction dans
le point O} acquerrait la valeur y4. Si nous passons
directement du point Oy au point O}, sans décrire le
lacet (¢)¥, nous arriverons au point O avee la racine y:
et non avee la racine ) comme il V'aurait fallu. Mais
sortir du lacet (¢)f, avee laracine yy, signifie y entrer
avee la racine y4. Fi, comme le lacet (¢)F appartient
par son indice & & la feuille B, Pomission du lacet actif
(c)f équivaul au passage a une feuille nouvelle. D’ou
suit la conclusion :

Si Don fait, @ la place oit se trouve le point criti-
que ¢, la coupure des deux feuilles A, B de maniere
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que le point critique disparaisse pour toujours et que
lUon commence le mouvement au point O, avec la ra-
cine ¥y, en traversant la coupure, y ne change pas de
valeur, mais le mouvement ne fera que passer dans une
feuille nouvelle.

Tutorkeve L. — 80 lon part de l'origine des coor-

donndes Oy avec une racine de l'équation

f(z, y)=o,

et st Uon se meut dans la direction positive en passant
successivement d’un lacet & un autre, on peut choisir
des lacets tels gu’en les supprimant completement on
parvient au passage continuel d’une feuille & une
autre jusqi’a ce que toules les feuilles soient épuisées;
aprés quot s’effectuera le passage de la derniére
Seutlle & la premicre; en opérant amnsi, nous ferons
autant de tours complets qu'il y avait de feuilles et
nous formerons autant de coupures qu’il y avait de
Seuilles moins une; chaque feuille, pendant ce mouve-
ment, sera passée en enlier et seulement une fois.

Démonstration. — Soit le point O Porigine des coor-
données, et M le premier point critique que la variable
complexe doit décrire (le point M est tout a fait arbi-
traire). Posons que le mouvement commence a la
feuille A; par conséquent, on part de I'origine des coor-
données avec la racine y, et 'on commence le mouve-
ment dans la direction positive. Parmi les lacets actifs
appartenant a la feuille A, prenons arbitrairement un
seul pour la formation de la premiére coupure. Posons
que le lacet destiné a la coupure joue un réle actif sur
deux feuilles A et B soit ce lacet

a(A, B).

Coupons deux feuilles A et Bpar la ligne infinie O a.
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Alors, pendant le mouvement continuel de la variable
complexe, nous déerirons dans la feuille A Pangle MO ¢
et, par la coupure O a, nous passcrons dans la feuille B,

Fig. 2.
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La seconde coupure doit servir au passage dans unc
feuille nouvelle. On peut passer a la feuille nouvelle
soit de la feuille B, soit de la feuille A; cela dépend
entiecrement de notre volonté. Si nous voulons passer &
une feuille nouvelle de la feuille A, aprés avoir fait le
premier tour, nous arriverons a l'origine des coordon-
nées avec la racine y; le second tour commencera a la
feuille B et nous devrons décrire, dans cette feuille,
Pangle MOa jusqu’a la coupure Oaj par celte coupure
nous passons encore 4 la feuille A et, par une nouvelle
coupure, de la feuille A dans une nouvelle feuille,
comme nous 'avons voulu. Mais, si nous voulons passer
dans une nouvelle feuille de la feuille B, ce passage
devra s’effectuer pendant le premier tours; il faudra alors
fairc une nouvelle coupure dans I'angle

aOM =27 -MOa;
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la ligne Od marquera cette coupure. Cette coupure
existant, le passage dans une nouvelle feuille s’accom-
plira pendant le premier tour. En eflet, par la coupure
Oa, nous passcrons & la feuille B et, par la coupure Od,
a la feuille D; et comme nous ne rencontrerons aucune
coupurc donnant un passage a unc nouvelle feuille, le
premier tour sera terminé a Porigine des coordonnées
et dans la feuille D, par conséquent avece la racine yy.

Le sccond tour commencera a la feunille D et y conti-
nuera jusqu’a la rencontre avee la coupure Od par
laquelle le mouvement passera dans la feuille B. Comme
nous n’avons pas voulu passer de la feuille D a une
feuille nouvelle, nous devrons effectuer ce passage de la
feuille B ou de la feuille A. Sur notre figure, lc passage
est effectué de la feuille B par la coupure O f dans la
feuille I, ou le second tour sera terminé. Plus loin il
faudra avoir soin de passer de la feuille F' 4 une nou-
velle feuille. Si, pour une cause quelconque, nousn’a-
vons pas trouvé nécessaire d’eflectuer un passage direct
de la feuille F a une feuille nouvelle, commencons le
troisieme tour dans la feuille F, ot nous continuerons
le mouvement jusqu’a la rencontre avece la coupure Of
par laquelle nous passerons dauns la feuille B, ou nous
terminerons le troisi¢me tour.

Pendant le quatriéme tour, passons par la coupure aO
dans la feuille A et ensuite, par la coupure 05, dans la
feuille C, plus loin, par la coupure O e, dansla feuille E,
ou nous terminerons le quatriéme tour. S'il n’y a plus
de nouvelles feuilles, le quatriéme tour se terminera
dans la feuille E. Pendant le cinquiéme, passons par la
coupure Oe dans la feuille C, ou nous terminerons le
cinquiéme tour. Pendant le sixi¢me lour, passons par la
coupure Ob dans la premiére feuille, ol nous lermi-
ncrons le sixiéme mouvement. Nous avons cu six
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feuilles, nous avons fait autant de tours et cing cou-
pures. Le mouvement dans une feuille quc]conquc com-
mence depuis la coupure avec Pindice de cette feunille
el continue jusqu’zl unc nouvelle coupure avee ce méme
indice. Outre cela, le mouvement ne se répéte plus
dans le méme ordre. Pour cette raison, le mouvement
dans une feuille queleconque, par exemple B, aura lien
daus les angles

aod + dof + foa = 2.

Ainsi le théoréme est prouvé. Voici un exemple :
Soient neuf feuilles marquées des numéros 1, o, ..., g.
Par les points critiques sont faites des coupures dont
Vordre, pendant le mouvement dans la direction posi-
tive, est le suivant

a(1,2), b(1,3),
e(3,9), f(4,6),

e(2,4).
8(5,8),

d(2,5),
h(v,7).

Le Tablcau ci-joint contient les angles déerits dans
chaque feuille pendant chacun des neuf tours :

Numdéro Tours
de la —

feuille. 1. 2 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9.
l.... MOa » » » » aob » b0k hOM
2 aOc » cOd » dOM MOa » » »
3. » » » » » b0e eOM MOD "
Ao c Of f OM MOc¢ » » » » » »
5. » » dOg &OM MOd » » » »
6 SOM MO ¥a » » » » » » »
.. » » » » » » » hOM MOA
8.. » » gOM MOg » » » » »
9... » » » » » ¢eOM MOe » »

Tutorime 1l. — Prenons deux intégrales abéliennes
indépendantes, de premicre espece, u et v. Si nous
. ’ . ’ . ’ 3
intégrons suivant le contour déterminé par le théo-
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réeme précédent, Uintégrale
fu op

Pour démontrer, remarquons (ue I'intégrale prise
suivant la totalité de tous les lacets actifs d’une feuille
quelconque dans la direction positive, d’aprés le théo-
réme de Cauchy, est égale & zéro, puisque Uinfinité
n’est pas le point critique de la fonction y dont dépen-
dent les intégrales abéliennes.

sera égal(e @ zéro.

Indiquons Pintégrale prise dans la totalité des lacets
actifs de la premiére feuille par

HD),
pour la seconde feuille
HUIL), ...
alors nou savons
H()=H(N=H)=...= o.

Nous désignerouns ainsi Pintégrale prise suivant une
partic du contour de la feuille par

8
H(A),
o

ou z est 'indice de la racine avec laquelle I'intégration
a commencé, 3 l'indice de la racine avec laquelle lin-
tégration a été terminée, A l'indice de la feuille on
I'intégration a eu licu. Enfin Uintégrale prise suivant
un lacet quelconque, nous désignerons ainsi

aB(A),

ot 2, B, A ont la signification indiquée ci-dessus. Ad-
meltant ces significations, supposons (Juc 1OUS avons,
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par exemple, cing feuilles, et les coupures sont faiyes

dans 'ordre suivant
a(1, 1), o(L 1), e(ILIV), d(I1, V).

Posons encore que le lacet @ permute les racines Yiy
Ya» le lacet (b) permute les racines p7e, ym, le Jacet (c)
permute les racines y,, y,, enfin le lacet (d) permute
les racines y, yr. Le premicer tour donne pour inté-
grale la signification

14 n 13
(1) (1) (1) H(TV).
1 z n
Ie deuxieme tour donne
P q B
() HWV) ~+ H D)+ H (V).
& P q
Le troisiéme tour donne
(3) H(V)- H(T).
b ”
Le quatriéme tour donne
A 7 2
H H(I) 4 H(I)+ H(III).
2 k !
Enfin le cinquiéme tour donne
. m 1
(3) H(II)+ H(I).
3 m
En ajoutant (1), (2), (3), (4),(3), nous aurons
i n 3 14
fudv = H(D)-+H(D)+ 1(1V)+ HAV)
z n 13
q 5 ” 2
+ (1) + H(V)= H(V)+ H(II)
r q 3 r

K ! 3 m i
-+ H(IT)+ H(1)~+ H(UT) -+ I (I1T)~+ H(T)
2 3 m
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ou
fuov: I:I(I)+iﬁ-(l)+ki(ll)
+€I(")+ np(1)+ pn(IV)
b 14
+ [I}(IV)-&—IE(IV)-.—pn(IV)]
—e—np(ll)—&—f;l(l[)—s—qr(ll)
+ [rq(V)-{—gi(V)—u—l:i(V)]
+rg(V)+ qr([l)—+—fI(lI)+!:I(l[)
e ki () ik (1) + 1}(1)+zm(1)
+ [ml(l[])—i—le(lll)+ i:{l(m)]
—i—ml(III)—i—lm(I)—f—'l:'{(I).

En remarquant que

13 p
H(IV)+ H(IV)+ pr(IV) = H(IV) = o,
n 13
8 r
rg(V)+H(V)+H(V)=H(V)=o,
q b
md(1)+ X (I + By = I (1) = o,
1 3

nous aurons

/udv: H(1)+ k(1)
. 1
+ [lci([l)+ H (I1)-+ np (1)
q ' 2 k .
+ H(IN)+ gr(I)+ HOT)+ g(lx)J
p r 2

1 1
 H(1)+ dm(1)+ H(I).
k m
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En remarquant que
n /]
Ai(U )<= L1y np (11) = TI(IT )

1 »

0 A
-+ qr(Ih—+ D+ ) =) = o,

r 2

nous aurons

] /
fltt)" = (D -+ dk()-- (I
1 A

1
~—Im(H--H(H=1(l)=o,

m
C. Q. F.D.

II.

Les deux théoremes prouvés donnent la possibilité de
trouver un lien entre les périodes des deux intégrales
abéliennes indépendantes de premiére espeéce. Posons
¢ue, moyennant les coupures, le passage continuel d’une
feuille & une autee est garanti d’aprés le théoréme pre-

[u e,

suivant le chemin indiqué, cst égale a zéro. Considérons

mier; 'intégrale

un point critique quclconque a permutant deux racines
Yas ¥83 soit le lacet

(a)

appartenant, par Pindice 2, 4 la fenille A ct par V'indice
a la feuille B, ce qui est indiqué sur la fig. 3.

Posons que, pour le passage de la feuille A ala feuille
B, existent deux coupures : 'une, par le point erili-
que 0%, donnant le passage de la feuille A a la feaille G,
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et la seconde, par le point critique ¢}, donnant passage
de la feuille C ala feuille B.
Posons qu’en effectuant I'intégration, nous ayons déja
passé dans la feuille A et ensuite dans la feuille B. Au

moment ol nous arriverons a l’origine des coordonnées

Fig. 3.

O
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avee la racine y,, 'intégrale u a une certaine significa-
tion déterminéce; désignons-la par Q. Alors, décrivant
I'angle MO @ dans la feuille A, nous arriverons a 'origine
des coordonnées ayant la signification

o4
w=0Q (A
A
Aprés le passage du lacet
( w)é

par la variable complexe, Pintégrale

f u ue

. . . 2/
Ann. de Vathemat.. 3¢ sirie. t. X. (Novembre 18y1.) 34
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acquerra la valeur

7
f —«l](A\)—r—uxJ of o —
A A
=3 «
(0) 0+H(A>] f Oy — [Q-_H(A)H(a A)] [ a
A A
-+ [ uqd‘i—/‘ ug dig.
o .

o

«

‘Q*“(\) +ad (\H-ujJu\

ou, désignant

1

o
N p— a - «
[ vy = Ly, [ dig = qu,
0 <o

nous aurons pour (6) 'expression

.

o
\ [Q—.—IAI( \)](L:;_Lg)
« a
( —73(\)L§+f Uy 08y — / ug oeg.
0 <0

Pour le méme point critique dans la feaille B, nous
trouverons

(7)

‘ [0 - H A)—v"(A)—H( \>+n( )—'—II(B]

<

' y(llg—],fi)—ﬁu(B)Lg—l—/ u‘gl);‘g——- u;u)‘av
J, A

et comme le lacct
(« ,)Q(A, B)

n’appartient qu’aux deux feuilles A ¢t B, la partie de
I'intégrale
fu ov

correspondant & un seul point critique sera cxprunee
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par la somme (7), (8) et, par conséquent, sera égale a

[1?(\\—J~Iﬁl \)Tll( )+ H(B)—HtB\]
1 B

x(l,g 5) = B (A ,,3~],)

ou

B

5
LH A)——ll( \~-H< )—]](B\J (Lg—1y).
B

La quantité

1

ll(l\)—— ]l( )-LH(B\—H(B)
8 ! B

que nous désignerons par
formera la période. Désignons encore
1 o o
Lj— L= LY.

alors la partie de Pintégrale

/uvh.

('ol'rcsp(nldan( Aun seul point eritique

.

aXi\.B)
[)
s'exprimera par
«
QL
Si nous désignons les points critiques, sans compter
ceux par lesquels les coupures sont faites, par

Ay @y, (o L. g
alors
r=m
(9) fu Je = E Q, ]'é" 0
: =1

Maintenant il faut prendre soin que Pequation (9) ne
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contient que les périodes des deun intégrales w et o,

fd(

3
(a)yy.

Comme l'intégrale
relativement au lacet

que nous avons désignée par Lgs, désignons I'intégrale

f du

relativement a ce méme lacet par 3;’(3. Raisonnant rela-

[( du,

comme nous avons raisonndé relativement a

[u e,

nous avons I’équation analogique

tivement a 'intégrale

=m

~
a a —
: D) 131“ lri‘ o,

=1

ot E est formé des L comme Q est formé des X ; et par
conséquent

r=m

13 m
O a, — S N .
(10) E “”tl‘.'i. %= E l"/naa,{, o.
1] 1

1

Choisissons maintenant les lacets fondamentaux qui
pourraient servir au passage de j, a toutes les autres

racines
Yoy Vi oeees Yao YBro oeees Vi

et désignons par Uy la valeur de I'intégrale u, prise sul-
. M 7

vant les lacets fondamentaux unissant ) y avec ) «; soit Va

avant la méme signification pour l'intégrale v. Si nous
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POSOI]S

--m: ‘\1'3““’1 .

SiYe w,d;’

on peut écrire

Qq ~‘Uac~—q1“ Uﬁ‘]

~[Upt Xy, = Un - [V oo~ Ua

mais alors chaque quantité de la forme

a,

Boe?
donnera une période que nous désignerons ainsi

Ay,

%y 90

D’ou il suit que la partie droite de I’équation (10)
ne changera pas si, dans chaque quantité dela forme

Ea,
on substitue, a la place de
Lo
Xy s
la période
; L —V L
A} o, T 8= ( % 8, )

ct, par conséquent, la parLie gauchedela méme équation
ne changera pas a la suite d'une telle substitution, et
nous aurons I'équation (g) dans la forme

t=m

(1) 2..,,(]41,3)70.

=1

équation donnant le licn entre les périodes.
Si nous désignons par N le nombre des points criti-
ques de I'équation
f(‘z'v Y=o

¢t par 22 le nombre de ses racines, nous aurons (72-—1)
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lacets fondamentaux; de méme le nombre des coupures
sera (n—1).
Comme les périodes (L) qui ne contiennent que les

lacets fondamentaux sont égales a zéro, le nombre de
toutes les périodes de 'intégrale abélienne sera

op=N—2(n—1)=m.

L’application des théorémes démontrés aux intégrales
hyperelliptiques est surtout intéressant. Prenons deux
intégrales hyperelliptiques indépendantes

. i(.r)dﬁ’ o — gs(z')z).f”
VR(z) VR(x)

ou
R(z) = (2 —ay)(x — ay)...(x — asp) (£ — @sps1 ) (& — A2p+2),

S(x) et o(x) sont des fonctions entiéres dont les degrés
ne surpassent pas (7 — 1). Posons que les points criti-
ques sont disposés sur le plan dans 'ordre marqué par
leurs numéros.
L’équation
2= R(x)

a sculement deux racines et, par conséquent, il v a deux
feailles; chaque point critique appartient a deux
feuilles et, par conséquent, il suffit de faire une coupure
qu’il faut tracer de 'origine des coordonnées par un
point critique quelconque; menons la coupure Oa.p, . ;
il faudra faire deux tours. Le premier tour donnera :

poar le point critique ay,

a, a,
/ uoe + [ (2N — wrde =2A,By;
0 0

pour le point as,

a;
— [ (2 A — w) de
Jy

»
— f .(21\[—'2Ag+ll)/)(': — 141By+2A,B,:
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pour le point a,,
4(0A1— Ay)By+9A3B;:
pour le point a,,
— 4(A1— As+ A3)B,+ 2 A, By,
enfin pour le point a,,,,,
(AT —As+. ..+ Agp) Bapay + 245,41 Byt
Le second tour donnera

— 4(Ar—As+A3— Ay —...— Agp- Aypr1)Bi+ 24, B,

—4(Ar_r—‘A.3+ Ap—. oot -+ AQP—A2P+1>B2-"—2A282
— i(1x3——A5+ ............. _Agp—'— A211+1)B3+ 2A3B3
—Q(AL—A5+..... ........ +A2,,——A2,;+1)B4+2A5B',

- 4(A2‘u— A2p+1 )B'211+ 2A2,,B-3,,

— 4 Asp+1Bapri+ 2A5p1 By

Par conséquent

[u de =— §(\Nj— Ay)By
— 4(A)j— A2)B;
— 4(A1— A2+ A3 — A,)B,
-+ i(A1—-—-A2+A3—— \;)Bo
-— ;i(Ai-—-Ag—i—'.[\;;——. ot Aip—l_A'L[r)B‘lp
—-—{;(:\1—— Ag—}—- A;;-——. . e Agp-j—Agp:)ngqH
- —4(A2—A3—1— 1\[,—-‘. e ;\2P—Agp+1)B1
— j(Ae—Ag+ A —. . .4+ Ayp— A1) Be
—4(A — A5+ Ay —. .. — Agp—Asp1)Bs

— 1(Ayp— A:/Ml)BZp: 0]
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d’ou il suit
j(‘&i—‘k2)(B2—B3+~ ot Bgl;"‘ B21)+I)
—‘4(B1—B2)(A2'_A3+' co A‘.’p_ A2p+1)
-+ _i(:\;;—Av,)(B',— By+...~— B':-'P—B'ZI")“i)

+ 4(Agp—1— Aop)(Bap—Baprt)
— $(Bayp-1— Bip) (Azp— Azprq)=o.

En posant

2(‘1\1—‘.\2): Wy, ‘),(B1—B)_): €9.
2(A3——Ar,):lv)g. 2(BJ-B!.)=€',«

2(Agp—g— Asp = wap, "«(]32/1—1_]}2,))252/“
‘2(1&2—1&3‘*— N 1\21,——-‘ "\2})"-1): wy,

'l(z\z,— 1\5—{—. .o ‘)\i’P—Aill‘-i )= w3,

2(-\2/)‘_ 1\21)+1)= Wyp—1,

').(Bg-— ];g—l— . .+B2,;‘—ng+1):: €.

2(Bay—Bapry)= S2p—15
nous aurons

=p
2(“’2[—1 3/ E2j_1 We;) = O.

=1

Dans cette forme remarquable, on a presque immé-
diatement une relation entre les périodes de toutes les
intégrales abélicnnes de premicre espéce. Pour éviter
les abstractions inutiles, analysons en détail 'exemple
cmprunté de 'Ouvrage de Clebsch et Gordan : Zheorie
der abelschen Functionen, 1886. Les discussions que
nous offrirons possédent la généralité nécessaire. Les
points critiques sont disposés dans la direction positive
dans 'ordre suivant

9 3 ; 5 6
aly @z, @i, ab. al,, ais;,
1 5 9 10 11 12
Ay Afay Ay, (G0 Agh. Qgh
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Dans les lignes suivantes est présenté le rapport de
chaque lacet a deux feuilles; les numeéros des feuilles
sont indiqués par les chiffres romains avec la condition

quel'indice arabe de gauche corresponde au méme indice
romain. Ainsi nous avons

alo(h 1), ad (U, al (1L IV), ab, (1L 1),
aj (1L U, af (IV, ), a] (1L 1), a}, (I, 1),
@l (IV), @l IV T, alt, (1, 1V), a2 (1V, 1),

Les coupures sont faites a travers les points
aty (IV, 1), al (I, 1), af (1, 1),

Aprés la formule

B 8 .
‘( L;;ltﬁ [ll(:\)—f—}l(()—f—ll(B)—r I[(L)A\ L4

Sed?
nous avons, pour le point aj, (I, II),
(A3,5 + 35, + %) LY
pour le point 3 , (I, 1IT),
(A3, -+ A+ X))+ A+ Ay + A+ A+ A1) Ly

pour le point «, (I, 1V),

R

(R + A3, =A== A3+ A5,
A, —“‘l’J—r-"iJ,—(»—Rg?——“{HA—S\}LZ)L;I

=(3A3,;+ A5, -+ 1Y) L,

pour le point «}, (1, II),
(A3, + AL+ ALz 3A3,) Ll
pour le point @, (I, TII),

(A=, +
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pour le point aj, (111, 1V),
(A4} + A5+ A3, + A4

2 24

pour le point a;)(1I, IV),

pour le point a3 (1L, IV),
(332 + Apu+ Afe+ A3, + A+ AL LiT

En posant que les lacets

DNous aurons la relation entre les périodes dans la
forme (11) :

C

—r0 I e

T —

P
w

<
o+

it
i

. m 1
- '.z"‘ ’l“)L,‘

L’expression (13) est symétrique par rapport a 3 et L.
Les deux premiéres lignes contiennent les deux mem-
bres symétriques

A3 L FaLiss
par conséquent, prenons les deux premiéres lignes pour
le point de départ de notre transformation et formons
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le bindome symétrique

‘(",,—e—“’l 9 AL 12y(L3, - L3, + L1Y)
af) | —(32373 ,T%,g)
> (LY, 4+ Li,+ L1+ LIl L12)
( = W) Eg— &1 Wy,

Faisons la soustraction (13), (14) ; nous aurons évi-
demment pour résultat une fonction symétrique sem-
blableet, avec cela, le nombre des lignes seradiminué de
deux unités. Ainsi nous avons pour reste

ALY, -+ AL+ AL ALY
=(ALLE, — A3, L10)+ (AL — AJILLD).

Nous avons, par conséquent, la relation entre les pé-

riodes dans la forme suivante :

(R, A%, -+ A1+ A1 - ALY
(s) 5 x(Lz3+|,§,+1J10)—(?123+“{n-ﬁx;g)
/ (Lmu—k—L,&—o—Lu—l—L + LiD)]
+~[A49Ls, — A3, L} ‘Z]—.—[E',“L“—.CAHLQ‘%J:O.

Les périodes normales sont

wy=Al,+ A3, +— A1+ AL+ A2

wy= A3, +— A3, + ALY

wy= A},

wy, = Ag,.

wy= A7,

we= A1

g = Li,+ L3 L7+ L1} — Li3.
e = L3z Li, — Li3,

€3 :l‘i":v

5, = Li,,

Il est facile de prouver que chacune des périodes (13)
s’exprimera par une fonction enticre et linéaire des
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périodes normales avec les cocfficients == 1. Nous avons
évidemment

1 5 P FE
A+ Ay AL+ A+ A= o,
A2+ A3, 2(19: ws

Al, -+ Az, + AL+ A .+"l§2:w1—!—tug—:—w3,
Al + AL+ A3, + A+ AL = w0+ wy+ Wy,

333—%3;, + AlY 2l§‘f = wy+ w;,

A, A3, + A1+ Al = wy+ wg.

23 34

On peut former aussi les périodes normales par d’au-
tres moyens. Par exemple, posons
(A3, + A3, + A+ AJ3) (L3, + L3, + L1g + Li)

— (33, + A%, -+ A1+ A4 (L3, + L§, + Lig+ Li3)
= Wy1Eyg— €] Wa.

En faisant la soustraction de ce binome de (13). nous
aurons a la place de six lignes seulement quatre :
L (A3, A3, A1) LY,
(A, A%, - ) LY,

” (AL, A%, A3, LY
(AL, A2, AL LS,

(16)

o A3+ AL (L3, + L3, + L1
332—,—-3’,7—"“’ J(Lly - Liy— L1Y) = w2, — z3u,.

En faisantla soustraction de ce bindme de (16), nous

aurons
A3, Lig— AL

Par conséquent

wy= A5, — qu*:‘w*‘;‘}sz:
wn= A3, Af,+ A9 ALY,
wy= Ry 3, ALY,
W, = ~ "%—-—" 31‘;},

. ws= A},.
g = 31‘_{
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Les périodes (13) s’exprimeront au moyen des pé-
riodes normales, de la maniére suivante :

ﬂ%:;—v—ﬂ“ —ﬂig: w,,

3}2—‘—‘\ 3 T < c‘“’—l— %ll 35%:——&)14—&)2—#&)3,
Ay — A+ A+ AN - A2 = ) — w4+ W+ w, — wy,
AL+ AL+ A, + AN+ A2 = 0 — g+ w3+ W, + w3,

AL+ A, AN AR =y,
A2+ A3, + K10+ A1l = w,.

La propriété des périodes obtenues a I'intégration
immédiate de s’exprimer par une fonclion entiére et
lindaire des périodes normales avec les coefficients == 1
peut éire prouvée, en géndral, de la maniére suivante.
Effectivement, apres I'intégration, nous aurons une re-
lation entre les périodes a laquelle nous pouvons donner
la forme suivante :

‘ (af —a} —al—...+al)bl

2 , 2 2
—(af —ag —aj—.. —a2)b?

(17) —(a} —a} —a}—...—a})b}
_L‘.. ...................
(@ — -+ —al )b —o,

ou les lettres @ et b marquent les périodes des intégrales
qui contiennent des cycles simples. Pour former la pre-
miére paire des périodes normales, on prend deux lignes
quelconques du (17); soit

1 1
al—al—al—.. —al—w,.

a}--at—al--.. —al— o,
En retranchant de (15) le bindme
Wly— gy

cl en designanit, cn géndéral, par 7{‘ le nombre égal a
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zéro ou a == 1, nous aurons

(at+al+a}—+...+a}+afw+ajw,) b’

-—(at+aj-al+... - af - aj o= 2 wy) O

(18) —(at—a}+ aj+...—al+afw, - ajwy) b’
2p 2 L 2» W o op
(¥ —a a’ ay, — o w 2 (»)2) ber.,

Posons que, pour la formation de la seconde paire des
périodes normales, on prend

at—a}+...+ a)+afw; -+ afwy= w;,

af—ay— .. . a}— 2t o, — afwy= w,:
en retranchant de (18) le binome
W3 Ty — B34,

nous aurons pour reste

N

(aj--az=-a;—...— ap—afw;—ajmwy -23w3) D>

—(af--al-al - omab -2t o — 2wy afwg) H

2r

, o o o ap
— (@ —a¥ @ — M wy -
2 ; p 1 3

-
wy—- 2 wy) b2r.

En continuant cette transformation nous aurons dé-
finitivement

Ql — Wy,

Q) — w,,

Oy =—afw;— 2wy — w3,

Q, = —afw; — a} wy— wy,
...................... ,
£!9,,:~~—'2";' Wy — a?_,”(o)— T



