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\OTE SIR LA CONVERGENCE DE OUELOUES SÉRIES;

PAR M. E. GAHEN,
Professeur au lycée de Rennes.

Soit une série /^ ?(/z).
i

Soit A(/z) la fonction primitive de o(n), de façon
ue <p(?i) = à'(n).
Le théorème des accroissements finis donne

ty(n), o< 0rt< i;
d'où

II suffit de voir si la fonction i converge ou non vers
"ne limite lorsque n augmente indéfiniment, pour dé-



( 454 )
cider de la eonvergcnce ou de la divergence de la série

Pour passer de là à la série ^ ' f ( i ) , supposons

que la série "V [®(n H- 8W) — o(n)] soit convergente.

Dans ces conditions, la série ^.<p(«) est convergente ou

divergente en même temps que la série 7̂ , y (/z H~Q/?), et

le problème est résolu.
Cette méthode s'applique, quelle que soit la fonc-

tion o{n).
Dans le cas particulier où cette fonction est toujours

de même signe, par exemple positive, et indéfiniment
décroissante en valeur absolue, on retrouve un théo-
rème dû à Cauchv.

Dans ce cas, en elïet, la série 7 [cp(/zH— Q/2 ) — 'f(701

est convergente, puisque cp(72 —f— Q/z)—cp(/z) est << o et
<^ en valeur absolue que cp(zz-j-i)—'f(^)- La somme
des/* premiers termes de cette série est donc <C en valeur
absolue que cp(i)—cp(/z - j - 1) qui tend vers 0(1). Doncla

série N c?( /0 est convergente ou divergente suivant que

®.(n) tend ou non vers une limite pour n—co. Dans
tous les cas, la méthode permet d'avoir deux limites

de la somme N cp(/z), comme on le verra par les exem-
1

pies suivants.

I:\KMPLES.

Premier exemple. — Série harmonique : V - •

) = - ,
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Donc

logO -h l)— log/l = ï ;

d'où l'on déduit

et, par suite,
n

lOg( rt -f- I )< ^ i < 1 + log/l.
1

Si Ton fait croître 72 indéfiniment, on déduit de là

1

d'où l'on déduit que

tend vers une limite C comprise entre o el 1. C'est la
constante d'Euler.

Deuxième exemple. — 7^ —

d'où
1

i — s ns i — s

Ceci prouve d'abord que si * > 1, la série est con-
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vergente, et que sa somme est

i

s — i

Si 5 < i , la série est divergente, et l 'on a

n
(n -4- i )!-** —

Ce qui prouve que 7 — —-~ tend, pour
1

n == ce, vers une limite C ,̂ o <^ C5<< 1, généralisation de
la constante d'Euler.

Troisième exemple. — 7 —-.

loglog(/i-hi)— l t / w fl( n. -f- \jH) iog( /i -i- u« )

d'où

— l0gl0g/l<

loglog(/i) — loglog(/i — 1);

< log log/l — log log'2 H 1 •

Comme log log n croît indéfiniment) la série est di-
vergente et Ton voit de plus que

>gw — loglogra)

tend vers une limite comprise entre

- l o g log 9. <îl — log log 2 -t- " A - '



Quatrième exemple. —
11 log*/*

2

o ( n ) =
/i/ilog*/i ' v ' a — i log*-1/*

]

]
g*- 1 / ! l oga ( / l - r - l ) J

<
 r

 <_i_r___j » i.

wloga/ i a —i I_loga-»(n — i) l O g a - i ( n ) J '

d'où

L ^_
a —i \loga-i2 loga-i/i/ -2 log^'

Donc, si a^> i, la série est convergente, et sa somme
est comprise entre

et(a — i) log*-1 2 (a —i)log*-1 2 2 log*-2

Si a <^ i, la série est divergente. Considérons

y (_i L__i_y

jmd\n l o g a / i i — a l o g a - ] ^ / '

cette quantité tend vers une limite comprise entre
et —(i — a) log*-1 2 (i — a) log*-1 2 2 log* 2

Dansles exemples précédents, la règle de Cauchy suf-
firait pour décider de la convergence ou de la divergence.
Voici un exemple où elle ne suffit plus.
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Cinquième exemple. - Soit la série

a étant quelconque.

?(*) = — n > Hn) = ^—'

Ici la fonction ty(n) ne tend vers aucune limite quand
n croit indéfiniment. Donc, d'après ce qui a été dit plus

haut, si l'on démontreque la série "V [cp(ra-+- öw) — <p(/z)]

est conveigente, il sera démontré que la série proposée
est convergente.

Or

n \ cos[a log(/i -+- 0M)]— cos(a logAi) ! -+- 0« cos(a log/i)

— 2/i sin - log/i(/i -i- 0,i) I sinl - log ( i - j - — j -j-0/?cos(alo

Z
7n

r ' • V1 0« cos(«locr/i) ^ •
La serie > T ft N a ses termes <T en valeur

absolue que ceux de la série —. Donc elle est con-
n n{n — \)

vergente.
Quant à l'autre partie de la série

on a

niodsin — \ogn(n -+• On) < r,

[ a ! ö„\"l . n .

- loî f n < mod - lo<̂
'i *> V " / J '2 *

moil



pour des valeurs suffisamment grandes de /*, a fortiori

< mod — • Donc le terme général de cette série est <

en valeur absolue que

n(n-h 6W) "~ n(n — 1) '

Donc elle est convergente.

Même démonstration pour

^ i sin(a log/z)
2d Ti

La même méthode peut servir à démontrer que les séries

^ i cos(alogft)
^d n\ogn

sont convergentes.


