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NOTE SUR LA CONVERGENCE DE QUELQUES SERIES;

Par M. E. CAHEN.
Professeur au lycée de Rennes.

e , . %l
Soit une série Z"u"(ll).
1
Soit & (n) la fonction primitive de (), de fagon
\ —
que o(n) =Y (n).
Le théoréme des accroissements {inis donne

o(n -+ 0,)=Y(n+1)—Y(n) o< 0, <1,
3 N
d’on
n
No(n+8,)=(n D=4
1
Il suflit de voir si la fonction 4 converge ou non vers
une limite lorsque n augmente indéfiniment, pour dé-
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cider de la convergence ou de la divergence de la série

Eg(n—i—@n).
1
Pour passer de la ala sériez?(n), supposons

que la série 2 [¢2(n+ 08,)— v (n)] soit convergente,
Dans ces conditions, la série 2 ©(nr) est convergente ou

divergente en méme temps que la série E o(r+90,), et
le probléme est résolu.

Cette méthode s’applique, quelle que soit la fonc-
tion ¢ (n).

Dans le cas particulier ou cette fonction est toujours
de méme signe, par exemple positive, et indéfiniment
décroissante en valeur absolue, on retrouve un théo-
réme di a Cauchy.

Dans ce cas, en efict, la série 2 [¢(n+0,)— o(n)]

est convergente, puisque @ (n+ 8,)— ¢(n) est <oet
<en valeur absolue que ¢(n—+1)— o(n). La somme
des n premiers termes de cette série est donc < en valeur
absolue que ©(1)— o(n +4-1) qui tend vers ¢ (1). Doncla

série 2 ¢ (n) est convergente ou divergente suivant que

o(n) tend ou non vers une limite pour n =co. Dans
tous les cas, la méthode permet d’avoir deux limites

n

de la somme 2 ¢(n), comme on le verra par les exem-
1

ples suivants.

EXEMPLES.

. L. 1 1 l
Premier exemple. — Série harmonique : 2‘ .

1
o(n)= 0 Y(n)=logn.
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Donc

1

log(n +1)—logn = —— -
8 ) ° n—+0,’

d’ou 'on déduit
log(n+1)—logn< 71 <logn—1log(n—r)
ct, par suite,

log(n+1)< 2 7’1 <1+ logn.
1

Si 'on fait croitre 7 indéfiniment, on déduit de 1a

log <l+ %) <Z <;‘ —logn> <1;
1
d’ou I'on déduit que

D (El—logn\)

1

tend vers une limite C comprise entre o ¢t 1. C'est la
constante d’Euler.

1

Deuxiéme exemple. — e
1 nl—?
o(n)= ! Y(n)= 3’
(n+1)1=$—npt=s I X
T —s T (n+0,)8°
d’ou
n 1—s _ pl—s I Al=S—(n—1)l—s
(n+1) n L ( ) ,
11— ns I—S
n—1)l =S — ns—r
(1) =5 —1 2 o T
1—s

Cecei prouve d’abord que si s >1, la série est con-
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vergente, et que sa somme est

—1

Si s <1, la série est divergente, et I'on a

n
/2[< 1) (n+|)'—é'——1] P (n+1)l~s— ps
o < — )| I .
ns I—s I—s

n
. <1 (n—+nDt s—1
Ce qui prouve que Z [l—l; — —l_—x—J tend, pour

1
n = o, vers une limite C;, 0 < C; < 1, généralisation de
la constante d’Euler.

-
P, 1
Troisiéme exemple. — E _.
nlogn

9

o(n)= Y(n)=loglogn,

nlown
I
(n—,—(),,)lo (n+(lu)

loglog(n+1)—loglogn =
l l —_— o o
oglog(n—+1)—loglogn < lor*n

Z loglog(n)—loglog(n——l),

d’ou

loglog(n +1)—loglog2 < 2

n 10"/1

1
loe loo nn = D .
< loglogn —loglog2 + TTogs

Comme loglogn croit indéfiniment, la série est di-
vergente et Pon voit de plus que

E(loglogn-—-loglogn)
2

tend vers une limite comprise entre

— loglog2 et —loglogo + ——
- e e 2 log2
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)

~1

£

. . >
Quatriéme exemple. — Z L
~ nlogxn

I —1 1

()= ———
(n) 2 —1 loge=in’

sln)y= ———,
: nlogxn i

1 I I I

a—1 [](’S“_‘” - logx~1(n +I)] = (n—+0,)logx(n+6,)’

I I 1
a—1 [logx-tn  loga(n—+—1)

I [ I I
< < — :
nlog2n a—1 | log2=i(n—r) logx=t(n) |’

d’ou

1 I 1
2 —1 LlogaTo 7 loga1(n—)

n

1 1 1 1 I
< < = — )+ .
nlogzn =~ a—r1\logx—ta logx-1n 2 log* o

2

Done, si a>>1, la série est convergente, el sa somme
est comprise entre

1 1 I
(a—1) logx—12 et (a —1)loga-1 + 3 logz—2"

Si o <1, la série est divergente. Considérons

®

N\ < I T 1 >

2 — — )
nlogrn 1—a log*'n

9

cette quantité tend vers une limite comprise entre

i 1 i
_(1—a)log1:1—72 et _(l—a)logi—‘?.+2log12

Dans les exemples précédents, la régle de Cauchy suf-
firait pour décider de la convergence ou de la divergence.
Voici un exemple ou elle ne suffit plus.
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cos(alogn)
_onlarogn)
)

Cinqui¢me exemple. — Soit la séric 2
n

1
a étant quelconque.

cos(alogn) v(n)= sin(alogn)
=, = — ="’

e(n)= n a

Lci la fonction §(7) ne tend vers aucune limite quand
n croit indéfiniment. Donc, d’aprés ce qui a été dit plus
haut, sil’on démontr equela série 2 [? (n+0,)— ¢(n)]
est convergente, il sera démontré que la série proposée
c¢st convergente.

Or

O cos|alog(n +0,) cos(alogn)
N fan 0 g()= Bl loBln o)) _ costag

n—+0, logn

_ nicos[alog(n +0,)]—cos(alogn), + 0,cos(alogn)
_2 n(n—+0,)

— 2nsin [? logn(n + Ou)] sin[f)—l log <l +0;">] -+ 0,cos(alogn)
n(n-+190,) ’

o X 0, cos(alogn
La série 2‘ Yucos(@logn) , ses termes < en valeur
n(n—+0,)

P 1
absolue que ceux de la série ————. Donc clle est con-
n(n—r)
vergente.
Quant a 'autre partie de la séric

. a . a On
N — 2 sin [—; log(n +0,,)] sin [; log<1 —+ ;—)]

)
amad n—+9,

on a

mod sin [Z) logn(n + 0,,)J <,

\

. [Ta 0 I 0
mod sin | = log( 1+ -2 < mod ¢ log(1+ =
2 * n 2 ) n
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pour des valeurs suftisamment grandes de n, @ Sfortiori
b ., )
< mod P Donc le terme général de cette séric est <
en valeur absolue que

b b
n(n+8,) > n(n—1)

Donc elle est convergente,

Meéme démonstration pour

Esin(alogn)
n

Laméme méthode peut servir i démontrer queles séries

cos(alogn) sin(alogn)
2 nlogn et 2 nlogn

sont convel'gentcs.



