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SUR LA REPRESENTATION GEOMETRIQUE
DES POINTS IMAGINAIRES DANS L'ESPACE:
Par M. P. MOLENBROCH, a Amersfort.

Prenons un systéme de trois axes de coordonnées rec-
tangulaires auquel nous rapportons deux points imagi-
naires par les quantités

(1) 3‘1'*‘-’17-2\/: Ji +)’2\/——l-y Zl+32\/——ly
(2) .2"1+$/2‘/:-_[, .}’,1'*".}’{2\"—1) ;Il’*“;;\/__‘_

Comme définition fondamentale nous regarderons :
La distance de deux points imaginaires est la (uan-
Lité d de 'équation (3)

2= [(z,—a"l)—;—(zg—x;)\/—l]z
12
) 1=+ —rv—1]
’ \ . ! 12
~[s1 =30 + (3 — sV =1 ]*
Cherchons maintenant les points réels, dont la dis-
I )
tance au point imaginairve, désigné par (1), s’annule.
Si &, 7,% sont les coordonnées réelles d’un de ces
points, on aura, d’aprés la définition,
( (E,—xi—.rg\/——l)“'

(0 | +G—pn—p/=1+ (f—a—n/=i)=o,

équation qui se réduit au systéme suivant

(o)

(3) E—mP+(—nP+—z)2=w+yi+3
(6) xo(§ — 1)+ yo(n,— 1)+ 532(L—31) = 0.

’

La premiére appartient a une sphére, dont le centre
coincide avee le point xy, 3y, 5, ou Py, tandis que le
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rayon est égal & la quantité \/x2 4 »2 & z2. La seconde
équation est celle d’un plan passant par le point Py, et
perpendiculaire a la droite OP, joignant l'origine O des
ceordonnées aux points xa, ys, 25 ou Ps.

Les coordonnées &, 7, { satisfaisant a toutes les deux,
le lieu des points réels, dont la distance au point ima-
ginaire (1) s’'annule, est une circonférence décrite du
point P, comme centre avec un rayon égal a OP, dans
un plan perpendiculaire a OP,.

QQuand, dans ce qui suit, nous parlerons d’un point
imaginaire P, nous désigncrons toujours par P,, P, les
points réels mentionnés ci-dessus.

Comme représentation géomélrique d’un point ima-
ginaire, nous choisirons le lieu des points reels tels
que la distance au point imaginaire s'annule.

Le point imaginaire est, par conséquent, représenté
par une circonférence. Le centre, le rayon et le plan de
-cette circonférence seront nommés centre, rajon et
plan du point imaginaire.

Si, a partir du point Py, nous tra¢ons une droite P, P/
égale et parallele 8 OPy, P, P’ scra nommée la normale
au point imaginaire. Les coordonnées du point P ainsi
obtenu scront

Ty 2y Y1+ Ve, B+ S

Nous I'appellerons parfois le pdle du point imagi-
naire. '

Convenons encore qu’en déterminant la normale a
un point imaginaire il faut avoir attention au signe des
coordonnées Xy, y», 22, de sorte que les normales aux
deux points imaginaires conjugués (1) et

(7) T — Ty —1, .71—,}’2\'/:, s— sy —1

aient longueur égale, mais direction contraire.
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De cette convention il suit que les poles des' points
désignés par (1) et (7) ne coincident pas non plus. En
effet, le pole du point (7) sera déterminée par les coor-
données .

Zy— Ty Y1— Yo, S1— 52

Du reste les deux points imaginaires conjugués seront
représentés par la méme circonférence, puisque les
équations (3) et (6) ne changent pas, quand on y rem-
place xs, 32, 22 par — Xy, — 2, — 2.

La normale et le pole de deux points imaginaires
conjugués constituent euntre ceux-ci une diflérence,
laquelle permet de faire distinction dans la représenta-
tion géométrique.

A cet effet, nous pourrons ajouter a chaque circon-
férence représentant un point imaginaire une fléche
indiquant le sens dans lequel on se propose que la circon-
férence soit parcourue. Cette {léche est toujours telle-
ment tracée que le sens de rotation y compris se montre
positif, ¢’est-a-dire en accord avec le sens du mouvement
de J'aiguille d’une horloge, quand on regarde la figure
du coté ou le pole du point imaginaire se trouve.

A cause de cette convention les fléches ajoutées a
deux points imaginaircs conjugués auront sens con-
traires. :

En somme, nous pourrons exprimer les réflexions
précédentes ainsi :

Tout point imaginaire est représenté par un qycle
arayonet inormale déterminés, parcouru dans un sens
positif, quand on le regarde du coté ou le pole du
point imaginaire se trouye.

Deux points imaginaires conjugués sont représentes

par une scule circonférence parcourue dans les deux
sens.
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Apres avoir établi ces priucipes, nous pourrons exa-
miner les points imaginaires des surfaces et des courbes
réelles connues. Mais ces principes nous permettent en
outre d’interpréter géométriquement les équations algé-
briques & coefficients imaginaires ou bien complexes.

Nous nous proposons de traiter d’abord quelques
questions relatives aux points imaginaires du plan, de
la sphére et de la droite réels.

Soit donnée 1I’équation

(8) ar+by +cs+d=o,

dans laquelle @, &, ¢, d sont supposés réels.
Si Pon substitue les quantités désignées par (1) au
lieu de x, ¥, z, il résulte le systéme

(9) ar;+by,+csy+~d=o, ary—+—bys—+ css=o.

La premiére de ces équations indique que les centres
des points imaginaires d’un plan sont situés dans ce
plau lui-méme, tandis que, selon la seconde, la normale
a toul point imaginaire est située dans le plan, ou bien
le plan du point imaginaire est perpendiculaire au plan
donné. La longueur de cette normale et, par suite, du
rayon d’un point imaginaire reste indéterminée.

Prenons ensuite Iellipsoide

(10) art+byr+cst=1;
a, b, ¢ sont des quantités positives. La substitution des-

valeurs (1) au lieu de x, y, z raméne cette équation aux
deux suivantes :

() { @z} 4+ by} +cal—1=ax}+-by;+czj},
ax1xry—+ by ys— €333 =o0.
De la derniére de ces relations on peut conclure que
la direction de la normale au point imaginaire esl con-
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juguée au diameétre de I'ellipsoide passant par le centre
du point imaginaire.
Puisque a, b, ¢ sont des quantités positives, on a,
d’apres la premiére des équations (11), U'inégalité
ari+byt+csi>i.

Par suite, les centres des points imaginaires sont si-
tués a lextérieur de la surface. De plus, cette relation
nous fait connaitre un second lieu des points xy, y,, z,
correspondant a un centre donné x4, y ¢, 3.

En ellet, cette équation appartient a un ellipsoide
semblable a Pellipsoide donné et ayant ses axes paral-
leles & ceux de cette surface.

Le rapport constant de deux segments homologues de

ces figures est

)

Vari byt +c3t —1.

On prouve facilement que cette quantité est égale au
rapport des Jongueurs d’une tangente quelconque, me-
née du point xy, 1y, z; a lellipsoide donné ct d’un
demi-diametre parallcle a cette tangente.

Ayant pris arbitrairement un point Py & I'extérieur
de la surface, qu'on regarde comme centre d’un de ses
points imaginaires, on construit les normales corres-
pondantes & ce centre de la maniére suivante : Cherchez
le plan diamétral conjugué au diamétre passant par Py,
prolongez les rayons vecteurs joignant le centre de la

* surface aux points de Ja section de ce plan diamétral
avec l'ellipsoide dans le rapport mentionné tout a
I'heure. Tous ces rayons vecteurs seront des normales
correspondantes au centre P, .

Un cas particulier est celui o 'on cherche les points
imaginaires d’une sphére. On déduit de ce qui préCéde
que les plans de ces points imaginaires passenl par le
centre de la sphere tandis que le rayon des cycles est
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égal a la longueur de latangente menée de son centre P,
4 la sphere.

Une droite étant représentée par deux équalions de
la forme (8) donne lieu & deux systemes d’équations de
la forme (), d’ott Pon conclut immédiatement que les
centres des points imaginaires d’une droite sont situés
sur la droite méme, tandis que, quant 4 la direction,
les normales coincident avece cette droite.

Les points imaginaires d'une droite sont, par consé-
quent, des circonférences décrites de chacun de ses
points avec un rayon arbitraire dans un plan perpen-
diculaire a la droite.

Nous voulons encore faire attention au cas général

(u'une équation
(12) Sz, y,5)=0

a coeflicients réels soit donnée. En supposant que la
fonction f est développable selon le théoréme de Taylor
et qu'on introduit la notation A?fau lieu de la diflé-
rentiation symbolique

o \7
03 ) f('zlih}/h;l):
~1

2 " o
¥ oxry )2 0}1T~2

la substitution des valeurs désignées par (1) dans I'équa-
tion (12) donne

‘j(‘Tl; Vl-»l)-—* A?
(13) ¢

Af———Af+ Aof— =

La forme de ces équations nous fait reconnaitre immé-
diatement que les deux systémes de valeurs -+ x.,
+ ey + 32y €t — Xy, — )2, — 22 y salisferont a la
fois. Les points imaginaires d’une surface réelle sont
bar suite toujours conjuguds deux a deux.
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Quand deux relations eutre x, y, z existent de sorte
que 'on considére une courbe réelle dans l’cspace, xy,
Y1y Buy Lz, Y2, 2o satisferont a deux systémes d’équa-
tions de la forme (13). On pourra donc éliminer entre
ces équations soil Xy, )y, 2y, SOIL La, Yo, 2.

Dans le premier cas, 'équation ¢n x,, y,, 2z, résul-
tant de cette élimination représente le lieu du point P,,
que nous pourrons nommer le lieu déerit par les nor-
males supposées coinitiales.

Daus le second cas, on obtiendra I'équation du lieu des
centres des points imaginaires appartenant a la courbe.

Sila courbe est plane, 'un des deux systémes de la
forme (13) prend la forme (g), de sorte que le lieu des
centres des points imaginaires devient le plan de la
courbe. En outre, les plans des points imaginaires seront
tous perpendiculaires au plan de la courbe donnée.

Nous passerons maintenant a l'interprétation géo-
trique d’équations a coeflicients complexes.

Nous nommerons une équation de degré n a coefh-
cients complexes équation générale de ce degré. De
plus, nous dirons, comme dans la Géométrie réelle,
qu'une seule équation de cette forme représente une
surface et que deux équations représentent une courbe
que nous distinguerons d’une surface et d’une courbe
réelles par les noms surface et courbe générale.

Ainsi nous pourrons parler d'une surface générale
de second degré, d'un plan général, d’une droite géné-
rale, ete.

On voit facilement que les points imaginaires des
surfaces et des courbes générales ne seront pas (:Onjugué5
deux a deux. Les deux surfaces réelles, lieux géométri-
ques des points P, et P, appartenant aux points imagi-
naires d’une courbe, se trouvent comme dans le cas

ou les coefficients des équations étaient réels.
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Ewdions un peu plus exactement le plan général et
la droite générale.

Soit I'équation donnée
(14) ar +by +cs+d=o,

ou les coeflicients a, 4, ¢, d seront de la forme

ar— ayy/ =1, b+ bay—1,

Si xr, y, z prennent les valeurs complexes désignées
par (1), on aura

5) Ay b Y+ 131+ dy = asxy+ by s+ ¢y 5y,
1

ay Ty —+ 1)1}'2—6— C1 B+ Ay + l)g}’l — €331+ dy = 0.
Ces équations contenant six variables nous pcl‘met-

tent d’exprimer celles-ci par quatre variables indépen-
dantes m, n, u, v de cetie manicre

1= m(a;VWh —asd) -+ u(byc, — byecy)

*( dw—uu-) (1€ —axib),

yi=m(byh
(16) / N (n— dy
LS — bz

( )(b,e — byib),

5y =m(e W — calo)+ u(a by— asby)
"y - .
- <ﬂ—-— :_——L,S— “b‘> (010—02'\]1))‘

1, -
Xy = <m~—- —q(l——) (a1 & — asth)

Aol — b2

— n(a¥h — az o)+ v(bycy— bycy),

dy
(]7) ] )/2:< ————J—&L’v_“l2>(l)1v——bgflﬁ))

— n(by¥h — byl )+ v(cyar— cza.,).

ds -
Ty = <m— m) (010—02'190)

— n(eith — cado) - v( @by — asby);
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ou, pour abréger, a é1é posé

a} + b} +— ¢} — .
(18) a, a4+ by1bs—+ cycy—=h,

al+ b} +c3=2.

On voit immédiatement que la direction r, dont les
cosinus sont proportionnels a

bycg— byer, cray—ceay, ayby,—ayby,

ct laquelle est perpendiculaire aux deux directions avee
des cosinus proportionnels a ay, by, ¢y, asy by, ¢, est
d’unc grande importance au plan général.

En effet, si, comme auparavant, nous désignons les
points ay, )y, 2y €t Xa, )2,y 2o par Py et Py, il est clair
que le lieu du point Py, correspondant a un point P,
arbitrairement choisi, est une droite parallele a la di-
rection 7 et, de plus, que ce licu ne se déplace pas, quand
on fait varier le point P, de maniére & décrire une droite
paralléle a la direction 7.

Si nous posons ensuite

‘ BL—m(ah —a, L) — n(a; © — ah),
('9) <' = ”l(bl 1‘!>—b2 )+ n(b,@— bg‘]ﬂ)),

Si—m(ep W —cy-b)4+n(c; © — cath);

Lo =m(a; & —ayh)— n(a;h— ayl,),
(20) fo=m(b; 2 — by Vb)) — n(b;h — by ),
L=m(c; 2 —cyWh)—n(ec ¥ — cs L),

les points avee les coordonnées

= 1
2 — axzih
(l‘['—[l‘ 2

b, S — byt
i+ dy 1 200

>
AL —he
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1 —cytlh

S 4+ dp —— =2 °
u‘l‘)ix - 'l‘.dz ’

a8 — agh

Xo—+ dz —_—_—
e — b2

bl e — bglﬂ)

Al b’

Y2+ d,

1€ — ey h
S
auront évidemment pour projections sur un plan per-
pendiculaire a la dirvection r les points &, 7, %, &,
72, 2. Entre des derniers points que nous désignons
par Qy, Q2, une correspondance simple aura lieu.
Remarquons, acet eflet, que, des deux termes dans les
seconds membres des équations (19), (20), le premier
peut éure regardé comme mesurant la longueur des pro-
jections sur les axes des coordonnées d’un segment pris
arbitrairement dans la direction dont les cosinus sont
proportionnels a

(21) (111“-)‘-‘&2@{), 1)1 1|!\—b2r~,{7, Cy U!)——Cga,lo’
tandis que les scconds termes expriment la longueur

des projections d’un segment pris davs Ja direction avee
les cosinus dont le rapport est

(22) 019——(12'“‘0, [)1@—621‘2). 019'—02'\‘!).
Ces directions sont toutes les deux perpendiculaires a
la direction r, comme on le vérifie facilement a I'aide

des cosinus.
La longueur des deux segments projetés est

my @i Vb — azddo )2+ (01 U5 — byl )24 (cpgh — Cacbo)?
= my/ A (LS —1b2), .
ny(a,€ —a, b (6,C — by b )i+ (1 & — C20b)?

= ny2(Le —bh?).
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A partir de lorigine O des coordonndes, tracons deux
segments OM, ON dans les directions désigndes par
(21), (22), dont les longueurs sont respectivement

Vb (A — 1h2), VS(bS — Ub2).

Prenons dans ces deux directions cncore deux seg-
ments arbitraires OA,, OB, sur lesquels nous construi-

0 A,

Q:

sons un parallélogramme. Le quatriéme sommet peut
ttre regardé comme le point Q.

Afin de trouver le point correspondant Q,, nous ob-
servons que les paralléeles menées de ce point a OV,
ON, rencontrant ces droites cn By, Ay, on aura

0\, OB, 0A, OB,

=m, ~ — . =—nNn =m.
ON

oM — oM ) 0\

Si Pon prend le point A} tel que OA, =— OA,, de
la relation
OA,

=n
oM K
combinée avec les équations précédentes, on déduit

OA, OV _ OA,.

OB ~— ON ~ 0By’

d’ou 'on peut conclure le parallélisme de By A}, de M\
ctde B, A,. A, B, étant connus, on pourra trouver faci-
lement A,, B et B,. Le quatriéme sommet du parallé-
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logramme construit sur OA,, OB, scra le point cher-
ché Qz-

Ayant déterminé ainsi deux points correspondants
Qs Q2 tragons, a partir de ces points, deux segments
dont les projections sur les axes des coordonnées sont
ay & — ax b 6,2 —b,h 12 — oMb
ae—w TN e Twe b a

a; 2 -—a;vh 0,8 — byh
——dq 1~ 1 , ——do 1~ 2 Ueo

A — b2 LS — a2

—d,

1€ — crh

A — b2

’ —dg 5

Cest-a-dire deux segments ayant les longueurs

b

—— /__
d’\/me_w’ ) VARG TR

dans une direction (ui est perpendiculaire & la direction
ret a celle dont les cosinus sont proportionnels i
Ua, [)'27 Ca.

Des bouts de ces segments, tracons enfin deux paral-
leles a Ja direction 7.

Ce seront la les droites décrites par les poiuts Py, P,
du point imaginaire.

A chaque point de espace considéré comme centre
d’un point imaginaire correspond une infinité de nor-
males, dont les bouts forment une droite déterminée
paralléle a la direction 7.

Un cas particulier cst ceJui ou les coeflicients a, b, ¢
de Péquation (14) sont récls, tandis que d est imagi-
naire. Dans les équations précédentes il faudra prendre

Ay = bzz Cy = dls 0.
De cette maniére on obtient
23) @y ry - biyi+ci 5 =0, a2y + by Yo+ ¢ 50+ dy=o.

Lelieu des centres des points imaginaire est, par suite,

>
Ann.de Mathemat., 3*série. t. \. (Octobre 1891.) ol
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le plan passant par I'origine des coordonnées, perpendi-
culaire & la direction ay, b,, ¢,.
A chaque centre correspond une infinité de nor—
males aboutissant dans un autre plan paralléle au plan
précédent a une distance

d,

Vi =03+ ¢

Enfin considérons le systéme de deux équations li-
néaires 4 cocflicients complexes ou la droite générale
, far—+by+cs+d=o,

(24) | ex +fy+gs+h=o.

Afin de trouver les solutions de¢ cc systéme, nous ne
séparerons pas immédiatement les quantités réelles des
imaginaires. D’abord remarquons que les équations
(24) nous permettent d’exprimer x, y, z & I'aide d'unc
scule variable indépendante complexe u, ainsi :

T =(bg—cflu+[b—c)h—(f—g)d]A,
y=(ce —ag)u-+[(c—a)h—(g —e)d]A,
s=(af—be)u+[(a—Db)h—(e — f)d]A,

ou, pour abréger, nous avons posé

a b ¢
I
—=je f gz
A o o
I 1 1

On en conclut qu’en général le systéme d’équations
(25) r=au—+d. y=hu-+e. s=cu—+f,

en supposant a, b, ¢, d, e, f, u complexes, représentera
une droite générale.

Maintenant séparons les quantités réelles et imagi-
naires. Ce procédé fournit les deux systémes de rela-
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Lions
\' Ty = Ay — daug+ dy.
(28) ' Y1=0bruy—byuy+ ey,

51 = C,ul—-Cguz'i—fl;
' .r2:H11l3+(lgul+dg.
(29) Yo=brus+ bau, + ey,

I

L S22 TE Crls = Caly + f.

En éliminant w, u, cntre les €quations du systéme
(28), et de méme entre (29), on aura deux éq\vxations
linéaires en @y, 3 4, 2,3 2., ) 29 32 respeclivement, mon-
trant que les licux des points Py, P, sont deux plans
réels. Ces plans sont tous deux perpendiculaires a la
direction dont les cosinus sont proportionnels i

(30) bycy—bycy, C1az—caay. ayby—ayby,

¢t par suite paralléles.
Posons encore

\ ) = a uy— asus,

131 11=0,u;— by u,,
L1 =ciuy—cyusy;
Ly =ajus— asu,. :

\

(37) 7,

f

\

9= by s+ by uy.

Lo = Crit,— Cluy.

Il est évident qu’entre les points £y, 74, &5 &,y 12, Co
la méme correspondance aura licu qu'entre les points
Qiy Q. définis par les relations (19), (20).

Nous sommes arrivé de celie manicre a celte inter-
prétation géométrique de la droite générale.

Déterminons deux directions, dont les cosinus soient
proportionnels i @y, b,, ¢,; as, b2, co. Par I'origine des
coordonnées menons un plan paralléle i ces directions,
c’est-a-dire perpendiculaire & la direction indiquée
par (30). Dans ce plan construisons deux points cor-

respondants Q,, Q. a partir desquels nous tragons deux
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scgments dont les projections sur les axes des coordon-
uées soient dy, ey, fi; day es, fi respectivement. Les
bouts de ces segments seront les points Py, P, apparte-
nant & un point imaginaire.
Chaque centre d’un point imaginaire d’une droite

, , ,
générale n’admet qu'une seule normale.

Aux résultats précédents j~étais parvenu par une
¢tude sur la théoric des quaternions de Hamilton (1). De-
vant une assemblée du « Wiskundig Genootschap » a
Amsterdam, j’eus 'honnear d'exposer quelques-uns de
ces résultats. Ce fut M. Korteweg d’Amsterdam, qui, en
voulant détacher ma théorie des points imaginaires de
la théorie des quaternions, me suggéra le principe men-
tionné ci-dessus, afin d’arriver a une interprétation géo.
métrique des points imaginaires. Les deux méthodes
si diflérentes conduisirent 4 la méme interprétation.
Au savant mathématicien d’Amsterdam, je dois mes
remercienents sinceres.

Dans ce qui suit, j’ai taché d’exposer le rapport des
questions traitées précédemment a la théorie des qua-
ternions.

Si x, y, z sont les coordonnées rectangulaires d'un
point P 4, j, k des vecteurs d'unc longueur égale a
Vunité dans les directions des axes des coordonnées, le
point P, dans la théoric des quaternions, comme on le
sait, est donné par Pexpression
(33) p=xl4+y) + sk

Quand x, y, z sont complexes de la forme (1), ce

(1) Ces résullats, auxquels Laguerre était parvenu depuis tong-
temps, ont été exposés par lui, en 1872, dans les Nouvelles Annales.
N\ous avons, néanmoins, publié 'article de M. Molenbroch, parce queé
~on procedé d’exposition est différent et qu’il semble, comme on l¢
verra plus loin, n’avoir pas eu connaiscance des travaux de Lagucerre.

Cu. B.
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vecteur devient
° T ‘111_*'}/1‘/‘1‘51/\—"‘/—;1(_,, _.]l_/_l_:_’/\)

ou bien

(3 e e

si, pour abréger. nous posons

(35) Tty h=o0. Tyt-~3a2) — Sk — 8.

7, 3 sont des vecteurs réels.

Hamilton a appelé un vecteur de la forme (314) bi-
vecteur. De ce qui précéde, on conclut qu’uu bivecteur
représente un point imaginaire dans I'espace. a est le
vecteur du point avec les coordonnees réelles oy, 9 ¢, 2.
c'est-a-dire du centre Py du point imaginaire, B repré-
sente la normale.

La question nous vient comment il faut comprendre
I'eflet du facteur \/: opérant i un vecteur.

Le vecteur p de I'équation (34) est multiple, c’est-
a-dire ce vecteur joint Vorigine des coordonnées a
chaque point de la circonférence, décrite du bout du
veeteur o avee un rayon égal a la longueur du vecteur {2
dans un plan perpendiculaire a $3. L'ensemble de ces
vecteurs forme un cone circulaire oblique.

L’expression \, :{3 aura également une infinité de
valeurs. Si 'on regarde o + \/:(ﬁ comme le résultat
de Paddition du vecteur o a chacun des vecteurs conte-

nus dans le symboley/— 1 3, on peut conclure que cette
derniére expression représente chaque rayon de la base
circulaire du cone mentionné tout a I’heure ou bien

y—1p représente chaque rayon du point imaginaire.

L’effet de Iopération du facteur /— 1 au vecteur 3

P v i

est, par suite, que ce vecteur soit fendu de maniére a se
> | 1 q
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transformer dans I’ensemble des rayons d’unc circonfé-
rence située dans un plan perpendiculaire au vecteur.
Hamilton a déja reconnu que l'effet de I'opérateur

V/— 1 est de tourner un vecteur autour de son origine
par un angle droit. Selon ce qui précéde, il faut consi-
dérer le plan dans lequel cette opération s’effectue
comme indéterminé, de sorte que chaque plan passant
par le vecteur y prenne part.

La méthode des quaternions nous permet de recon-
naitre d’une maniére fort simple que 'équation (34),
d'aprés les conveunances usuclles, doit représenter un
cercle. En effet, de cette équation on déduit immédia-
tement

s—a—y =i =0

et

(36) N(p—a—y=18)=o0.

ou, d’aprés une formale importante.
N(p—a)—Nf+>y—1S(p—a)B=o.

équation se divisant dans ces deux autres

(37) N(p—a)=NB  S(p—a)f =o.

La premiére relation indique une sphére déerite du
bout du vecteur o avec un rayon égal a la longueur du
vecteur B, ctla scconde de ces équations appartient a un
plan passant par le centre de la sphére et perpendicu-
laire a B.

Il n’est pas non plus diflicile de montrer que I’équa-
tion (36) dans la théorie des quaternions cst identique
a I’équation (4) de la Géométrie analylique.

Si g, ¢’ sont deux quaternions réduits au méme déno-
minateur, de sorte que
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nous voulons choisir la définition suivante
a4/ =18
_— 2
v
indiquant que nous considérons une expression de la

(39) g+vV=ig'=

forme ¢ + \/——:—l q'y ou un biquaternion de Hamilton,
comme P'ensemble des opérations nécessaires pour
transformer un vecteur ordinaire en bivecteur.

D’aprés ce qui précéde, nous pourrions dire aussi :
Un biquaternion est I'opérateur fendant un vecteur en
bivecteur.

Dans ses Mathematical papers, Clifford a donué une
interprétation des biquaternions entiérement différente
de la notre. La simplicité et en méme temps Iacquisi-
tion d’une représentation géométrique des points ima-
ginaires me semblent deux avantages de Uinterpréta-
tion adopiée dans cette Note.

Avant de finir, je ferai observer encore que MM. La-
guerre et Tarry, dans le Bulletin de I’ Association fran-
caise pour l’avancement des Sciences ('), ont déja publié
quelques Notes relatives au sujet traité dans la premiére
Partie de cette Note. Pour autant que j’ai eu I'occasion
de prendre lecture de ces Notes, il me parait :

1° Que les considérations des géométres francais ne
se rapportent qu’a des figures planes (2);

2° Que leur interprétation géométrique du point
imaginaire résulte de la notre, si 'on remplace le cycle
représentant le point imaginaire par les points d’inter-
section avec le plan de la figure (Laguerre) ou par la
normale au cycle (Tarry);

3° Que la définition d’une droite générale donnée
par Tarry dans la Note citée ne peut plus servir quand
on considére des figures a trois dimensious, tandis qu’au

() Laguerre n’a rien publi¢ dans ce Bulletin.
(+) C'est complétement erroné en ce qui regarde Laguerre.
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contraire l'interprétation géométrique (ue nous avons
deduite dans les pages préeédentes comecide avee celle
de M. Tarry, si deux coordonnées sculement entrent en
considération. C’est la derniére remarque que nous vou-
lons encore prouver.

Quand 'une des coordonnées disparait, la troisiéme
¢quation de chacun des systémes (27), (28), (»9) doit
¢tre omise. On voit facilement que les coordonnées des
points d’intersection du cycle, représentant le point
imaginaire, ct du plan de la figure scront

(39) r=TriZZ ). Y=z r,.

Fn eflet, les droites joignant ces points d’intersection
au centre Py du evele sont toutes les deux perpendicu-
Jaires 4 OP, et d'une longueur égale a celle de OP,.

A cause des valeurs (28),(29) de x4, )4, xa, 31, les
coordonnées x, j de I'équation (39) prennent la forme

C (7= dau;— b u,+ ¢ ou a"uy—+ b"uy+ ",
10)
2 y=0u+du,—d ou 0"y — a'uy—d’

si, pour abréger, nous posons

a' = ay— b,. b = a,— by,

a"=a;— b,, O'=0,— a,.

1y, uy peuvent varier de maniére a obtenir toute valeur
1éelle.
A chaque sysieme de valeurs de u,, u, une couple de
points Q, R correspond, liés par une relation simple.
En cffet, si a «, @}, les points '/, R correspondent

comme a uy, uy les points Q, R, on aura

OQ '=a(uy—u))— b (u,— u'y)]?
+[0(uy—u) ) — a' (uy— uh))?
=(a?— 0" [(1y-- 1) )2 — (1, — )y )12 ],

—
RR" =|a"(u;— u))=— 0" (u,— uy)]?
—[0"(wy—u))— a"(uy,— uly)?
=(a+ 0" )|y — ) 2 (1 — ]
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Par conséquent,

QQ’ at b
Rﬁ; = \/m = consl.

1l s’ensuit que les deux points Q, R en faisant varier
iy, uy décrivent des figures semblables, et un examen
plus profond fera voir que ces figures sont inversement
scmblables.

Nous avons obtenu que le couple de points, qui,
d’aprés M. Tarry, représente le point imaginaire, décrit
deux figures inversement semblables, quand ce point
imaginaire varie de manicre a décrire une droite géné-
rale. G’est la définition qui a servi a M. Tarry comme
point de départ.



