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CERCLE TANGENT A TROIS CERCLES DONNES;
Par M. V. HIOUX,

Professeur au lycéc de Nantes.

1. Lasolution qui suit comprend, comme cas particu-
lier, celle de Gergonne, qui se trouve ainsi complétement
justifiée.

Donnons-nous trois cercles (A), (B), (C), de rayons
inégaux; placons les centres aux trois sommets d'un
triangle ABC ct, pour fixer les idées, supposons chaque
cercle extéricur aux deux autres. Appelons C le centre

la limite de Perreur sera
A8+ B AL — (2-4+8) Aprc = 2 (33 — Apre) + B(3¢ — Aprc)s

ou alors pour Ay il faudra prendre non la limite supéricure, mais

la limite inféricure.
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de similitude directe de (A) et de (B); de méme A’ |
centre de similitude direete de (B) et de (C); enfin B Je

centre de similitude directe de (C) et de (A). Les cen-
tres de similitude inverse correspondants pourront étre
désignés par G|, A, B,.

Si un cercle (w) touche deux quelconques des cercles
donnés, (A) et (B) par exemple, en a ct b, les points
de contact seront, dans le systeme (A), (B), (w), ou deux
centres de similitude de méme nature, ou deux centres
de similitude de nature différente.

En considérant le premier cas, on a les théorémes
suivants :

Turorkwe 1. — Siles points de contact d’un cercle
(w) et de deux cercles (A) et (B) sont deux centres de
similitude de méme nature :

1° Les points de contact a et b sont antiliomologues
par rapport au centre de similitude directe C' de (A)
et de (B):

2° Le cercle (v) coupe orthogonalement un cercle

Jixe (H) de cenire C.
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32 Le cercle (1) « le méme axe radical gue les

cercles (A) et (B).

Démonstration. — 1° On obscerve d’abord que les
trois centres de similitude a, b et C' sont en ligne droite,
puisque les deux premiers sont de méme nature et que
C! est un centre de similitude directe.

Soit M le point de rencontre des tangentes a (w) en
a et b; ces tangentes sont égales et par suite le point M
est sur l'axe radical de (A) et (B)j il suit de la que
les points @ et b sont antihomologues par rapport au

P 8 I Pr

. . . ’ it
point ¢, 'une des origines d’inversion de (A) et de (B).

2 Soit 4 la puissance d'inversion pour le point (.
On a

CaxCb=.

Donc le cercle (w) coupe orthogonalement un cercle
(H), de centre C’ et de rayon y i.

3° On observe d’abord que tout cercle passant par
les points @ et b de (A) et de (B), antihomologues par
rapport a €/, coupe orthogonalement le cercle d’inver-
sion (H) relatif a C'.

Considérons en particulier le cercle (w,) de centre M
¢t de rayon Ma=Mb; il coupe orthogonalement les
cercles donnés. Soit m un de ses points de rencontre
avec (H). On aCax<Cb=)k= (ml: donc C'm est
une tangente menée de €' au cercle (w,). Dés lors Mm
est perpendiculaire sur C'm ct se trouve tangent a (H)
en m. On a Ma = Mb = Mm. Le point M est d’égale
puissance par rapport a (A), (B) et (H), dontles centres
sont sur la mé¢me droite AB.

Les trois cercles ont donc le méme axe radical.

C. Q. F. D.

Tucoreme 1. — 8¢ un cercle (w) coupe orthogo-
Ann. de Mathémat., 3¢ série, L. X. (Septembre 1891.) 28
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nalement le cercle d’inversion (M) et touche (A)en a,
il touche également (B) en un point b antiliomologue
de a par rapport au centre de similitude directe (',

En cffet, si 'on formela figure inverse du systéme (A),
(w)et(H) en prenant C' pour origine et )\ pour module,
le cercle () se conserve, le cercle (w) est a lui-méme
son inverse ct vient toucher 'inverse de (A) qui est (B)
en un point b, anti-homologue de @ sur la droite (Va.

C. Q. F¥.D.

2. Cela posé, soit (w) un cercle touchant (A), (B)
et (G) respectivement en a, b et ¢, les points de contact
étant des centres de similitude de méme nature pour le
groupe (A, B) d'unc part, pour le groupe (A, C) d’autre
part, ct par suite pour le groupe (B, C).

Soit (H) le cercle d’inversion de centre C' pour (A)
et (B); soitde méme (K) le cercle d'inversion de centre
B pour (A) et (C). Le cercle cherché (w) doit couper
orthogonalement chacun des cercles d’inversion (H) et
(K). Bone, en vertu du théoréme 1, on est ramené au
probléme suivant :

Tracer un cercle coupant orthogonalement les cer-
cles d’inversion () et (K) et touchant Pun des cercles
donneés, le cercle (A) par exemple.

La solution du probléme dépend des deux lemmes
sulvants :

Levwe . — Tous les cercles coupant OI'IJLogonale—
ment les cercles (H) ev (K) ont pour axe radical lo
ligne des centres C'B de ces deux cercles, ¢’est-a-dire
lU'axe de similitude directe des cercles proposes.

Considérons en effet deux quelconques de ces cercles
(@) et (wy) 1 ils sont coupés orthogonalement par (H)
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et par (K); donc leur axe radical passe par U/, centre de
(H), et par B, centre de (K); cet axe radical est done la

droite C'I3'. C. Q. F. D.

Leswe Il — L’axe radical .du cercle (A), par
exemple, et d'un cercle variable (wy) coupant ortho-
gonalement (1) et (K) tourne autour d’un point fixe
(1) de U'axe de similitude directe des cercles donnés,
quand le centre de (w,) se déplace sur I'axe radical

de (1) et de (K).

Au cercle (A), associons deux cercles (wy) et (w,) or-
thogonaux a (H) et (K); leur centre radical 1 est un
point de T'axe radical de (w;) et (wy), c’est-a-dire un
point de C'B'; si Pon fait varier le cercle (w,) toujours
orthogonal & (H) et a (K), le point I, intersection des
deux axes radicaux fixes, ne changera pas; donc 'axe
radical tournera autour du point I. C. Q. F. 1.

Remarque. — Sans tracer lcs cercles (H) et (K), on
peut obtenir a volonté un cercle (w,) qui les coupe
orthogonalement.

Pour cela, il suflit de se donner un point p sur (A) et de
construire son antihomologue ¢ sur (B) par rapport a
(" et son antihomologue p sur (C) par rapport a B'.

On sait (que tout cercle passant par p et g coupe or-
thogonalement le cercle (H) et que tout cercle passant
par p et 7 coupe orthogonalement le cercle (K). Donc
un cercle (w,) circonscrit au triangle pgr coupera ortho-
gonalement les deux cercles (H) et (K). En menant du
centre O, de (w,) la perpendiculaire sur axe de simi-
litude directe des cercles donnés, on aura I’axe radical

de (H) et (K) (1).

(*) En outre, axe radical de (o,) et de (A)fournit Ie point Ipar



( fot)
3. On peut maintenant résoudre le probléme en ques-
tion d’'une maniére tout a fait générale :

Régle générale. — Pour tracer un cercle () tou-
chant de la méme maniére trois cercles donnés (A ), (B)
ct (C):

1° Construisez I'axe de similitude directe des cercles
donnés et tracez un cerdle (w, ) coupant orthogonalement
les cercles d’inversion (H) et (K);

2° Du centre O, de (v,) menez la perpendiculaire
O, I sur ’axe de similitude et construisez ’axe radical
de (w,) et du cercle (A), par exemple, lequel coupe en 1
I’axe de similitude en question;

3° Du point I menez la tangente I au cercle (A) et
prolongez le rayon Aa de ce cercle jusqu’a sa rencontre
en O aveec 0,7, Le cerde (w) de centre O et de rayon
Oa répond ala question.

Il y a deux solutions; car du point I on peut, en gé-
néral, mener une deuxi¢me tangente Ia' au cercle (A), ce
qui fournit un deuxiéme cercle (w') répondant égale-
ment a la question.

Ce procédé de solution n’exige pas que le centre
radical des cercles donnés soit a distance finie.

Mais, comme c’est le cas le plus intéressant, il est bon
de I'étudier d’une facon toute particuliére.

k. Soit P le centre radical des cercles donnés : c’est
le centie d’un cercle (R) coupant orthogonalement les
cercles donnes; il coupe aussi orthogonalement chacun
des cercles (1) et (K), par suite d'une propriété déja
démontrée. L’axe radical des cercles (H) et (K) est donc
la perpendiculaire PF menée du point P sur 'axe de

L]

ou vient passer la tangentc en a au cercle (\) et au cercle cher-
che (w)
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similitude directe des cercles proposés. En outre, pour la
détermination du point I, le cercle radical (R) peut ici
tenir lieu du cercle () déja considéré.
On est ainsi conduit 4 la régle suivante :

Régle particuliére. — Pour tracer un cercle tou-
chant de la méme maniére trois cercles (A), (B), (C)
dont les centres ne sont pas en ligne droite :

1° Construisez 'axe de similitude directe et le centre
radical P des trois cercles et mencz de ce point la per-
pendiculaire PF sur ’axe en question ;

2° Déterminez le point de rencontre I de cet axe etde
la polaire du point P par rapport au cercle (A), par
exemple, et du point I menez les tangentes la ct Ia’ &
ce cercle ;

3° Tracezles rayons Aa et Aa’ ct prolongez-les jusqu’a
la droite PF en O et en O'. Vous avez ainsi les centres
de deux cercles (w) et (o) qui répondent a la question
el qui touchent (A) en a cten o'

Remarque. — la corde de contact aa’, polaire du
point I par rapport au cercle (A), passe en P, puisque I
est sur la polaire de P. Soit « le pole par rapporta (A)
de l'axe de similitude directe; ce pole est sur aa’. Cette
droite est donc déterminée par ce pole a ct le point P.

On verrait de méme que, si b6’ estla corde de contact
de (B) avee (w) et (w'), elle passe par P et par 2, pole par
rapport a (B) de I'axe de similitude. Méme obscrvation
pour la corde de contact c¢’ de (C) avee (w) et ().

Corollaire. — La solution de Gergonne est une con-
séquence de la précédente et se trouve dés lors complé-
tement justiﬁée.

Observation finale. — Les cercles d'inversion (H) et
(K) n’interviennent que par Jeur axe radical PF. Or que
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les modules correspondant a deux cercles d’inversion
soient positifs ou négatifs, leur axe radical sera toujours
la perpendiculaire menée de P sur I'axe de similitude qui
conticent leurs centres.

On est ainsi conduit & appliquer la construction pré-
cédente a I'un quelconque des quatre axes de similitude,
en observant que les cercles (w) et (w') ne toucheront plus
delaméme maniére les trois cercles donnds. La polaire
déja utilisée du point P par rapport au cercle (A) servira
pour chacun des axes de similitude. On a ainsi, ¢n géné-
ral, quatre groupes de deux, c’est-a-dire huit cercles
tangents a trois cercles donnés.

Lia méme méthode s’applique quand 'un des cercles
est remplacé par une droite ou par un point et, en géné-
ral, quand on conserve au moins un cerdle sur trois.



